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К ВОПРОСУ О ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ 
РЕГЕНЕРАЦИИ КОЛЕБАНИЙ

Явление параметрической регенерации и параметрической дегенера­
ции (когерентный случай) находит применение в технике, например, при 
создании систем фазовой селекции.

В работе*' рассмотрен вопрос о параметрической регенерации в сис­
теме с нелинейностью, характеристика которой описывается неполным 
полиномом третьей степени.

Представляет интерес исследовать случай, когда нелинейность ап­
проксимируется трансцендентной функцией, которая проста по виду и 
сохраняет точность в более широком интервале аппроксимации.

Рассматриваемая параметрическая система с нелинейной индуктивно­
стью, приведенная на рис 1, описывается уравнениями

i r Id -Щ — {В} +Д7/)+ /'Д  =£/0sin(cof+cp'), 
at

. .w2--{В I - B u )+i2R2 + ~ J i2<#=£^sin(©/+4/); (1)

Здесь Вх, Вх, Я / , Н1 -  индук­
ция и напряженность магнитного 
поля для первого и второго сер­
дечников; лчу] -  сечение; I — 
длина средней магнитной ли­
нии сердечника; щ , щ  — со­
ответственно число обмоток 
контура накачки и резонансного.

/i H'j + /2 и'2 — ///j ; 
JjWj - /2^2  =///;/.
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Остальные обозначения ясны из рис. 1.
Анализ проведен для когерентного случая, когда частота внешней си­

лы Е  и напряжение накачки V (г) совпадают.
Пусть нелинейность аппроксимируется гиперболическим синусом

Обозначая х = р(5/ + В ц ), 
обмотках:

Н = а й ^ В  . (2)

у  = Р(5/ -  В ц ) ;  х = св ( , находим токи в

а  I , х  , у  г, = — Би—сп—;

г 2

а ±

і . х  и  У■■ — сЬ—А-
и’, 2 2

(3)

После чего первые два уравнения системы (1) преобразуются к виду

у +  7 ->сА ~  бЬ  — +  
• ' ‘ 2 2

у —А с/; —ь'Ь— I = Е'0 соб(т + \|/), 
с!х{ 2 2 )  0 '

(4)

где точка означает дифференцирование по т :

2Л'И̂ со
т, _ ^оР . оф/ , 
0 дцю ’ 12 С?и|ш3 ’

оф/і?2
.УН5ю

= (5)

В первом уравнении системы (4) коэффициент у], характеризующий 
потери в контуре накачки, весьма мал (у, « 1 ) ,  а фаза напряжения накач­
ки ф‘ такова, чтобы решение этого уравнения с достаточной точностью 
имело вид

л = 25# ш гт . (6)

Подставим выражение для X- во второе уравнение системы (4) и раз­
ложил; гиперболический косинус в ряд Фурье, коэффициентами которого 
являются модифицированные функции Бесселя от Вн  . Полагая, что на­
пряжение накачки достаточно мало, удерживаем в разложении функции 
Бесселя до второго порядка включительно
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+ у|ко (А-) -  212 (в И )С05 2х]зЬ У/2 І = Е'0 совСх + V)/).

Введем расстройку 1 , полагая у 2 = 2(1-!;), и глубину модуляции па­
раметра т = 212[Вн)/ 10(ВН ). Предполагаем, что величины у , т и 
Е'о малы (у « 1 ,  Е « 1 ,  т «  1). Тогда 10(Вн )х {  + т и уравнение (7) 
можно переписать в виде

л і и і . ь і і

У + ^2[і і} {Вц) - 2 і 2{Вн)со&2х] ^ у/ 1 +
(7)

j+ 2 ( l  + w - ^ ) s h —-2m cos2xsh— + у sh— і * = i?ô cos(x + у ) , (8)

где опущены члены выше первого порядка малости. 
Решение уравнения (8) ищем в виде

У = 2Bsin(T + cp). (9)

Подставляя это решение в уравнение (8) и разлагая последнее в ряд 
Фурье, имеем

-  2 В sin(x + ср) + 4(1 + т -  £;)/[(s)sin(-r + <р) + 2m/j (в )х  
х sin(x -  ф) + 2у/] (Bjcos(x + ф) = Е'0 cos(x + vj/).

Применяя метод гармонического баланса, находим 
для синусоидальной составляющей

Е'/] [В^2сг ces ф -  m cos ф + у sin ф) = -sin ; (11)

для косинусоидальной составляющей

Е '
1{{В^2%* втф  + т в т ф -у с о к ф )=  -  ~ ~ c o s . (12)

Здесь величина = Ç- м +~ “ -^-1  —- полная расстройка частоты в

резонансном контуре. Она зависит от собственно расстройки %, а также от 
глубины модуляции параметра т и амплитуды колебаний в контуре. 
Возводя в квадрат обе части уравнений (1 1 )и (12 )и  складывая их, полу­
чим зависимость амплитуды колебаний от расстройки \  , глубины модуля-
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ции т , величины у , фазы колебаний ср и амплитуды внешнего воздейст­
вия Е{)

lf{B) В2Е+2т + —T -r-2 -w co s2 m
Ф )

+ (у -  т siJi29;'1 ;>=-~- (13)

Из формулы (13) видно, что если колебания происходят с фазой 
сР = /4 ’ 70 cos 2ф = 0 , sin2ср = 1 и общие потери в цепи уменьшаются, что 

эквивалентно внесению '‘отрицательного сопротивления”.
Если фаза ср = ^  , то cos2 9  = 0, sin 2<р = -1 , что приводит к уве­

личению потерь в контуре.
Фазу ф можно исключить из уравнения (13) следующим образом. 

Из уравнений (11) и (12) имеем

tgvj/ = -у tgy + w - 2 ^  
- у  + (/я + 2 |* ) tg 9  ’

(14)

откуда

tg cp = — 2 ^  + m + i tg y jL  
l ^ t g y  + m tg y  + y

(15)

COS 2ф : 4 m l j (l,+ tg2 v ]+ fy 2 - m 2 - 4 2) ,(l ~ tg 2 ф) + 8у^* tg ф
-  4ш§,k (l -  tg 2 ф) + (у2 + т 2 + 4 § ; ) (l + tg2 ф) + 4my tg ф

sin 2ф = - (у 2 +/>Г -  4£,2)tg у  + у (in + 2|*2) tg2 \|/ + у (т -  2£*2)
• -  I).- i|/) + (у~ +да~ + 4с,/) (1 + tg* ц;) + 4туЩЦ>

(16)

Представим уравнение резонансной кривой в оолее удобной для ис­
следования форме. Для этого перепишем уравнения (11) и (12) в виде

12^* cos ф -ь у sin ф ; Е',
2ф )

втц/ + mcos(p;
(17)

2§* sin ф -  у cos ф = ----- -г-г cos ф -  т sin ф,

Возводя в квадрат обе части каждого уравнения и складывая их, получаем
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Вс = гп -

Тогда окончательно

2 ф ) г ф \
Ер

Ф )
т $Ш(ф + V}/) +  т  - у1 (19)

Пусть гп < у , т. е. рассматриваемая система работает в качестве па­
раметрического усилителя в недовозбужденном режиме. Условием сущест­
вования стационарной амплитуды является выполнение неравенства

12
Е'п

2 /1 ( 4

Т??
+ у-^уШ5Щ(ф + \|/) + №2 -  у2 > 0 , (20)

при этом знак равенства соответствует смыканию двух различных ветвей 
резонансной кривой, когда полная расстройка Е,* равна нулю, а амплитуда 
колебаний максимальна. Последняя определяется из формулы

-2т 5ш(ф + ф) + 2у у -  т “ сое/ (ф + ф) (21)

Здесь перед квадратным корнем взят только знак “плюс”, так как

^  > 0 и у2 - т 2 > 0 .

Из (21) видно, что амплитуда колебаний существенно зависит от фа­
зовых соотношений между колебаниями в резонансном контуре и внешней 
силой. Исследуем, при каких значениях (ф + ф ) амплитуда колебаний 
достигает наибольшего и наименьшего значений.

Имеем

Ф )

-2т сой(ф + ф) х
с(Н-ф

д/у2 - ш 2 сое (ф + ф ) - т  §ш(ф + ф)
/ 9  0 7у у - т  сов (ф + ф )

(22)
:0.

Отсюда находим два значения ( ф + ф ), соответствующих “сильному” и 
“слабому” резонансу:
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Рис. 2

гр/
Ф + ¥  = - ^ ;  5Іп(ср + ц/) = -1; /; (/?) -  о  °...\ при с» = 0 . (24)

2 2(у + т)

Таким образом, из (23) имеем параметрическую регенерацию сис­
темы (кривая 1 на рис. 2), а из (2.4) —  параметрическую дегенерацию 
системы (кривая 2 на рис. 2). При этом значения параметров в уравнении 
(19) приняты следующие: т = 0,01, у = 0,03, Ед = 0,02. Кривая 3 на рис. 2 
соответствует обычному' резонансу в данной системе {т ~  0). Сдвиг ске­
летных кривых на рис. 2 объясняется тем, что включение генератора на­
качки, определяющего глубину модуляции т , изменяет сбственную часто­
ту системы независимо от наличия колебаний в ней.

Рассмотрим энергетические соотношения при параметрической реге-
2л

нерации. Полная мощность, теряемая в контуре Щл “  К д  [ Щ‘2&  ? а
о
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мощность, отдаваемая внешней Э.Д.С. —  1УЕ = /1 п  IЕ 0 кт(т + ц)) 12(1т.
о

Ток Ь в резонансном контуре определяется вторым уравнением системы 
(3). Разлагая ток в ряд Фурье, и ограничиваясь первой гармоникой, имеем

2п

/2 = / ! (в  И зт(х + ф)+т 5!п(х + ф) + ™ Б1п(х -  ф) (25)

Учитывая, что при резонансе, когда £* = 0 , ф = у  = ^  , а также принимая 

во внимание выражения для Е$ и у из (5), получаем

о ф ^ + 2 ^  (26)
8(у -?и)25т̂ |(03

, (27)
4(у -

Отношение
IVЕ ^  2(у-т )(1 + т)ю ^
IVк  у(1 + 2т)

можно при заданной нагрузке, определяемой у , сделать сколь угодно ма­
лой, как и в Случае линейной регенеративной системы (*), если увеличи­
вать глубину модуляции. Таким образом, данная нелинейная система мо­
жет работать как резонансный параметрический регенеративный усили­
тель, в котором энергия, вкладываемая в систему, отбирается от генератора 
накачки.

Вышесказанное согласуется с результатами, полученными в (*). При 
этом представление нелинейности гиперболическим синусом позволило 
легко провести математическую обработку аппроксимирующей функции и 
получить при анализе простые выражения.
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