
ВОЗБУЖДЕНИЕ КОЛЬЦЕВОГО ВОЛНОВОДА ДИПОЛЕМ

В. А .  М а р ч е н к о ,  В . Г. С о л о г у б

1. Бесконечная периодическая последовательность одинаковы х м етал­
лических "колец, стенки которых предполагаю тся бесконечно тонкими и 
идеально проводящ ими, образует кольцевой е л л н о в о д  (рис. 1).

Рассмотрим задачу  о возбуж дении такого волновода электрическим  
или магнитным диполем, расположенным на оси волновода. М оменты 
диполей считаем направленны ми по оси волновода и по величине р ав ­
ными единице.

ї И З о О С Г Ь - - '
Рис. 1.

Введем цилиндрическую систему координат р, г так , чтобы диполь 
попал в начало координат и ось Ог совпала с общей осью всех колец, 
образующ их волновод.

Разберем подробно случаи электрического диполя, а затем  кратко  
остановимся на магнитном диполе.

К ак известно, электрический диполь в свободном пространстве воз­
буж дает поле Е°, Н° со следующими комплексными амплитудами (вре­
менной множ итель еш  для краткости всюду опускаем ):

£ р ° = ^ п о, £ "  =  0 , £ г = ф  +  ^ ) ‘п 0 ; ( 1)

н °  =  о, я »  =  / а | п 0, н ° =  о,
где ф ункция

п 0 = 4 ,  Г =  У 7 Т Я  * =  7 ,

г — составляю щ ая электрического вектора Герца, две другие составляю ­
щие которого равны нулю.

Будем искать поле Е, Н, возбуж даемое диполем в присутствии коль­
цевого волновода, тож е с помощью электрического вектора Герца с един­
ственной отличной от нуля составляю щ ей по оси Ог, которую  представим 
в таком "виде:

П (р, г) =  П 0 (р, г) — П , (р, г). (2)
Ф ункцию  П 0 (р, г) можно разлож и ть  в интеграл Ф урье

П 0 (Р, г) =  4 '  =  7  ]’ " о  * (Р I  А* *4 ) ^  «Л, (3)
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где У  А:2 — X2 определен в плоскости X, разрезанной вдоль прямых, иду­
щ их из к вертикально вверх, а из — к  вертикально вниз, следующим 
условием: при | X] со  1 т  |  А* — X2 >  0 .

Ф ункцию (р, г) удобно искать в таком  виде:

П х (р, г) =  ~  (  (к2 -  X2) н : 1) (а ) и (X; р, г) Лк, (4)
- «г

где функция и (X; р, г) периодична по г с периодом /, равным периоду 
волновода.

Чтобы поле Е, Н , построенное из ф ункции П (р, г) по формулам (1), 
удовлетворяло уравнениям М аксвелла и имело нуж ную  особенность в на­
чале координат (в диполе), нуж но, чтобы ф ункция П |(р , г) всю ду, кроме 
металлических колец волновода, удовлетворяла уравнению  Гельмгольца 
ДП) +  =  0. Отсюда следует, что при любом X этому уравнению
долж на удовлетворять ф ункция е 'Хг« (X; р,  г).

Д л я  удовлетворения граничных условий на м еталлических кольцах 
нужно, чтобы на них Е г =  0 (Е ? равно нулю  тож дественно в силу (1)), 
что приводит к такому краевому условию для ф ункции е'кги (X; р, г):

[ й2 -Г еЛги (X, р, г) =  еЛг (на кольц ах). (5)

Р азл агая  периодическую по г ф ункцию  и (X, р, г) в ряд Ф урье и 
учитывая при этом, что ф ункция е,кги (X, р, г) долж на удовлетворять 
уравнению  Гельмгольца, а искомое поле не долж но содерж ать волн, 
распространяю щ ихся из бесконечности (р =  с о )  к волноводу, получим

е'гги (к, р, 2) =

.
еЛг V  а ^ 0 ф „ р ) е  1 пг р < а .

«я 2т:

е'Хг У  апНо >(р„р)е 1 р >  а,
(6)

где

рп =  у гк2 —  Н’. н„ =  х +  с- п (6 ')

и корень выбирается таким образом, что 1т р „ > 0 , а при 1т р „  =  0 — 
— Яе р„ >  0 .

Так как  ф ункция {к2 +  . . . ) е 'Хги (к ,  р, г) долж на оставаться непре­
рывной при р =  а ±  0 (на кольц ах  в силу (5), в щ елях  между ними — 
в силу того, что ф ункция е‘Хги (X, р, г) удовлетворяет там уравнению
Гельм гольца), то

~ _  Jo (Р„а) п \
Н'0"  (рпа)

И спользуя граничное условие (5), соотношение (7), непрерывность 
е‘Хги (X; р, г) и щ  е'Хги (X; р, г) в щ елях , а такж е тож дество

•!» (х) / / ,  ’ ( x ) ~ J 0 {х) ! (*) =
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(8)

прийдем к следующим уравнениям:

\ Л е'^пг
а„ -уттр-— - =  0 (в щ елях),

—  На (Рпа)

X  о (р па ) е'Нпг — е‘Хг (на кольцах),

из которых нуж но определить коэффициенты а п =  а„ (к).
2. Введем такие обозначения:

х =  £а; Л =  ^  5 ^  =  т о +  Iх; Ьп =  у  ( т а +  п  +  р);
2 г

?  =  у  г; ха<,+ч =  0 (р„а), (9)

где т 0 — ближ айш ее к ~  целое число, так  что — ~ < | А < у .
В этих обозначениях (принимая без потери общности, что начало

координат леж и т в середине о д н о й 'и з  щ елей) система (8) принимает т а ­
кой вид:

Х п ^ 1т ( 1 - 8")е' (п+‘1,<р =  0 - 1 ? 1 < Т ; (1°)

V  х пе‘ <п+11> ? =  е‘ , у  С  {<р | <  те, (10')

где величины е„ (— оо <  п <  со) определяю тся равенствами
________1_________   -агЛ | т 0 +  гг | ■ ^
Р ^ о  (Рпо) Н У 1 (р па) Ц т 0 +  п  +  (х) т0 +  п  т°+п

101 ,и по определению  =  1.
Сущ ественно при этом, что &п =  0 (п~2) при 1 п  ] со. Точнее говоря, 

при | п  +  [х | >  хД имеет место неравенство
I I д .г ,Ч т>  (! «Ц» п п
1 - I  <  Ц п  +  М* I (Я +  р )^  ’ (И )

в котором с — абсолю тная постоянная, следую щ ее из асимптотических
формул для функций Бесселя,

У равнение (10) мож но зам енить двумя эквивалентны м и ему уравне­
ниями, одно из которых получается из него дифференцированием, а дру­
г о е — подстановкой ® =  0. П роведя такую  замену и деля затем все 
равенства на с*», получим

V ]  (Хп —  е"П =  0 ,  у  < ! ? ] < * ;
Н  =  - — оо

“  оо

V  (хп -  Ъ”') е'*т =  -  ^  е""* +  V  х% ^  гаг‘« \  | <р | <  '4 ; (12)
П  = » — ОО 0  п  — — оо

V  *" 1̂ 1 =  У  ХП М  ;
■ ■  п  4 - |х п —  гг ф  |х п *"*

П — — ао — оо

где Зт " — символ К ронекера, 8™ =  О (т ф  п) и 8” =  1.
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Согласно результатам работы U ), два первых уравнения системы 
эквивалентны такой бесконечной системе линейных алгебраических урав­
нений:

Хя1 _  S-. =  ~  Ш  V ” . (и) - -  V  £  en V"m (и) +  (х_,  -  8« ,)  Р т (а), (13)
П — —  оа

где т  принимает все целочисленные значения от — со до оо (кроме т  — 
= — 1, при котором соответствую щ ее уравнение превращ ается в тож ­
дество) и коэффициенты вы раж аю тся через полиномы Л еж ан дра  Рь (и) от

и =  COS у  по формуле

к  («) =  2S r = V ) [Рт {и) Pn+i (и) ~ ~ Рт+1 {u) Рп {u ) l  (14)

Выразим теперь х т через правые части равенств (13) и полученные 
значения  подставим в левую часть последнего из уравнений (12). В ре­
зультате получим

••

-  V ?  (и) +  V  щп Т-^! e„V* (и) +  ( х ^  — З^») (и) =  0 , (15)
п  оо(

где для краткости приняты таки е обозначения:

V  У5 («) о"
V n (и) =  2 ш  — ^ ; R„ (и)  =  -х > «I р и m

Величины К" и вы раж аю тся через ф ункции Л еж ан дра следую щ им 
образом:

(“•) =  {Р ^ >  Н “> -  Т  [Р > (“ “ ) +  Р ^ >  ( - “ > (“ )} ’ С 6>

где У "(и)  определена формулой (14), а

1 “ :М  -  <Г)Л, | р * (“ ) ~  +  (_ „ )  (") — р п- \  («>|)

И Р -{х)  — функции Л еж ан дра.
П одставляя правые части формул (16) в уравнение (15) и используя 

при этом уравнение (13) с т =  0, будем иметь

I С—«)
.(А ,— 0 - 1»Р ( - и )  +  Р  . ( - 11) '• и° Г71,

• v ,n* (и) +  v  X. '4 1 enV" (и) =  0 .

(17)

Это уравнение совместно с уравнениями (13) эквивалентно исходной 
системе.

3. П ереходя к приближ енному решениювполученной системы, заметим 

преж де всего, что когда пробегает весь интервал — у  , у )  , некото­
рые е„ обращ аю тся в бесконечность. Это происходит тогда, когда р „_ т „а 
оказы вается равным нулю  или каком у-нибудь корню  ф ункции Бесселя 
J 0 (х ). Частично можно избавиться от этого услож нения следующим обра-
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зом: разобьем интервал — ~ , -  ) на части так , чтобы на каж дой из них
в бесконечность могло обратиться только одно е„. Рассм атривая каж ды й 
из этих интервалов отдельно, можем во всех уравнениях (13) исклю чить 
член, содержащий соответствую щ ее г„, с помощью уравнения (17). После 
этого будет уже сравнительно просто получить приближ енное решение 
и оценить его погрешность.

Проведем все необходимые вы кладки в случае, когда 2-/.Д <  1. В об­
щем случае изменения несущ ественны.

И так, пусть
2чД <  1.

Из формулы (6 ') видно, что тогда р«_тоа  при всех п ф  0 принимает 
чисто мнимые значения, если | | ■< 4- • С ледовательно, в рассматриваемом
случае нуж но исклю чить из уравнений члены, содерж ащ ие г0. И з фор­
мулы (16') следует, что V0 =  — . Поэтому, умнож ая равенство (17) на 
Упт (и) и склады вая его затем с уравнением (13), получим

~  =  -  “  П  («) -  Ш ° т («Й +  X Х’ (“ ) ~  ‘1Щ II
пф О

-  ;1Г  (и) У°т («)] +  (* -1  -  8™}) Рт {и) +

+  ^  т  _  з:<>* (18)
Решим полученную систему уравнений (18) относительно х т, считая 

х 0 известным. С этой целью вычтем из каж дого уравнения системы с т. ф  О 
уравнение с т — 0, умнож ив его предварительно на Р,„ (и).

В результате получим

^  » ' : •  <“ ) +  -  «?■> (> ■ , . , Щ <“ > -

-  V; (и) р т (и)\ +  р т («)} +  V  Ш  Кячг*т („), ( 19)
п + 0

где

К  («) =  К  («) => Ш ' щ (и) -  К  («) Р 'П («) +  \ ^ а (и)У° (и) Р т (и) =

=  (“ ) —  ^  (“ ) V « ; ! ,  (и ) .

Непосредственной проверкой убеждаемся, что если в равенстве (19) 
взять т  — — 1, то получим уравнение (18) при т  — 0 .

Таким образом, система уравнений (19,17), в которы х т  принимает 
все целочисленные значения, эквивалентна системе (18,17).

Положим
г? =. т а х  ^  (и)\.

т «=0

И спользуя оценку (11) и оценку для функций Л еж андра, можно 
показать, что

- 1 Г  А* у П - и С ^ - Ц )
-1 (1 — 4х2Д2)3/2 ’

где С1 —- некоторая константа, не зависящ ая от параметров задачи.
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Величина q будет малой, когда мало Д (кольца располагаю тся до­
статочно густо), либо когда и  близко к единице (щ ели м еж ду кольцами 
достаточно узки).

Будем считать, что q < \ .  В этом случае приближ енное реш ение 
с оценкой погреш ности можно получить методом последовательны х при­
ближ ений.

О граничиваясь первым приближ ением, получим (т  ф  0)

V. =  (х0 -  от‘) 1{т +  r i  V m (и) +  0m (и)] +  sg . -  W %  (и) +  0™ (и),
ч

где

| 0т  (ы)| <  ч -  ш ах I (т  +  ji) Vm (и)\ <  3 У 2к У Т + и  ,
• ч ^  <.п 1 — q

10* ° (« ) | <  T ^ !" a x |5 m —  I* И  < С 2 [1 +  1 п ( К  | ' 1 ) ] ] - ^ ,

причем 6т (п) не зависит от m„, а 0^ ( и )  — 0, так  ж е , как и W nm (u) 0 .
П одставляя найденные значения х т в уравнение (17) и реш ая его 

затем относительно х 0 — 5Ш*, найдем, что

* ' - W \  -  (и)гпп

Р * (~ к )  +  р " (Л !)  +  1 — Р X  п ' пУП 1(0 +  ^  V" (“ ) +  в" М 1 
11 11

(20)
И з формулы (9) следует

ч •
Рп J o (Рпа)‘ '

П одставим определяемые этой формулой значения а п в (6). У читы вая, 
что при т  ф  0 и 2у.Д <  1

р п~т,а. принимает чисто мнимые значения, причем

1 р п-т ,а  I =  |     • — —  1Л  — 4**д»

и, следовательно, для 0 < р < % , а ( 1 — 6) и р > а (1 + 6) при т ф  0 равно­
мерно по р в соответствую щ их областях  выполняю тся неравенства (0 >  0):

у  (р т ~ т " ,  >  С 3е  ^  0 < р < а ( 1 - 6 ) ;•<0 и  т-т„а>' 0U т—таи
н  ,/
I I  \ ) ‘

получим

Г  г

е‘Хги  (X; р,  г) =

е  1 +  и х (X;  р,  z ) ,  0  "  р а  ( 1 — 0)
• " ‘ 1 п “ ' >' г,

(Р 2— «г
-— ' -(- Ц2 (X; р, г), р > а ( 1 + 0),

‘I >

Н (о]> ( Р _ т а) р*_
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где для ф ункций и х (X; р,  z ) и и 2 (X; р,  г) справедлива оценка

|п fl +  gel )
|М * 4  Р. г)\ <  Ci Д2 / 1  _ 4 Х2Д»

sh  т Л
, (г = 1 , 2 ) .

Формулы (21) даю т приближ енное решение задачи , точность которого 
тем выше, чем меньше Д.

4. Исследуем подробно случай густого располож ения колец, т. е.
/ 2тсслучай, когда 1; - - > 2 1 .  Д л я  этого вычислим предел, к которому»1||) Л

стремится ф ункция П Д р, г), когда Д =  стремится к нулю . И з фор­

мулы (20) следует, что если Д -*■ 0, то л:0 =  ДО (1) при т 0 ф  0, а при 
т 0 — 0

. — / г <}р- а Ч п (р аа ) Н { 1 > (р„п)
11 гп X, — __  г * __
ц - в  0 — (ЧСр; а 2У0 (р0а) Я' (р0а) +  1

где
Q — И tri — Д ln * ~ U =  — lim  — ln  sin ~  ,

л-о 2 г-о ™ 21
d ~  Ü

причем предполагается, что последний предел сущ ествует. 
Отсюда и из формул (4), (21) следует, что

lim  П д (р, г) =
Д -0

т
^  Г  - ы щ м г " {гм -----------j  ^ Н ( „ { р п а ) е Л  | г , d X  p < a _

•  — i r . Q p W l P "  (раа) J о (A ,a)-fl

s»

i_ Г —UQplalH{y
2 J  ~ г л

I
-inQp*a2J0{p0a)Hlu (Poö)-fl

J o { p 0a )  Щ 1] (р „ р )  * 2 1 < Л , р > а .

(22)
Полученное вы раж ение удобно зап и сать в другом виде. И нтеграл 

по отрезку (— Д, Я)  можно заменить на сумму ин теграла по дуге полу­
окруж ности радиуса /? с петлей т, охватываю щ ей верхний разрез (рис. 2), 
и вычетов относительно полюсов поды нтегральной ф ункции, попадаю щ их 
в соответствую щ ую  область.
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При R  -  со интеграл по полуокруж ности стремится к нулю, а ин­
теграл по петле f  можно свести к интегралу по вертикальной прямой 
от k  +  i 0  до k  to o  — от разности значений поды нтегральной функции 
на правом и левом берегах разрезов.

Заметим теперь, что на обоих берегах разреза, охваты ваем ого пет­
лей f , все функции, кроме Н 0 1 (Роя) и Яп ’ (Pop), принимаю т одинаковы е 
значения, и так как  аргумент р„ =  | /  k 2 — л2 при переходе с левого бе­
рега разреза на правый увеличивается на тс, то при таком  переходе 
функции НІ' ](риа) и Н 01) (р0р) приобретают добавку, равную  — 2J 0 (p0a) 
н — 2У0 (pop) соответственно. Учитывая это, получим

lim  П! (р, г) =
4 -0

2-і  ^  Res +  г I J 0 (pop) { — 14 -
А+гО

[—ir.Qp a2J 0 (pua) H {01) (p0a) - f  lj(n) x J 
x  [— ir.Qp aV„ (pua) H \ j \ p ua) +  1 ](M

} ед ! г I d l \  p <  a;

k-\-i о

2tU V  Res +  І I { _  J 0 (puP) — 

H [l) (p0a )

- — in Q p ^J  о (p(lu) н (п]) (paa)

(П )

(л)
e‘l І г 1 a l ,  p >  a.

где / (п) и / (л) означаю т соответственно значения функции /  на правом и 
левом берегах разреза, /  jĵ 'j — / (п) — / (л) и вычеты берутся по всем по­
люсам функций

! тiQp‘o чЩ, ' (p0a) f У„ (рпР) / / ' " (р„а), р <  а,
2 —ir.Qp*a2;u (p0a)H, (рпа) +  1 \ / /  !’ (рдр) J 0 (риа), р >  а,

леж ащ им  в верхней полуплоскости.
Обозначим через Xt, Х2, . . . , X. . . . корни функции

— i n Q p f c V о {р 0а ) Но ] {р „ а ) 4 - 1, (23)

леж ащ ие в верхней полуплоскости. У читы вая вид подынтегральных 
ф ункций в формуле (22), получим

2тег V  Res =  _  V  A 7 ’J 0 (р I “  '■

2тл V 'R e s  =  — V  А +Н{]) { p V k 2 -  X“) c,xvi  ̂1,

причем Л, J 0 (а V  k2 — X2) =  A ÏH q*  (а У k2 — X2). И спользуя эти вы раж е­
ния и представление

— 1 \ Л  (P V k 2 —  *2) б 'х 2 1 dX,
(і-ио
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окончательно получим 

(

11т П (р, г) =  ;
А -»  о

1 л Т ^ о ( р ^ а +  ^ ) е ' М г 1 —

Ч ' “ Л  (РоР) е,Х 1 г 1 _________
— I  ̂ [—Ы(}р аЧ$ (Р0а) Я*/' (р0а) +  1]<п) х

*+'° X [—<я<2р‘аУ0 (р0а) я !/1 (р0а) +  1 ](л)

V  / Г 7 / ' 0и (р V к 2 — >. я  1 г !

Р <  а;

(24)

Яц 1 (РиР) еЛ 1 г 1
2 , ’ —1 ^ р гагХа(риа)11 ') {раа)+\

(п)
ел  I г 1 с1к р >  а

(л)

5. Перейдем*к рассмотрению задачи о возбуждении кольцевого вол­
новода магнитным диполем. Поле в этом случае будет определяться м аг­
нитным вектором Герца, имеющим только одну, отличную  от нуля сос­
тавляю щ ую  II* (р, г) — вдоль оси Ог, по формулам

£р =  0; Е ,  =  — Иг П*; Е 2 =  0;

Н  =  52- Г Г  Н  = 0 ,  Н  г  Т ' \ П * .\x\3v' ог2 !

Ф ункцию  П* (р, г) удобно искать в виде

П* (р, г) =  П а (р, г) —  П* (р, г) =  П 0 (р, г) +

+  у  ]  V r k^f ^  Н \ "  ( а  I  и *  ( X ;  р ,  г )  е ^ й Х ,

(25)

где

е'г-и* (X; р, г) —
еЛг V  ря| 0 (рлР) е *  р <  а

«о 2 тс

еЛг х  Зл/ / (о,) (Ряр) е‘ 1 пг , Р >  а.

Ф ункция П^(р,  г) долж на удовлетворять уравнению  Гельм гольца во 
всем пространстве, кроме м еталлических колец, на которых долж но вы­
полняться граничное условие Е 9 — 0. Это приводит к следую щим урав­
нениям:

д _ "8 (РдС0 а 
Н \'> (Рпа ) ?П'

V Рп
Я 1, (рпа)

е‘Ит =  0 (в щ елях);

И  $ п Р п < ! I  ( р п а )  е ‘Нпг  =  —еЛг (на кольцах),

из которых долж ны быть определены неизвестные коэффициенты (X).
Исследование полученных уравнений ничем не отличается от исследо­

вания уравнений (8 ).
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Поэтому мы приведем лиш ь окончательны й р езультат  сразу для 
предельного случая, когда Д =  У— - 3- 0 , причем сущ ествует

П т  — Д 1п
Д-0

І і т  П* (р, г)
А-.Є

2 па
1 и , .  I . гм I—гг— =  — П т  — т  соэ ^  ^

2 1 .в ' ГЛ ^
4~~1

-  B ~ J й (Р У к 2 — к ,2) ел » і г I —

ГІ*
1](п)

г >  £ о (Р о р )  ‘  ■

1 ) [— I \ п  (Р<Р)
*4-/0 х  [— ігХ Г У ,  0  і ) Н \ п (р0а) +  I Iм

Е в ? Я о ”  (Р У ї & - Х ? ) е ‘К  I * 1  +

<п)

Р <  а

(26)

Я(0П (Л>0

д е  Х ,̂ Х2, х.;,

*+/»

4  Г —к+л  1,еЦ‘^(Р<Р)Н\1)(Р(,а)+ I

. . .  —  корни функции

— ЫQ*J (р 0а ) Н \[) (р0а) +  1,

е‘х 12 1 й \ ,  р >  а
( л )

(27)

леж ащ ие в верхней полуплоскости, В , J ŝ (р У к2 — X,2) и В1 Н 0]) (р I' к2- \ У )  — 
вычеты в этих корнях функций

7Л н \ 1) ІРаа) •/ 0 (А>Р)
Н У  (р0а) и ж‘Ч

— lк Q * J l (pвa) И \и  (р0а) +  1

Н \и (рва) Н ^ р ^ и ,  (реа) 

— ПlQ*J! (р0а) Н (1 1 (р,а)4--1

соответственно, причем В ^ ,  (а, У № — Х„2) =  B t  Н\У) (а У  к2 — х ’2).
З а м е ч а н и е .  Мы п оказали , что при Д -V 0 сущ ествую т пределы 

ф ункций П (р, г) и П* (р, г) и наш ли эти  пределы. Н етрудно убедиться, 
что сущ ествую т такж е  пределы определяемых ф ункциями П (р, г) и

П* (р, г) полей Е, Н, и эти пределы находятся по формулам (2) или (25) 
из соответствую щ их пределов для функций П (р, г) и П* (р, г).

6 . П олученные представления (24), (26) удобны для вы яснения того, 
к ак  убываю т функции П (р, г) и П* (р, г), а, следовательно, и соответ­
ствую щ ие поля при | г | -*■ с о .

П ервые слагаемы е в формулах (24), (26) убы ваю т экспоненциально, 
зато  вторые — алгебраически. Поэтому на бесконечности (| г | с о )  глав­
ную роль будут играть вторые слагаемы е. О днако их роль будет за­
метна тем позж е (т. е. начиная с больш их | г |), чем больш е С1 (соответ­
ственно (2*), т ак  к ак  величина интегральны х членов убывает с ростом 
<2 (<2*), как  <2~2 (<2 *-2) при р < а  и С-1 (С*“ 1) при р >  а.

Н апример, если ка  леж ит между первым и вторым корнями функ­
ции Б есселя / 0 (х ) (соответственно J l (х)), то корень с наименьш ей мни­
мой частью  при <2 — сю (<2* — оо) стрем ится к корню J 0 (У~кг — Х2а) 
J ^ ( У k 2 — Х2а)), который вещественен. П ри этом оказы вается, что ЛтХг =  
=  0((2- г ), ЛтХ" =  0 ((2*~2). М нимые части всех других корней функций
(23) и (27) стрем ятся к конечным пределам, отличным от н уля . О тсю да 
и из оценок интегральны х членов следует, что при больш их <3 в об­
ласти

1 С  I 2 1 «с <22 (1п (2 і г і — /гр) (28)
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в случае электрического диполя сущ ественную  роль будет играть только 
одно слагаемое, так что

П т  П (р, Р < °  <29,
4 •» Н ф п Г  (р <" к2 — а") е'к' 1*1, р >  а,

а  в случае магнитного диполя при больш их <3* в области

1 ‘С ] г |« < 2 * 2 ( 1 п ( 2 * |г | - е д  <28')
будем иметь

А Г Л  I * V  — х ; а) е * 1’ 1*1, Р < а

1 1 т Г Т ( м ) ~ {  А + я « > ( ? > ^ 3 ^ )в А‘ 1*1, Р > с , ‘ (290

причем соответствующие поля в этих областях с хорошим приближ е­
нием получаю тся из правы х частей равенств (29), (290  110 формулам 
(2) и (25).

Заметим, однако, что приближ енные формулы (29) и (290  совер­
шенно непригодны вне указанны х областей, так  как  вне этих  областей 
существенную роль играет сумма других слагаемых в представлениях
(24) и (26). При этом поле, соответствую щ ее отдельным слагаемы м, т е ­
ряет физический смысл. Это особенно наглядно видно из того, что поле, 
отвечающее каж дому слагаемому (члену соответствую щ его ряда или 
интегральному члену), взятому в отдельности, экспоненциально р астет  
при р —> со , хотя суммарное поле, конечно, убы вает.

Д л я  определения скорости затухан и я  при |г  | >-»-со электрических 
и магнитных волн в кольцевом волноводе Н . Н, Смирнов [2) и скал  ре­
шения в виде (29), (29 ') и определял скорость зату х ан и я  по мнимой 
части (соответственно >.!).

Полученные им решения в точности совпадаю т с правыми частями 
выражений (29) и (29 '). М етод Н. Н . Смирнова долж ен д авать  очень 
хорошие результаты  при малых Д и больш их (3 (<3*) в областях , опреде­
ляемых неравенствами (28), (28 '), хотя вне этих областей приняты е им 
приближенные вы раж ения для  поля соверш енно непригодны.
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