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Âïåðâûå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ðàçëîæåíèÿ ïðîåê-
òèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà áîëåå ïðîñòûå: àôôèííûå,
ïåðñïåêòèâû, öåíòðàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå. Ïðåäëàãà-
åòñÿ àëãîðèòì íîðìàëèçàöèè äëÿ îäíîãî èç ðàçëîæåíèé.

Ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ – îäíà èç âàæíåéøèõ ôóí-
êöèé èíòåëëåêòà. Çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ îñîáåííî àêòóàëüíûìè è òðóäíûìè, åñëè
âõîäíîå èçîáðàæåíèå ïîäâåðãíóòî ãåîìåòðè÷åñêèì
ïðåîáðàçîâàíèÿì. Ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ ïîäáè-
ðàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ íàèáîëåå
òî÷íî îòâå÷àåò òðåáîâàíèÿì ðåøàåìîé çàäà÷è. Â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü
ïðåîáðàçîâàíèÿ, îòâå÷àþùèå àôôèííîé ãðóïïå, à
èíîãäà è åå ïîäãðóïïàì.

Îäíàêî ïðåîáðàçîâàíèÿ èçîáðàæåíèé â ðÿäå òåõíè-
÷åñêèõ çàäà÷ âûõîäÿò çà ðàìêè àôôèííîé ãðóïïû
(àýðîôîòîñúåìêà, âèäåîñúåìêà ïîâåðõíîñòè Çåìëè
è ò.ä.). Äëÿ ýòèõ çàäà÷ èñïîëüçóþò ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè, êîòîðûå îñíîâûâàþòñÿ íà ïðîåêòèâíûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàèáîëåå
òî÷íî îïèñûâàþò ðåàëüíûå ãåîìåòðè÷åñêèå èçìå-
íåíèÿ îáúåêòîâ. Êîîðäèíàòíàÿ çàâèñèìîñòü ïðè
ýòîì îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè
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Ìíîæåñòâî ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îáðàçóåò
ãðóïïó [1].

Íîðìàëèçàöèÿ èçîáðàæåíèé [2], ïîäâåðãíóòûõ âëè-
ÿíèþ ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, äîñòàòî÷íî
ñëîæíàÿ çàäà÷à, ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîëó-
÷èòü åå ðàçëîæåíèÿ íà áîëåå ïðîñòûå ñîñòàâíûå.

Â ëèòåðàòóðå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî
âñÿêîå ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü îñóùå-
ñòâëåíî ïóòåì íàäëåæàùåãî ïåðåìåùåíèÿ ïëîñêî-
ñòè â ïðîñòðàíñòâå è ïîñëåäóþùåãî ïåðñïåêòèâíî-
ãî îòîáðàæåíèÿ (èç íàäëåæàùèì îáðàçîì âûáðàí-
íîãî öåíòðà ïåðñïåêòèâû) [3]. Êàê áóäåò ïîêàçàíî
íèæå, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ âîçìîæíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà öåíòð ïåð-
ñïåêòèâû âûáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîýôôè-
öèåíò b33 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäñòà-
âèìî â âèäå
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Îäíàêî îíî íå ïîêðûâàåò âñå ìíîæåñòâî ïðîåêòèâ-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü 3 âèäà ïðåîáðàçîâàíèé, à èìåííî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, îòâå÷àþùèå óñëîâèÿì b32 0, b33 0,
b31 0. Ìàòðèöû ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðåäñòàâèìû
ñîîòâåòñòâåííî â âèäå:
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Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü Ï1 ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíè-
ÿìè Ï ïðè óñëîâèè b32 0. Òîãäà Ï1 äîïóñêàþò
ðàçëîæåíèÿ

Ï1 = AHC,                     (3)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (3),
òî êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé AHC äîëæíà îäíî-
çíà÷íî ïðåäñòàâëÿòüñÿ ïàðàìåòðàìè ïðåîáðàçîâà-
íèé Ï1. Äåéñòâèòåëüíî, èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
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ñëåäóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé:

31121111 bbba , 31222121 bbba , 3131 ba ,

33121312 bbba , 33222322 bbba , 3232 ba ,

1213 ba , 2223 ba ,

÷òî äîêàçûâàåò îäíîçíà÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ, çàäàâàåìîãî ìàòðèöåé H, ò.å. ïðåîáðàçî-
âàíèÿ êîîðäèíàòû êîòîðîãî èìåþò çàâèñèìîñòü
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Ôîðìóëàìè (4) îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ
ëþáîé ôèãóðû, íå ïåðåñåêàþùåé ïðÿìóþ y=0, ò.å.
íå ïåðåñåêàþùåé îñü àáñöèññû.

Ïóñòü òî÷êå (a, b) ïðåîáðàçîâàíèå (4) ñòàâèò â
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Ïóñòü òî÷êå (c, d) ïðåîáðàçîâàíèå (4) ñòàâèò â

ñîîòâåòñòâèå îáðàç ( d
1,

d
с

). Óðàâíåíèå ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòè òî÷êè, èìååò âèä:

0cyc)d1(x .                (6)

Íàéäåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ äâóõ ïðÿìûõ:
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Èòàê, (0, -1) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ
(5) è (6).

Ïðîâåðèì, ïðîõîäèò ëè ïðÿ-
ìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç òî÷-

êè (x0, y0) è ( y
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Ïîäñòàâèì òî÷êó (0,-1) â
óðàâíåíèå (7): 1 x0 - x0 = 0, 0 0.

Âûâîä: ïðåîáðàçîâàíèå (4) åñòü öåíòðàëüíîå ïðîåê-
òèðîâàíèå ñ öåíòðîì â (0, -1) [4].

Çàìå÷àíèå 1. Òî÷êè, ëåæàùèå íà ïðÿìîé y=1,
ïåðåâîäÿòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì (4) ñàìè â ñåáÿ.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ôèãóðà F ëåæèò âûøå îñè
àáñöèññû, ò.å. y>0, òî åå îáðàç F  òàêæå áóäåò âûøå
îñè x0, è íàîáîðîò (ðèñóíîê).

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü Ï2 ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíè-
ÿìè Ï ïðè óñëîâèè b33 0. Òîãäà Ï2 äîïóñêàþò
ðàçëîæåíèÿ

Ï2= )m(P)n(PA yx ,                 (8)

Ï2= )h(PA ,                   (9)

ãäå A – àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ; Px(n) – ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ïåðñïåêòèâû âäîëü îñè àáñöèññ ñ ïàðà-
ìåòðîì n; Py(m) – ïåðñïåêòèâû âäîëü îñè îðäèíàò
ñ ïàðàìåòðîì m; P (h) – ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðñïåê-
òèâû âäîëü ïðÿìîé ñ óãëîì íàêëîíà, ðàâíûì ,
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî êîìïîçèöèÿ ïðå-
îáðàçîâàíèé )m(P)n(PA yx  îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ ïàðàìåòðàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ï2.

Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
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Àíàëîãè÷íî îäíîçíà÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (9) ñëå-
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Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü Ï3 ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíè-
ÿìè Ï ïðè óñëîâèè b31 0. Òîãäà Ï3 äîïóñêàþò
ðàçëîæåíèÿ

Ï3= )m(P)n(PA yx I,              (10)

Ï3= )h(PA I,                 (11)

ãäå A – àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ; Px(n) – ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ïåðñïåêòèâû âäîëü îñè àáñöèññ ñ ïàðà-
ìåòðîì n; Py(m) – ïåðñïåêòèâû âäîëü îñè îðäèíàò
ñ ïàðàìåòðîì m, P (h) – ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðñïåê-
òèâû âäîëü ïðÿìîé ñ óãëîì íàêëîíà, ðàâíûì ; I
– ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè, ò.å.
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Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåð-
æäåíèÿ 2.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïîëíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ãðóïïà (1)
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà õîòÿ áû îäíèì èç ðàçëî-
æåíèé (3), (8)-(11).

,
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äåòåðìèíàíò ìàò-
ðèöû Ï íå ðàâåí íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòðû
b31, b32, b33 îäíîâðåìåííî íå ðàâíû íóëþ. À çíà÷èò
ìàòðèöà Ï ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà õîòÿ áû â
îäíîì èç âèäîâ Ï1, Ï2, Ï3, ðàçëîæåíèÿ êîòîðûõ
ïðåäñòàâëåíû â óòâåðæäåíèÿõ 1-3.

Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Ñëåäñòâèå. Ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé Ï1, Ï2, Ï3
ïîêðûâàåò âñþ ïðîåêòèâíóþ ãðóïïó Ï âèäà (1).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àè íîðìàëèçàöèè èçîáðàæåíèé,
äëÿ êîòîðûõ íîðìàëèçàöèÿ âîçìîæíà.

Ïðåäñòàâèì èçîáðàæåíèå êàê ôèíèòíûå ôóíêöèè
äâóõ ïåðåìåííûõ B(x, y) â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè
D [2]. Ïóñòü ýòàëîííîå B0(x,y) è âõîäíîå B(x,y)
èçîáðàæåíèÿ èìåþò çàâèñèìîñòü
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ò.å. èçîáðàæåíèÿ ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì Ï2.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íèõ âîçìîæíà íîðìàëèçàöèÿ ñ
ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ (8). Îòìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ïåðñïåêòèâû êîììóòàòèâíû, ò.å.

)m(P)n(P yx = )n(P)m(P xy . Ïîýòîìó êîìïåíñàöèÿ
ïåðñïåêòèâû )n(Px  íå âëèÿåò íà ïàðàìåòð ïåðñïåê-
òèâû )m(Py , è íàîáîðîò.

Åñëè íà èçîáðàæåíèè èçâåñòíà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
òî÷êà (xõð.,xõð.) (òî÷êà, êîòîðóþ ìîæíî íàéòè ïðè
ëþáîì ïðåîáðàçîâàíèè), íàõîäÿùàÿñÿ â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè öåíòðà òÿæåñòè èçîáðàæåíèÿ, òî ýòàï
êîìïåíñàöèè ïåðñïåêòèâû îñóùåñòâèì ïåðåõîäîì
îò ýòàëîííîãî èçîáðàæåíèÿ B0(x,y) ê èçîáðàæåíèþ
B 0(x,y) è îò âõîäíîãî B(x,y) ê èçîáðàæåíèþ B (x,y)
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû õàðàêòåðíàÿ òî÷êà ñîâïàäàëà
ñ öåíòðàìè òÿæåñòåé èçîáðàæåíèé B 0(x,y), B (x,y).

Ïîëó÷åííûå èçîáðàæåíèÿ áóäóò ñâÿçàíû òîëüêî
àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Äëÿ ýòîãî âîçäåéñòâóåì íà èçîáðàæåíèå B0(x,y)
ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðñïåêòèâû Px(m+ m ) ñ íåêî-
òîðûì øàãîì m è ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðñïåêòèâû
Py(n+ n) ñ íåêîòîðûì øàãîì n, ïðîâåðÿÿ âûïîë-
íåíèÿ óñëîâèé

xõð.=xö.ò. = 

D
0

D
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dxdy)y,x(B

xdxdy)y,x(B
,

yõð.=yö.ò.. =

D
0

D
0

dxdy)y,x(B

ydxdy)y,x(B
.

Âûïîëíèâ àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó äëÿ âõîäíîãî
èçîáðàæåíèÿ B(x,y), ïîëó÷èì èçîáðàæåíèå B(x,y),
äëÿ êîòîðîãî òàêæå áóäóò âûïîëíåíû óñëîâèÿ
xõð.=xö.ò., yõð.=yö.ò.

Ïîëó÷åííûå èçîáðàæåíèÿ îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì,
÷òî öåíòðû òÿæåñòè ó íèõ ñîâïàäàþò, ÷òî õàðàêòåð-
íî äëÿ àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê èçîáðàæåíèÿì B 0(x,y) è
B (x,y), êîòîðûå ñâÿçàíû òîëüêî àôôèííûì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì. Íîðìàëèçàöèþ àôôèííîãî èñêàæåíèÿ
ìîæíî îñóùåñòâèòü ëþáûì èçâåñòíûì ìåòîäîì [2].

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà b13=b23=0, ò.å. êîãäà
èçîáðàæåíèÿ íåñìåùåííûå. Ïðè ýòîì èç óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî b33 0.
Òàêèì îáðàçîì, âõîäíîå è ýòàëîííîå èçîáðàæåíèÿ
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:
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Ïîñêîëüêó ïåðñïåêòèâà âñåãäà âëèÿåò íà çíà÷åíèå
öåíòðà òÿæåñòè èçîáðàæåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè-
çíàê íåñìåùåííîñòè öåíòðà òÿæåñòè ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ïðèçíàê îòñóòñòâèÿ ïåðñïåêòèâíî-
ãî èñêàæåíèÿ íà èçîáðàæåíèè.

Âûäåëèì èç ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ öåíòðî-
àôôèííîå, èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó íîðìàëèçàöèè
ñëåäÿùåãî òèïà [2].

Äëÿ íîðìàëèçàöèè âîçäåéñòâóåì íà âõîäíîå èçîá-
ðàæåíèå ïðåîáðàçîâàíèåì Py(n+ n) ñ íåêîòîðûì
øàãîì n è äîáèâàåìñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ
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òåì ñàìûì êîìïåíñèðóÿ ïåðñïåêòèâó âäîëü îñè
îðäèíàò. Òåïåðü, âîçäåéñòâóÿ íà âõîäíîå èçîáðàæå-
íèå ïðåîáðàçîâàíèåì Px(m+ m) ñ íåêîòîðûì øà-
ãîì m, äîáèâàåìñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ
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,

òåì ñàìûì êîìïåíñèðóÿ ïåðñïåêòèâó âäîëü îñè
àáñöèññû. Îñòàåòñÿ òîëüêî íîðìàëèçîâàòü èñêàæå-
íèå, âíåñåííîå àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåñìåùåííûõ èçîáðàæåíèé
ïðîöåäóðà íîðìàëèçàöèè îêàçûâàåòñÿ áîëåå ïðî-
ñòîé, áåç ïåðåõîäà ê ïðîìåæóòî÷íûì èçîáðàæåíèÿì.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò âîçìîæíîñòü
ðàçëîæåíèÿ ãðóïïû ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà
áîëåå ïðîñòûå ñîñòàâíûå. Ïðè ýòîì äëÿ èçîáðàæåíèé,
ïîäâåðæåííûõ âëèÿíèþ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà Ï2,
ïðîöåäóðà íîðìàëèçàöèè îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîé.
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