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П остановка задачи
П лоскопараллельны й слой оптически активного вещ ества является 

наиболее простой моделью квантовы х генераторов и усилителей и может 
быть использован для предварительного анализа работы таких устройств. 
Здесь мы рассмотрим зависимость условий самовозбуж дения, энергетиче­
ских характеристик излучения от геометрической формы решеток при 
различны х способах нанесения их на торцы слоя. Будем полагать , что 
на плоскопараллельны й слой толщины а с произвольным показателем  
преломления /V =  А'0 +  iN"  идеально проводящ ие реш етки наносятся сле­
дующими способами: а) слой с реш еткой на одной из стенок, б) слой 
с решеткой на одной и идеальным зеркалом  — на другой. К ак понятно 
из простых физических соображ ений, последняя модель такж е эквива­
лентна плоскопараллельном у слою удвоенной толщ ины, на стенки ко то ­
рого нанесены, одна над другой, идентичные ленточные реш етки.

К онф игурация ленточных реш еток, нанесенных на стенки слоя, 
показана на рис. I. Здесь введены следую щ ие обозначения: I— период 
реш етки, d ' —  ш ирина узкой ленты, d  — расстояние между ш ирокими 
лентами.

Будем исследовать такое излучение, у которого вектор Е  параллелен
образующ им лент (т. е. Е  || ОХ).  Н езависимо от способа нанесения ре­
ш еток, возникш ее за счет индуцированного излучения, электром агнитное 
поле будет периодично с периодом / как  внутри, так  и вне слоя. Следо­
вательно, его удобно представить в виде ряда Ф урье. Значения неизвест­
ных коэффициентов Ф урье в каж дом случае мы определим путем оты ска­
ния такого решения уравнений М аксвелла, которое подчиняется на торцах 
слоя точным граничным условиям: тангенциальная составляю щ ая электри­
ческого поля на лентах реш етки обращ ается в нуль, а на щ елях  танген­
ци альн ая составляю щ ая электромагнитного поля непрерывна.

Д л я  удобства рассмотрения разобьем все пространство на три области:
I обл .— г >  0 ; II об л . а <  z <  0 ; Щ  о б л .— z < — а. В нутри слоя (II обл.)
электром агнитное поле представляет собой суперпозицию  плоских волн, 
распространяю щ ихся от одного торца слоя к другому. В I и I I I  областях 
сущ ествую т уходящ ие от слоя волны, за исключением случая б). В по­
следнем случае в III  область электром агнитное поле не проникает.

Таким образом, излучаемое слоем электром агнитное поле можно за­
писать в следующем виде:
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где & =  — , Ап, В п, Сп, О п — неизвестные коэффициенты Ф урье, а вели­
чины

(2)

находятся из подчинения ( 1) волновому уравнению .
Д ля III области в случае б) О п =  0, множ итель е г ш  в (1) и дальш е 
подразумевается. В ектор Н  для каж дой из областей определяется через 
Е  из уравнений М аксвелла:

ос /у 1
Гг "Т л п ік*7 '2ял
Н і — у 1  А п~к е е '  - 1  V

Я — . —  М

Л» «о»« К-
Я н  = 7  ( - Д ле - ,А«г +  С У ','1 (г+а,) Т ^ " ' : г - ^  2  ( Я ,е - 'Л"г +

Я = — “  П —  — “

+  Спе‘кп ^ ]) ± е !2кп Т  (3)

Я „ , = 7  2  ( _ 1) д е- ^ <г+а^ е'2" т _ й  5

где I, у, & — орты прямоугольной системы координат, * ~  ~ .+ Л

Условия самовозбуж дения

1. Рассмотрим более подробно излучение слоем, показанны м на рис. 1а. 
Подчиним электромагнитное поле вы раж ений (1), (3) точным граничным 
условиям на одном периоде структуры :

2 =  0 Е и =  Е щ  =  0 (на лентах) )
Е и =  Е ш \ Н и =  Н ш  (на щ елях)} >

2 =  — а Ей/ — Е п и  =  0 (на лентах) )
Е ш  — Ещ/', Н щ  =  Н и и  (на щ елях)}’

В случае, когда (л =  1, после подстановки уравнений (1) и (3) в (4) 
и (5) получим

(6) 

(7)

А п =  В п +  СпеіНпа\ О п — В пе‘нпа +  Сп\ О п К  =  кпВпеіНпа — Сп\

II в"[1 +  $ У ^ )е,'2Нпае‘2*п~  = 0’ Ы<т;т<1?1<т»

И Я. (й„ + К)
Я = —  оо

Если обозначить

Й*я -± д'
е ' =  0 ; т  <  |у / |  < т . (8)

X . =  « в , ( і +  г х и « * # - )  -  п . .

«■-т^+Ч'ЧЬчГН!
т - 2г-У- 0 -  514. в '  дмГ* • « -  ** — —

2 ’ / * Г  ’ 2-  ~  X

Г (9)
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и ввести параметр
Х„ =  1 -f- iG„ 1

2к \ п  |

■' 1 '■

(п Ф 0), ( 10)

который при п -*• оз убы вает как  0 ( 4 - 1 ,  то система уравнений (7) — (8)\П У '
примет вид, аналогичны й системе, рассмотренной в работе [ 1]:

V  Х пе‘п? =  0; |< р |< 0 ' ;  б <  | 9 1 <  тс, (11)
п+О

V  X , — е*"* =  и а оЧ +  V  0' <  1 9 1 <  0 , (12)
пф0 пф С

£ т  =  - « . -  о 3»
пф  О

В оспользовавш ись полученными в работе [1] результатам и , запиш ем 
сразу решение системы уравнений (11) — (13), которое имеет вид одно­
родной бесконечной системы линейных алгебраических уравнений относи­
тельно неизвестных С ь С2, а 0, Хф- 

«
**О0У?ао -I- V  X А  [У" +  V ;" ]  +  2 (С2Я 0 +  С ^ _ г) =  О

П= 1

п С 0У°та 8 +  V  ХпХп IV" +  У „Г] -  Х т  +  2 (С2Я т  +  С ^ _ , )  =  О 

№ У ? „  +  1) а 0 +  V  Х Л п  [Ум +  У м  1 +  2 (С ,Я М +  С ^ 1>) =  О
П= I

(ы О К >  +  1) а 0 +  V  х д „  [Г £ , +  +  2 (СаЙ м  +  С ^ Й '1) =  О
Я=]

(14)

Коэффициенты У ", У "]; Ё1Ц подсчиты ваю т­
ся в работе [1].

Условие сущ ествования нетривиального реш ения системы уравнений 
(14) (равенство нулю ее определителя) и является  условием сам овозбуж ­
дения слоя, показанного на рис. 1а. Т ак как  для  (14) пригоден метод 
редукции, то в наиболее простом случае можем ограничиться требованием 
7-1 =  7-2 =  • • • =  0. Тогда условие самовозбуж дения будет иметь вид

ixAG0 +  D =  0, ‘(15)
где

(16)

Д л я  удобства последую щ их вы кладок запиш ем (15) в следую щ ей 
форме:

Д[.[ n(l) 
XV!°] У&1 R{a] n(D

[el 1
д = nil)

w'm , D  = Ija , n(D  A. [□] 1
Я -1 у » Яо K-l 0

У 'У г .+  t2
е - 2 N"Ka =  1; 2k N 0a  +  т  =  2%щ s = l ,  2 . . . (1 7 )

N —  1 . ,
где », —, =  V г ea \ tgo  = 2А„ЛГ

N +  1
2D

х(Д ' +  1) Д

N 2 — 1 +  (IV")*

=  t e ~ H  lgBl N"

А 'о  +  1 ’

7 =  arc tg  —r= - f  a rc tg  t 4- 7 (7 — м алая поправка).
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2. Займемся теперь условиями излучения для слоя, показанного на 
рис. 16. Граничные условия для полей (1), (3) в этом случае имею т 
следую щий вид:

2 =  0 Е н  — Е,и - 0 (на лентах) 1
Е и =  Е ш  Н и =  Н ш  (на щ ел ях )} . (18)

2 =  — а Е\и — 0 (на всем периоде) )

П одставив (1) и (3) в (18), получим связь меж ду коэффициентами 
Фурье:

А п =  В п +  В п =  —  Спе‘нп« (19)

и систему уравнений относительно Вп:

Д  М і - * “ «-) Л ' 1^  =  о ; \ y \ c j - - ,  і < \ д \  < { >  (20)

V Вп{ К ( 1 - е ™ п “) +  Н п ( \  + е ^ ) е ,2г ^  0; ^ < \ у  [ < - § .  (21)
г с = —  оо

Если обозначить

= р„п =  В* (1 — =  1{/гА +  К  | ;

г і п = 1 + і д п ~ п 1( п ф 0 ) ;  ср =  2тг ; 0 =  ^ ;  0' =  ^ ,

то после некоторых преобразований уравнениям (20) и (21) можно придать 
вид

I  У„е'п* =  о, | <р | <  0';  0 <  | <р | <  тс, (22)

V  у п ш  „««, =  г ^  +  2  У„ ^ » 9 ,  0 ' <  І ф I <  0, (23)
л =̂0 л «=£0 п

Е ( - | ) ^  =  - Р « ;  £ ^  =  - Р «  (24)п=£ 0 Л Я

7  Р а д і о т е х н і к а ,  вып . I
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Систему уравнений (22) — (24) можно реш ить по аналогии с (11) —
(13). Реш ение ее такж е будет иметь вид однородной бесконечной сис­
темы линейных алгебраических уравнений относительно неизвестны х $0, 
У„, С | и С2:

« г Л  -г X  УпЦп [V о 'I' У о1 4~ 2 (с2/?(, 4- с1/?_ 1) =  О 
«=1 ; 

т
( т  =  1 , 2 . . . )  У пЦп [V » +  У т \ —  У т  +  2  ( С г ^ т + С г ^ т —О ^ О ;

Л*= 1

(У*ёоУ:«] +  I) % +  1  У пЧя [Кщ +  "г 2 (сг/?[в] +  <^#*1]) =  О; (25)
Л= 1

+  1) Ро +  У  У„ця [№£, +  Г|7Г1 +  2 (с2Р м  +  с М Ь  =  0 .
«=1

Величины У'т, Я т, У^ь Рт> Р  °1 # 'м  такие же, как  и в
системе уравнений (14). Система линейных алгебраических уравнений (25) 
допускает получение решения методом редукции, поэтому в наиболее 
простом случае условие самовозбуж дения имеет вид

1^ 0Д -4 - 0  =  0 , (26)

где В  и Д совпадаю т с (16). П осле просты х преобразований условию  (26) 
мож но придать вид, аналогичны й (17);

=  1; 2 k N 0a  4 - 7 =  2 k s . (27)

Величины г, I. 7 имеют вид (17).
К ак видно, в условия самовозбуж дения (17) и (27) входят величины 

D  и А, зависящ ие от конфигурации реш етки, находящ ейся на стенках 
слоя. С ледовательно, изменение геометрических размеров реш етки повле­
чет за собой изменение условий генерации и несомненно скаж ется  на 
энергетических характери сти ках  излучения — потоке мощ ности внутри 
слоя и плотности электром агнитной энергии.

Энергетические характеристики излучения

Д л я  рассм атриваем ого нами частного случая дли нноволнового при­
ближ ения х -^т г-  в вы раж ениях для электром агнитного поля следуетА'о
ограничиться только  гарм оникам и с индексом п  =  0. В этом случае поток
мощ ности Р  электром агнитного  излучения, плотность электрической I „, 
м агнитной U M энергии имеет следую щ ий вид:

а) р а — — k j ^ U a0 ]sh k \ z  +  a (1 -  ] +  Ca sin [ (2«  -  7)  ( i  +  l )  + S „  |):

(28)

( /* =  -  С2а) | с ь ф  +  f l ( l  - j j n Q ]  +  cos [ (2 rs  — 7) ( £ . - H ) + 8e] j ,  (29)

t / « =  y t / o ( l  +  C2) | ch A z + a ( l  —  j — cos j (2 rS — 7) 4 1) 4 Л  ) , (30)

6 ) P 6 =  - k ~ U l \ s h k  - \ - \ : \ г У Р ,  j+Сб sin  I ( 2 «  -  7) 1  ( i  +  l)]} , (31)
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Ul =  - I  U60 (1 -  C5)jc h  k  U -  +  1 )ln  V R *  

U l  =  ± U l ( \  + C o ) |c h

+  cos

k [ ^ + l ) \ n V R 6 - cos

(2 'S  — f) 2 \ a +  1

(2tis T) у  ( ~  +  1 )

, (32) 

. (33)

Здесь мы воспользовались условиями излучения (17) и (27) в виде
I

где

а) К а  =  In R a ’, б )  7(a = — 1п/?б,

. +  Р  ’
X 1п

^  =  ’ '*15
* jn
4пЛ'11и '

(34)

(35)

(36)

Д л я  оты скания величин (7® следует привлечь нелинейную  теорию 
оптических свойств плоскопараллельны х слоев, согласно которой отрица­
тельный коэффициент поглощ е­
ния К  зависит от плотности дет  I 
энергии внутри слоя и  следую - ,
щим образом: 

К  = /С0
1 + at/ ’ (37)

где а — параметр нелинейности; 
К 0 — коэффициент поглощ ения 
данного вещ ества при <7 — 0. 
У средняя и  =  и э +  &ш по г с 
учетом (34), получим

К „а—  1п /? У г /?

2 ^ Т 7  ; (38)

V  Rc. (39)

V I  =

/ / £ - / } £ 
гэ ~ /  fa  + f  j

О
,  б /<о2а — In

о -  а(/г 1) Рис. 2.

/7,/  з

П оскольку  обычно —- <К 1. 3. Ко, Re  — 1 , ТО С,1 , Сб <  1, поэтому с боль­

шой степенью точности можно записать

A  =  - k § - u i s h \ k

U a — U l +  U м == U a0 ch I k г  -f- а  1 1 __

I
I

111 r
In

P 6 =  - k ± U %  sh

{/« =  !/? +  1/2 =  г/o ch fe ( - J -+  ф п Т / Д б

(40)

(41)

Н а рис. 2 приведена зависим ость частоты  сам овозбуж дения к от пара­
метров, характеризую щ и х геометрические размеры  реш етки U =  cos 6; 
V =  c o s 6', электродинам ические свойства оптически активн ого  вещ ества 
jV0 и N ", относительную  толщ ину слоя.

Заметим, что условия самовозбуж дения (15) и (26) совпадаю т с усло­
вием равенства нулю  определителя неоднородной системы уравнений, 
аналогичной (14), полученной в работе [2] при определении диф ракцион­
ного спектра электром агнитного поля, нормально падаю щ его на реш етку
у*
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с прилегаю щим диэлектрическим  слоем конечной толщ ины . Это есте­
ственно, так  как  бесконечно больш ому коэффициенту прохож дения соот­
ветствует переход оптически активного слоя от режима усиления к режиму 
генерации (сам овозбуж дения).

В заклю чение автор вы раж ает глубокую  благодарность проф. В. П . Ше- 
стопалову за ценные указан и я , использованны е в настоящ ей работе.
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