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Orthogonal and correlation properties of the complex binary sequences 
that are based on Legendre sequences, providing large ensembles and acceptable 
correlation properties, and Walsh sequences that provide orthogonal properties 
were analyzed. 

 
При створенні сучасних комунікаційних систем важливим є вибір 

математичних алгоритмів, що породжують великий ансамбль 
псевдовипадкових послідовностей (ПВП). Формовані ПВП повинні мати 
потрібні статистичні та спектральні властивості, а також хороші авто- та 
взаємокореляційні функції. Особливі вимоги пред'являються відносно 
великого об'єму ансамблю ортогональних ПВП, що необхідно для 
одночасної та стійкої роботи багатьох користувачів в загальній 
просторовій зоні.  

Номенклатура довжин М-послідовностей порівняно невелика: 
𝐿 = 2𝑛 − 1, де 𝑛 – будь-яке ціле число, що в певних ситуаціях може 
обмежити діапазон можливостей їх застосування. З цієї та ряду інших 
причин становить інтерес формування послідовностей, які не 
поступаються за своїми характеристиками перерахованим кодами, але 
мають більший набір довжин.  

Значний інтерес в цьому плані представляють послідовності 
Лежандра, довжини яких 𝐿 = 4𝑚 + 3, де 𝑚 – натуральне число. Це 
дозволяє в порівнянні з М-послідовностями істотно розширити набір 
довжин ПВП, що одержують на їх основі.  

У ряді робіт останнього часу запропонований новий клас 
псевдовипадкових сигналів – складені псевдовипадкові послідовності 
(СПВП). Такі послідовності утворюють, комбінуючи різні початкові 
компоненти. Підбирають компоненти так, щоб отримані системи 
складених сигналів мали кращі властивості, чим початкові.  

Для систем зв’язку представляють інтерес дослідження кореляційних 
функцій складених послідовностей при певних обмеженнях на 
використовувані компоненти. Таких умов три: 1) забезпечення низького 
рівня бічних піків АКФ; 2) забезпечення низького рівня піків ВКФ; 3) 
забезпечення ортогональних властивостей. 

Ортогональні властивості мають послідовності, що формуються за 
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допомогою матриць Адамара – послідовності Уолша. Проте вибрані 
послідовності, разом з ортогональними властивостями і достатнім об'ємом 
ансамблів, мають істотний недолік – неприйнятні кореляційні властивості. 
Очевидно, що для отримання СПВП на основі носійних послідовностей 
Уолша потрібний вибір формувальних компонент, які мають прийнятні 
кореляційні властивості. 

У пакеті Mathcad було розраховано нормовані автокореляційні 
функції первісної послідовності Лежандра 𝑠0 {1, 1, 1, 1, 1, -1, 1, -1, 1, 1, -1, -
1, 1, 1, -1, -1, 1, -1, 1, -1, -1, -1, -1} довжиною 23 символи та 22-х 
послідовностей �𝑠1,  𝑠2,  … ,  𝑠22�, отриманих циклічним зсувом вліво 
відповідно на 1,  2,  … ,  22 позиції. Умові «оптимальних кореляційних 
властивостей» (тобто не гірших, ніж у М-послідовностей) відповідають 11 
послідовностей 𝑠0, 𝑠3, 𝑠4, 𝑠5, 𝑠6, 𝑠7, 𝑠16 , 𝑠17, 𝑠18, 𝑠19, 𝑠22, у яких максимальний 
боковий пік АКФ 0.13 ≤ 𝑅𝑚𝑎𝑥 ≤ 0.174. 

Далі було розраховано АКФ СПВП довжиною 𝐿 = 8 ⋅ 23 = 184, де в 
якості носійної послідовності було використано послідовність Уолша 
восьмого порядку 𝑤𝑎𝑙1 {1,-1,1,-1,1,-1,1,-1}, а формувальною компонентою 
виступила послідовність Лежандра 𝑠0. АКФ СПВП має періодичний 
характер, а бічні пелюстки досягають 90 % основного. 

Для того, щоб усунути періодичну структуру АКФ СПВП, слід 
використати вісім формуючих послідовностей Лежандра, тобто для 
кожного з сегментів послідовності Уолша слід виконати операцію 
додавання по модулю два зі своєю формуючою послідовністю: 

𝑆𝑒𝑞 = 𝑤𝑎𝑙1⨂𝑠𝑗;    𝑘 = 1, 2, … 8;    𝑗 = 1, 2, … 23.               (1) 
Згідно наведеним вище результатам розрахунків існує 11 

послідовностей Лежандра довжиною 𝐿 = 23, максимальний рівень бічної 
пелюстки АКФ котрих менше рівня 𝑅𝑚𝑎𝑥 = 1.2/√23 ≈ 0.25. В якості 
формуючих було обрано вісім з них, що мають найменший середній рівень 
𝑅𝐶𝑃 бічних пелюсток: 𝑠4, 𝑠5, 𝑠6, 𝑠7, 𝑠16 , 𝑠17, 𝑠18, 𝑠19. 

Результати розрахунків взаємних кореляційних функцій дослідних 
послідовностей наступні: максимально корельованими є пари 
послідовностей виду �𝑠𝑚,  𝑠𝑚+1�, а мінімальний рівень бічних пелюсток 
ВКФ мають пари, до яких входять послідовності s4,  s5,  s6,  s7. Отже, черга 
слідування функцій Лежандра у алгоритмі (1) має бути однією з 
наступних: 

6→18→4→16→7→19→5→17; 
6→17→4→19→7→16→5→18; 
5→18→7→ 16→4→19→6→17; 
5→17→7→19→4→16→6→18. 

Для перевірки кореляційних властивостей усього ансамблю СПВП 
було сформовано 32 послідовності. Максимальне значення бічної 
пелюстки нормованих АКФ ансамблю СПВП лежить в діапазоні [0.096−
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0.109], середнє значення максимального піку складає 0.102. Середнє 
значення рівня бічних пелюсток нормованих лежить в діапазоні [0.05 −
0.063]. Це свідчить про прийнятні, але гірші за М-послідовності 
властивості автокореляційної функції (𝑅𝑚𝑎𝑥 = 1.2/√184 ≈ 0.088 та 
𝑅𝐶𝑃 = 0.32/√184 ≈ 0.26).  

Відповідно до формул комбінаторики кількість двійкових сполучень 
для ансамблю з 32-х ПСВП (кількість взаємних кореляційних функцій) 
дорівнює 496. Зменшити об’єми розрахунків і провести аналіз 
властивостей ВКФ дослідного ансамблю можна наступним чином: по-
перше, зафіксувати носійну послідовність та дослідити ВКФ між чотирма 
ПСВП – 6 функцій; по-друге, зафіксувати один з чотирьох порядків 
слідування формуючих функцій та дослідити ВКФ між вісьмома СПВП – 
28 функцій.  

Результати розрахунків: максимальні значення піків ВКФ лежать в 
діапазоні [0.188− 0.228], а середнє значення максимальних піків ВКФ 
дорівнює 0.210, що майже в два рази менше граничного значення для М-
послідовностей 5/√184 ≈ 0.370. При цьому середнє значення піків ВКФ 
сформованого ансамблю СПСП дорівнює 0.087, що майже в два рази 
більше граничного значення 0.54/√184 ≈ 0.04.  

Також слід зазначити, що сформований ансамбль СПВП повністю 
ортогональний – всі 28 проаналізованих ВКФ мали нульове значення для 
нульового зсуву. 

Таким чином, складені псевдовипадкові послідовності на основі 
послідовностей Уолша і послідовностей Лежандра мають певні переваги в 
порівнянні з М-послідовностями, оскільки дозволяють забезпечити 
прийнятні, як кореляційні, так і ортогональні властивості за умови 
набагато ширшої номенклатури довжин послідовностей. 
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