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ВОЗБУЖДЕНИЕ НЕЗАМКНУТОЙ КОНИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЫ  

ИМПУЛЬСНЫМ РАДИАЛЬНЫМ ИСТОЧНИКОМ

В работе впервые получено строгое решение задачи возбуждения импульсным точечным 
источником полубесконечного идеально проводящего конуса с периодически прорезанными 
вдоль образующих щелями. Интерес к исследованию таких задач вызван тем, что рассматри­
ваемая коническая поверхность является моделью конической щелевой антенны, способной 
формировать импульсные электромагнитные поля и концентрировать их энергию. Для ре­
шения нестационарных электродинамических граничных задач используются, в частности, 
преобразование Лапласа по временному параметру [1,2], а также численный БТВ метод [3]. 
Применение первого зачастую сопряжено с трудностями обращения, а второй позволяет по­
лучить только численные результаты, чего недостаточно для изучения сложных переходных 
процессов. Авторам работы [4] удалось построить функцию Грина для первой краевой зада­
чи волнового уравнения в случае замкнутого (сплошного) конуса путем использования пре­
образования Лапласа и обращения функции Грина для уравнения Гельмгольца. В [5] пред­
ложен подход для нахождения функции Грина нестационарной задачи с граничным услови­
ем Дирихле на полубесконечной конической поверхности с периодически прорезанными 
вдоль образующих щелями. Целью настоящей работы является решение задачи возбуждения 
импульсным радиальным магнитным диполем конической структуры с периодическими 
продольными щелями.

Постановка и решение задачи

Полубесконечный идеально проводящий круговой конус X с углом раскрыва 2у и 

периодически прорезанными вдоль образующих N  щелями во введенной сферической 
системе координат г,#,<р с началом в вер­

шине конуса задается уравнением В — у .

Период конической структуры I -  2тс/Ы и 

ширина щелей -  угловые величины (вели­
чины двугранных углов, которые образова­
ны пересечением плоскостей, проведенных 
через ось конуса и ребра соседних кониче­
ских лент). Среда, в которую помещен ко­
нус, считается однородной, изотропной и 
непроводящей с диэлектрической Е и маг­
нитной /г проницаемостями.

Рис. 1
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В качестве источника возбуждения рассмотрим магнитный радиальный диполь, распо­
ложенный в точке г  = г0, с моментом

м ( г а ) - м  ё г8 ( г -  г0Щ  

где |е,| = 1, а ^(г) - функция Хевисайда, Такому источнику отвечает импульсная плотность
тока

З ” $>*)*? ^ М ( г ^ )  = м -е г8(г  - г 6) ~ 5 ( / . - г 0 ). (1)
<я <и

Искомое электромагнитное поле Ё (гл )  и Я  (г , г) удовлетворяет [1-3]:
1) системе уравнений Максвелла вне конуса Ъ и источника;
2) граничному условию на конических лентах

(й х £ ) 8 = 0 ,  (2)

где п - единичный вектор внешней нормали к поверхности конуса;
3) условию на бесконечности в пространстве;
4) условию причинности

Е  = 0 = Я  при / < г0. (3)

Представим поле Е к Н  в виде
£  = Я0 + Ё р , Й  = Н а + Н р, (4)

где Ё0 , Я 0 - поле источника, а , Я  соответствует полю, обусловленному присутствием 

конуса. Для удобства решения граничной задачи введем магнитный потенциал Дебая 
через который составляющие электромагнитного поля выражаются по формулам [б]:

V
ы .

17 /л d 2v _  1 Э2 / X
û ~ • Q л л* * û л л q v * *   ̂ ^sin & depot г or au

3 2v rr 1 Э2 , л
d w t  r smuàro(p

Неизвестный потенциал г(г, і) удовлетворяет:
1) однородному волновому уравнению

Л 1 ô ' v л -  À V - — — = 0, с =
с 2 & 2 4 ^ '

всюду вне конуса 2  и источника;
2) граничному условию Неймана

——12 = 0 
дп

в соответствии с (2) и (5);
3) условию на бесконечности в пространстве;
4) условию, соответствующему принципу причинности (3)

у ( т д ) в 0 = ду(гД) при [ < (^
СЯ

Согласно (4) записываем у(г,() в виде

( г л ) = у0{гЛ )+ ур{г >і ) ’V
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где
/ -  Л  М  ô ( f - R / c )  . п / ,  „  „  I -  - I

V0{ r , t ) = - — ~ N- p - Ч\Т -  R /c), т = t - t 0, Л = | г - г 0 ,

соответствует полю источника Ê0(r,t) ,  H 0(r,t)  с плотностью тока (1), vp(r,t) - полю 

E p(r ,t) ,  H р(г ,t). Используя преобразование Лапласа по временному параметру

Я

сведем решение нестационарной задачи 1) - 4) к нахождению магнитного потенциала Дебая 
г ^ ( г )  стационарной задачи, который удовлетворяет однородному уравнению Гельмгольца

ДуЮ -  = о

вне конуса и источника (q  = я /с ) ,  граничному условию на лентах, условию на бесконечности 
в форме принципа предельного поглощения, условию ограниченности энергии. Эти условия 
обеспечивают единственность решения нестационарной задачи [1,3]. Структура г (л)(г) такая, 
как и у потенциала г (гд ) (6):

M (r) = vW +«M »
-s'o 0-4RМе~ " еv y ,  v y  = (7)

/лг() 4 яй
Одним из эффективных средств для решения граничных задач с конической геометрией яв­
ляется интегральные преобразования Коиторовича-Лебедева относительно радиальной коор­
динаты [7,8]

О
4-00

Г

g(r ) = A  J Tshm ê (т ) K,—ß r— d X
71 І  sjr

(8)

(9)

где К 1г(г) - функция Макдональда. Принимая во внимание представление для е ч'/АпИ в 

виде (9) [8], ищем г ^ ( г )  также в виде интеграла Конторовича-Лебедева (8), (9)

2 +“
,'>(?) = 4  Jxshn • ç ls) (т ) ^ 7 ^П J0 -\1 г

(10)

Г

= (C0S У ) • ( -  C0S ) • U mt (*, (P ) , У < *0 ,

м  .  - M  И Г  ^ , , Г(1/ 2 - т  + /т )
mr *ят ^  4/лг0 c h m  Г(і/2 + m + zt) ’

' ( ^ ф с й с у ,
r “ " (c o sö )

m,n+m„ »
— r i K c o s y )
c/y

F~l/2+ir(~ C 0 S g'(»+By)^, у < fl < 7Г,
n+m« ҐІ

- f r “ " - c o s r )  
dy '
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где r(z ) - гамма-функция, P™/2+lT(cos$) - присоединенная функция Лежандра первого ро­
да, m jN  -  m 0 + v , m0 - ближайшее целое число к m / N , -1 /2  < v  < 1 /2 . Неизвестные коэф­

фициенты х т п+пц (т) не зависят от параметра q , что упрощает процедуру обращения v(f ( r )  

(10) и нахождения потенциала Дебая нестационарной задачи va ( f , t ) .
Таким образом, решение задачи импульсного возбуждения свелось к решению стацио­

нарной и определению коэффициентов Фурье х„(т). Применяя процедуру обращения, пред­
ложенную в [4] для сплошного конуса, получаем

+«*>
v, ( ? >') = -  (r  + ) Р ) \  ̂ h m U',n (6,<p)P_,i2,:, ( 11)

U l M v h  2  J . f - " 2 . ,A o o s y )p -M ( - c OSÿ cp „ ( ÿ , ç ) ,m=-oo
'-2-2 2 2 

chb(f) = -  ~ Г ~ Г°
2rn

Использование граничного условия для V' (г) на лентах, непрерывности поля в щелях и 
метода задачи Римана-Гильберта для дуги единичной окружности [9] приводит к системе 
линейных алгебраических уравнений второго рода фредгольмовского типа (СЛАУ-2) для 
коэффициентов '̂""■’следующего вида:

л = 0,± 1,±2,..., (12)
р = -

м; (*)= + s ;  = {'■" = т ’,
к (-<А+р,

и
0,п Ф т; 

v V p(u),n = 0,

К - 1 ( 4 " *  0; '

в [ ’ ] = ~ — (1- е  )г (м), u = c o s  
Р

1 Р | 
N(n + v ) п ( і - 0 = И >

X

л-;,т ,)ч c h m  r ( l /2  + iT + ( « + v ) i V )  

;rs in 2 у Г(і/2 + i t  -  (n + v)N )  
1

x

1 i=о

\ [ рп~л { u ) - P n(u )] ,n  = 0,

\ Ц р -р- № ) рі+» 2 ;=0

Po(w) = 1» P i(w) = * P n (w) =  (Uh 2upn-1 (w)+  Рл-2 M я 2: 2 .
Для коэффициентов е р имеет место оценка

е р = 0 { N ~2 • (р + v ) ), A ( p + v ) » l .
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Требование выполнимости условия ограниченности энергии накладывает условие принад­
лежности коэффициентов х (пт°} гильбертову пространству / 2 со скалярным произведением

К |* Н
1+1и|

При любых параметрах задачи и их соотношениях матричный оператор системы (12) 
является вполне непрерывным, что делает возможным использование метода редукции для 
решения СЛАУ-2 [10]. В случае полупрозрачного конуса, когда число щелей велико и их 
ширина мала по сравнению с периодом, матричный оператор является сжимающим, что по­
зволяет применить для решения ( 12) метод последовательных приближений и получить ре­
шение исходной электродинамической задачи.

Результаты

В случае полупрозрачного конуса, который определяется существованием предела
1 . . 7td In sin —
N  21

W  = lim

решение СЛАУ-2 имеет вид (т 0 =  0,m =  N  -V  )

при N  —» +00 и d /l  —» 0 , (13)

4 ° ) = — - ~ -Г Т , 4 о) = — -, п ф о , 
2Ж + Ф ; т) " 2Ж + Ф "т)IX

фМ -  l .(l_£  ) ф =фМ| л^ IT \ 0 h  IT it  \ т=от
Учитывая поведение Р_р/2+п (cos $ ) ПРИ Р » 1  [11], получаем из (11) представление для

vp(r>t)
( г ,  t )  =  v ™ “ ( r , t ) + — ^ — — r i ( f  ~ { r  +  r0 ) / c )  £  ( -  1) V " ' (- } X

p 4 ' ' '' ' 2 mr0 p

X
'JrthTiT-Ф І т)

2W + Ф
( -  cos e 0 ( -  cos (сы,(? ) ) л , у < , 04>

где

V
стш ( r , t )  =  ~ — ?—  —  W r \ ( f  - ( г  +  г0 ) / с ) ^ ( -  \ ) те т{^ ч'п) X
р " 2 7ГГГ0 /а

X J-rf/iOT^m)P_T/2+̂  ( -  cos 0О )P"/2+/r ( -  cosÛ)Pml/2+IT (chb{f))dr , y < û  < 7t,

Wi h  ■ \ 7 “ (“ s у)(m) 1 (1/2 + iT -m )
/С/т Г(1/2 + (т + т )  _^_р_-№Д _ с08Г)

Аналогичное представление имеет место и для 0 < # < у  . Устремляя в (14) параметр 
заполнения из (13) к бесконечности, в пределе получаем решение задачи Неймана в слу­
чае сплошного конуса vД r,^ ) = V е™" (г,?) [4]. Из представления (14) заключаем, что потенци­
ал Дебая для рассеянного поля может быть представлен в виде суммы слагаемых, соответст­
вующих потенциалу для сплошного конуса V е™" ( г , ? )  и влиянию щелей. Если источник рас­

положен на оси конуса ( &0 = л ,т  = 0 ), то выражение в правой части (14) упрощается и тогда
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с M  
2nrr0 pi

W t i ( f - ( r +  r0 ) /£ )x

X xthnx
-ХпР-уг+i r ( -  C0SJ?)^ i/2+ir (chb(ï))dT , y <Û < n .2Ш + Ф /--іц+п\ V- //” - ’ < - (15)

Подставляя правые части (14), (15) в формулы (5), получаем выражения для составляющих 
электромагнитного поля, одна из которых ( Н {)р) имеет вид (# 0 = 7т,ф0 = 0 )

н Л т А = - ~ ^ Щ ( ї - ( г + г л)іх

х ] ж Т ф  'х * ' 1 ь к 'п" 'О 005#  1 Ь р-'іг' " ( скЬ(О Р *  - у < п  ■ <16)

Переходя в (16) к интегрированию по мнимой оси■(£ = г'т) и используя основную теорему о 
вычетах, приходим к представлению для Н й„ в виде ряда

н ер О = « п 2 у ■ Ч(т -  (г + ге )/с )х2пгг0 pi

]

dÇ

± Р
dY -угн‘

(cosy) diy Р-рЧ з(  cost?) - ^  Q_yÎH) (chb) , (17)

где £7-1/2+, (г) - функция Лежандра второго рода,

F f = costtC -T rsin2 у ■ W -j-P _ l/2+ç (cosy ) ~ P  1/2+f ( -c o s y ) ,

(18)

В соответствии с (17) спектр нестационарной задачи такой, как у стационарной [5] и оп­
ределяется корнями С уравнения (18). Структура рассеянного поля такова, что в его пред­

ставлении кроме слагаемых, отвечающих полю для сплошного конуса, присутствуют слагае­
мые, обусловленные наличием щелей.

При установившемся режиме ( т »  1) для Н вр можно ограничиться приближением,

воспользовавшись поведением функции й^/г+х(2) 5 ? >> 1Д Ш

Тогда
сМ

  s in2
(l/2 + у)Г(1/2 + к )  

Г(к) ~
X

X
dy 4/2« (cosy)

± F
d Ç ‘ c

,-3/2« _ -1/2«  £ _
Г0 ' , _n x - l /2 + Ç /■r -rn —— P_\nj_r (~ COS î? ) • J/2+к [l + o ( f - 2)], (19)

где к  -m in  Ç j , j  -  0,1,2,... и к  > 1/ 2 .

Из представления (19) видно, что магнитное поле вблизи вершины конуса имеет особен­
ность, как и в случае стационарной электродинамической задачи.
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В данной работе предложен подход для решения задачи возбуждения импульсным то­
чечным источником конической поверхности с периодическими продольными щелями. Он 
основан на сведении нестационарной задачи к стационарной с помощью преобразования 
Лапласа и последующим обращением. В случае полупрозрачного конуса получено аналити­
ческое решение задачи в виде интеграла и ряда. Для установившегося режима приведена 
асимптотика решения и проведен анализ спектра граничной задачи и структуры поля.
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