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�&�R�P�S�X�W�D�W�L�R�Q�D�O�� �,�Q�W�H�O�O�L�J�H�Q�F�H���� �'�D�W�D�� �6�F�L�H�Q�F�H���� �'�D�W�D�� �6�W�U�H�D�P�V���� �%�L�J�� �'�D�W�D���� �(�Y�R�O�Y�L�Q�J��

�6�\�V�W�H�P�V����

�7�R���D�F�K�L�H�Y�H���W�K�H���J�R�D�O���R�I���W�K�H��t�K�H�V�L�V�����L�W���L�V���Q�H�F�H�V�V�D�U�\���W�R���V�R�O�Y�H���W�K�H���I�R�O�O�R�Z�L�Q�J���W�D�V�N�V����

�������$�Q�D�O�\�]�H���D�S�S�U�R�D�F�K�H�V���D�Q�G���P�H�W�K�R�G�V���I�R�U���S�U�R�F�H�V�V�L�Q�J���G�D�W�D���V�W�U�H�D�P�V����

������ �'�H�Y�H�O�R�S�� �D�G�D�S�W�L�Y�H�� �P�H�W�K�R�G�V�� �I�R�U�� �I�X�]�]�\�� �F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J�� �R�I�� �G�D�W�D�� �V�W�U�H�D�P�V�� �X�Q�G�H�U��

�F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V���R�I���L�Q�W�H�U�V�H�F�W�L�Q�J���F�O�D�V�V�H�V���D�Q�G���D���S�U�L�R�U�L���X�Q�F�H�U�W�D�L�Q�W�\����

������ �'�H�Y�H�O�R�S�� �P�H�W�K�R�G�V�� �I�R�U�� �D�G�D�S�W�L�Y�H�� �I�X�]�]�\���F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J�� �R�I�� �G�D�W�D�� �Z�L�W�K�� �G�L�I�I�H�U�H�Q�W��

�G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q���G�H�Q�V�L�W�L�H�V����

������ �'�H�Y�H�O�R�S�� �H�Y�R�O�X�W�L�R�Q�D�U�\�� �R�S�W�L�P�L�]�D�W�L�R�Q�� �P�H�W�K�R�G�V�� �I�R�U�� �I�X�]�]�\�� �F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J�� �R�I�� �G�D�W�D��

�V�H�W�V����

�������'�H�Y�H�O�R�S���K�\�E�U�L�G���H�Y�R�O�X�W�L�R�Q�D�U�\���P�H�W�K�R�G�V���I�R�U���I�X�]�]�\���F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J���R�I���G�D�W�D���V�H�W�V����
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������ �,�P�S�O�H�P�H�Q�W�D�W�L�R�Q���� �W�H�V�W�L�Q�J�����D�Q�G�� �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O�� �Y�H�U�L�I�L�F�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�H�� �G�H�Y�H�O�R�S�H�G��

�P�H�W�K�R�G�V����

�7�K�H���R�E�M�H�F�W���R�I���U�H�V�H�D�U�F�K�����R�Q�O�L�Q�H���F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J���R�I���G�D�W�D���V�W�U�H�D�P�V���X�V�L�Q�J���H�Y�R�O�X�W�L�R�Q�D�U�\��

�V�H�O�I-�O�H�D�U�Q�L�Q�J����

�7�K�H���V�X�E�M�H�F�W���R�I���U�H�V�H�D�U�F�K�����D�G�D�S�W�L�Y�H���I�X�]�]�\���P�H�W�K�R�G�V���I�R�U���S�U�R�F�H�V�V�L�Q�J���G�L�V�W�R�U�W�H�G���G�D�W�D��

�V�W�U�H�D�P�V�� �R�Q�O�L�Q�H�� �X�Q�G�H�U�� �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V�� �R�I�� �D�� �S�U�L�R�U�L�� �D�Q�G�� �F�X�U�U�H�Q�W�� �X�Q�F�H�U�W�D�L�Q�W�\�� �X�V�L�Q�J��

�H�Y�R�O�X�W�L�R�Q�D�U�\���V�H�O�I-�O�H�D�U�Q�L�Q�J����

�7�K�H�� �U�H�V�X�O�W�V�� �R�I�� �W�K�H��t�K�H�V�L�V���D�U�H�� �E�D�V�H�G�� �R�Q�� �W�K�H�� �X�V�H�� �R�I�� �R�S�W�L�P�L�]�D�W�L�R�Q�� �W�K�H�R�U�\����

�S�U�R�E�D�E�L�O�L�W�\�� �W�K�H�R�U�\���� �U�D�Q�G�R�P�� �S�U�R�F�H�V�V�H�V���� �W�K�H�R�U�\�� �R�I�� �I�X�]�]�\�� �V�\�V�W�H�P�V���� �O�L�Q�H�D�U�� �D�O�J�H�E�U�D����

�P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O�� �D�Q�D�O�\�V�L�V���� �'�D�W�D�� �6�F�L�H�Q�F�H���� �P�D�F�K�L�Q�H�� �V�H�O�I-�O�H�D�U�Q�L�Q�J���� �D�Q�G���K�\�E�U�L�G��

�F�R�P�S�X�W�D�W�L�R�Q�D�O���L�Q�W�H�O�O�L�J�H�Q�F�H���V�\�V�W�H�P�V����

�7�K�H���I�R�O�O�R�Z�L�Q�J���V�F�L�H�Q�W�L�I�L�F���U�H�V�X�O�W�V���Z�H�U�H���R�E�W�D�L�Q�H�G���L�Q���W�K�H��t�K�H�V�L�V:��

������ �)�R�U�� �W�K�H�� �I�L�U�V�W�� �W�L�P�H���� �D�G�D�S�W�L�Y�H�� �S�U�R�E�D�E�L�O�L�V�W�L�F�����S�R�V�V�L�E�L�O�L�V�W�L�F���� �D�Q�G���F�U�H�G�L�E�L�O�L�V�W�L�F��

�P�H�W�K�R�G�V�� �I�R�U�� �I�X�]�]�\�� �F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J�� �R�I�� �G�L�V�W�R�U�W�H�G�� �G�D�W�D�� �V�W�U�H�D�P�V�� �D�U�H�� �S�U�R�S�R�V�H�G���� �Z�K�L�F�K�� �D�U�H��

�L�Q�W�H�Q�G�H�G�� �I�R�U�� �V�R�O�Y�L�Q�J�� �'�D�W�D�� �6�W�U�H�D�P�� �0�L�Q�L�Q�J�� �D�Q�G�� �%�L�J�� �'�D�W�D�� �0�L�Q�L�Q�J�� �S�U�R�E�O�H�P�V���� �Z�K�L�F�K��

�D�O�O�R�Z�� �S�U�R�F�H�V�V�L�Q�J�� �D�� �S�U�L�R�U�L�� �X�Q�N�Q�R�Z�Q�� �D�P�R�X�Q�W�� �R�I�� �G�D�W�D�� �V�H�T�X�H�Q�W�L�D�O�O�\���� �R�E�V�H�U�Y�D�W�L�R�Q�� �E�\��

�R�E�V�H�U�Y�D�W�L�R�Q���D�V���W�K�H�\���D�U�U�L�Y�H���R�Q�O�L�Q�H����

�������)�R�U���W�K�H���I�L�U�V�W���W�L�P�H�����D�Q���R�Q�O�L�Q�H���I�X�]�]�\���F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J���P�H�W�K�R�G���Z�D�V���S�U�R�S�R�V�H�G�����E�D�V�H�G��

�R�Q���W�K�H���L�G�H�D�V���R�I���D�Q�D�O�\�]�L�Q�J���G�D�W�D���G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q���G�H�Q�V�L�W�L�H�V�����W�K�H�L�U���S�H�D�N�V�����D�Q�G���D���F�U�H�G�L�E�L�O�L�V�W�L�F��

�I�X�]�]�\���D�S�S�U�R�D�F�K�����Z�K�L�F�K���D�O�O�R�Z�V���I�R�U���L�P�S�U�R�Y�H�P�H�Q�W���L�Q���W�K�H���T�X�D�O�L�W�\���R�I���G�D�W�D���F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J���Z�L�W�K��

�D�U�E�L�W�U�D�U�\���D���S�U�L�R�U�L���X�Q�N�Q�R�Z�Q���G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q���G�H�Q�V�L�W�L�H�V����

�������)�R�U���W�K�H���I�L�U�V�W���W�L�P�H�����D���P�H�W�K�R�G���R�I���I�D�V�W���I�X�]�]�\���G�D�W�D���F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J���X�V�L�Q�J���D�Q�D�O�\�V�L�V���R�I��

�G�D�W�D�� �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�� �G�H�Q�V�L�W�\�� �S�H�D�N�V�� �E�D�V�H�G�� �R�Q�� �D�� �F�U�H�G�L�E�L�O�L�V�W�L�F���D�S�S�U�R�D�F�K���Z�D�V�� �S�U�R�S�R�V�H�G����

�Z�K�L�F�K�� �D�O�O�R�Z�V�� �W�K�H�� �V�R�O�Y�L�Q�J�� �R�I�� �D�� �Z�L�G�H�� �F�O�D�V�V�� �R�I�� �'�D�W�D�� �6�W�U�H�D�P�� �0�L�Q�L�Q�J�� �D�Q�G�� �%�L�J�� �'�D�W�D��

�0�L�Q�L�Q�J���S�U�R�E�O�H�P�V���L�Q���V�L�W�X�D�W�L�R�Q�V���Z�K�H�U�H���W�K�H���G�D�W�D���L�V���F�R�Q�W�D�P�L�Q�D�W�H�G���Z�L�W�K���Q�R�L�V�H����

�������)�R�U���W�K�H���I�L�U�V�W���W�L�P�H�����I�D�V�W���P�H�W�K�R�G�V���R�I���I�X�]�]�\���F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J���R�I���G�D�W�D���R�I���D�U�E�L�W�U�D�U�\���Q�D�W�X�U�H��

�Z�L�W�K���D���S�U�L�R�U�L���X�Q�N�Q�R�Z�Q���G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V���Z�H�U�H���S�U�R�S�R�V�H�G�����Z�K�L�F�K���D�O�O�R�Z�H�G���W�R���L�P�S�U�R�Y�H���W�K�H��

�T�X�D�O�L�W�\�� �R�I�� �W�K�H�� �U�H�V�X�O�W�V�� �R�I�� �G�L�Y�L�G�L�Q�J�� �G�D�W�D�� �D�U�U�D�\�V�� �L�Q�W�R�� �F�O�D�V�V�H�V�� �X�Q�G�H�U�� �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V�� �R�I��

uncertainty.��
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�������)�R�U���W�K�H���I�L�U�V�W���W�L�P�H�����D���P�H�W�K�R�G���R�I���V�H�T�X�H�Q�W�L�D�O���S�R�V�V�L�E�L�O�L�V�W�L�F���I�X�]�]�\���F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J���R�I��

�G�D�W�D���Z�D�V���S�U�R�S�R�V�H�G�����Z�K�L�F�K���L�V���G�H�V�L�J�Q�H�G���W�R���Z�R�U�N���L�Q���R�Q�O�L�Q�H���P�R�G�H�����Z�K�L�F�K���D�O�O�R�Z�V���T�X�L�F�N�O�\��

�I�L�Q�G�L�Q�J���W�K�H���H�[�W�U�H�P�D�����F�H�Q�W�U�R�L�G�V�����R�I���F�O�X�V�W�H�U�V�����U�H�J�D�U�G�O�H�V�V���R�I���W�K�H���D�P�R�X�Q�W���R�I���G�D�W�D���U�H�F�H�L�Y�H�G��

�I�R�U���S�U�R�F�H�V�V�L�Q�J���L�Q���Y�H�F�W�R�U���R�U���P�D�W�U�L�[���I�R�U�P�V����

�������)�R�U���W�K�H���I�L�U�V�W���W�L�P�H�����D���P�H�W�K�R�G���R�I���I�X�]�]�\���F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J���R�I���G�D�W�D���D�U�U�D�\�V���E�D�V�H�G���R�Q���W�K�H��

�L�P�S�U�R�Y�H�G���H�Y�R�O�X�W�L�R�Q�D�U�\���D�O�J�R�U�L�W�K�P���R�I���W�K�H���J�U�D�\���Z�R�O�I�����Z�K�L�F�K���P�D�G�H���L�W���S�R�V�V�L�E�O�H���W�R���I�L�Q�G��

�J�O�R�E�D�O�� �H�[�W�U�H�P�D�� �R�I�� �R�E�M�H�F�W�L�Y�H�� �I�X�Q�F�W�L�R�Q�V�� �D�Q�G�� �U�H�G�X�F�H�� �W�K�H�� �W�L�P�H�� �I�R�U�� �W�K�H�L�U�� �V�H�D�U�F�K�� �Z�D�V��

�S�U�R�S�R�V�H�G����

�������)�R�U���W�K�H���I�L�U�V�W���W�L�P�H�����D���P�H�W�K�R�G���R�I���I�X�]�]�\���F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J���R�I���G�D�W�D���D�U�U�D�\�V���E�D�V�H�G���R�Q���W�K�H��

�F�R�P�E�L�Q�H�G�� �R�S�W�L�P�L�]�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �G�H�Q�V�L�W�\�� �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�� �I�X�Q�F�W�L�R�Q�V�� �D�Q�G�� �W�K�H�� �H�Y�R�O�X�W�L�R�Q�D�U�\��

�P�H�W�K�R�G���R�I���F�D�W���V�Z�D�U�P�V�����Z�K�L�F�K���P�D�G�H���L�W���S�R�V�V�L�E�O�H���W�R���D�Y�R�L�G���J�H�W�W�L�Q�J���V�W�X�F�N���L�Q���O�R�F�D�O���H�[�W�U�H�P�D��

�Z�D�V���S�U�R�S�R�V�H�G����

������ �)�R�U�� �W�K�H�� �I�L�U�V�W�� �W�L�P�H���� �H�I�I�H�F�W�L�Y�H�� �D�S�S�U�R�D�F�K�H�V�� �W�R�� �V�R�O�Y�L�Q�J�� �W�K�H�� �P�X�O�Wi-�H�[�W�U�H�P�H��

�S�U�R�E�O�H�P���R�I���F�U�H�G�L�E�L�O�L�V�W�L�F���I�X�]�]�\���F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J���E�D�V�H�G���R�Q���P�R�G�L�I�L�H�G���R�S�W�L�P�L�]�D�W�L�R�Q���S�U�R�F�H�G�X�U�H�V��

�R�I���F�U�D�]�\���F�D�W�V���D�Q�G���J�U�D�\���Z�R�O�Y�H�V�����Z�K�L�F�K���P�D�G�H���L�W���S�R�V�V�L�E�O�H���W�R���U�H�G�X�F�H���W�K�H���W�L�P�H���I�R�U���V�R�O�Y�L�Q�J��

�W�K�H���S�U�R�E�O�H�P���Z�H�U�H���S�U�R�S�R�V�H�G����

�������)�R�U���W�K�H���I�L�U�V�W���W�L�P�H�����D�Q���H�I�I�H�F�W�L�Y�H���D�S�S�U�R�D�F�K���W�R���V�R�O�Y�L�Q�J���W�K�H���S�U�R�E�O�H�P���R�I���D�G�D�S�W�L�Y�H��

�I�X�]�]�\���F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J���R�I���G�D�W�D���G�L�V�W�R�U�W�H�G���E�\���R�P�L�V�V�L�R�Q�V���D�Q�G���R�X�W�O�L�H�U�V���E�D�V�H�G���R�Q���W�K�H���V�W�U�D�W�H�J�\���R�I��

�W�K�H�� �Q�H�D�U�H�V�W�� �S�U�R�W�R�W�\�S�H�� �F�H�Q�W�U�R�L�G�� �X�V�L�Q�J�� �H�Y�R�O�X�W�L�R�Q�D�U�\�� �S�U�R�F�H�G�X�U�H�V���� �Z�K�L�F�K�� �D�O�O�R�Z�H�G�� �W�R��

�L�Q�F�U�H�D�V�H���W�K�H���Q�R�L�V�H���L�P�P�X�Q�L�W�\���R�I���W�K�H���R�S�W�L�P�L�]�D�W�L�R�Q���S�U�R�F�H�V�V�����Z�D�V���S�U�R�S�R�V�H�G����

���������7�K�H���H�Y�R�O�X�W�L�R�Q�D�U�\���P�H�W�K�R�G���E�D�V�H�G���R�Q���I�L�V�K���V�F�K�R�R�O�V���K�D�V���E�H�H�Q���L�P�S�U�R�Y�H�G�����Z�K�L�F�K��

�K�D�V���F�R�Q�I�L�U�P�H�G���L�W�V���H�I�I�H�F�W�L�Y�H�Q�H�V�V���L�Q���V�R�O�Y�L�Q�J���W�K�H���S�U�R�E�O�H�P�V���R�I���I�X�]�]�\���F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J���R�I���G�D�W�D��

�U�H�F�H�L�Y�H�G�� �L�Q�� �E�R�W�K�� �E�D�W�F�K�� �D�Q�G�� �R�Q�O�L�Q�H�� �P�R�G�H�V���� �Z�K�L�F�K�� �D�O�O�R�Z�V�� �I�R�U�� �U�H�G�X�F�L�Q�J�� �W�K�H�� �W�L�P�H�� �I�R�U��

�V�H�D�U�F�K�L�Q�J���I�R�U���J�O�R�E�D�O���H�[�W�U�H�P�D����

�������� �7�K�H�� �*�X�V�W�D�I�V�R�Q-�.�H�V�V�H�O�� �F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J�� �P�H�W�K�R�G�� �K�D�V�� �E�H�H�Q�� �L�P�S�U�R�Y�H�G���� �Z�K�L�F�K�� �L�V��

�E�D�V�H�G���R�Q���W�K�H���O�L�N�H�O�L�K�R�R�G���D�S�S�U�R�D�F�K���W�R���I�X�]�]�\���F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J���D�Q�G���I�R�U�P�V���L�Q�W�H�U�V�H�F�W�L�R�Q���F�O�D�V�V�H�V��

�R�I���D���K�\�S�H�U���H�O�O�L�S�V�R�L�G�D�O���V�K�D�S�H���Z�L�W�K���D�U�E�L�W�U�D�U�\���R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���D�[�H�V���L�Q���W�K�H���I�H�D�W�X�U�H���V�S�D�F�H����

�Z�K�L�F�K���D�O�O�R�Z�V���S�U�R�F�H�V�V�L�Q�J���G�D�W�D���I�O�R�Z�V���D�V���W�K�H�\���D�U�U�L�Y�H���I�R�U���S�U�R�F�H�V�V�L�Q�J���L�Q���R�Q�O�L�Q�H���P�R�G�H����

�������� �7�K�H�� �R�S�W�L�P�L�]�D�W�L�R�Q�� �P�H�W�K�R�G�� �E�D�V�H�G�� �R�Q�� �H�Y�R�O�X�W�L�R�Q�D�U�\�� �F�D�W�� �V�Z�D�U�P�V�� �K�D�V�� �E�H�H�Q��

�L�P�S�U�R�Y�H�G���D�Q�G���D���U�D�Q�G�R�P�L�]�H�G���P�R�G�L�I�L�F�D�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���E�D�V�L�F���S�U�R�F�H�G�X�U�H���K�D�V���E�H�H�Q���L�Q�W�U�R�G�X�F�H�G��
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�E�\�� �L�Q�W�U�R�G�X�F�L�Q�J�� �H�O�H�P�H�Q�W�V�� �R�I�� �J�O�R�E�D�O�� �U�D�Q�G�R�P�� �V�H�D�U�F�K�� �L�Q�W�R�� �W�K�H�� �V�H�D�U�F�K�� �D�Q�G�� �S�X�U�V�X�L�W��

�S�U�R�F�H�V�V�H�V�����Z�K�L�F�K���D�O�O�R�Z�V���W�R���L�Q�F�U�H�D�V�H���L�Q���W�K�H���D�F�F�X�U�D�F�\���R�I���G�H�W�H�U�P�L�Q�L�Q�J���W�K�H���G�L�U�H�F�W�L�R�Q���R�I��

�P�R�Y�H�P�H�Q�W���L�Q���W�K�H���V�H�D�U�F�K���P�R�G�H���D�Q�G���L�P�S�U�R�Y�H���W�K�H���J�O�R�E�D�O���S�U�R�S�H�U�W�L�H�V���R�I���W�K�H���P�H�W�K�R�G���L�Q��

�W�K�H���S�X�U�V�X�L�W���P�R�G�H����

�7�K�H��t�K�H�V�L�V���Z�D�V�� �F�R�P�S�O�H�W�H�G�� �D�W�� �W�K�H�� �'�H�S�D�U�W�P�H�Q�W�� �R�I�� �$�U�W�L�I�L�F�L�D�O�� �,�Q�W�H�O�O�L�J�H�Q�F�H���� �7�K�H��

�P�D�L�Q���V�F�L�H�Q�W�L�I�L�F���U�H�V�X�O�W�V���R�I���W�K�H���U�H�V�H�D�U�F�K���Z�H�U�H���R�E�W�D�L�Q�H�G���Z�L�W�K�L�Q���W�K�H���I�U�D�P�H�Z�R�U�N���R�I���V�W�D�W�H-

�I�X�Q�G�H�G���I�X�Q�G�D�P�H�Q�W�D�O���U�H�V�H�D�U�F�K���S�U�R�M�H�F�W�V���R�I���1�8�5�(�������'�\�Q�D�P�L�F���L�Q�W�H�O�O�H�F�W�X�D�O���D�Q�D�O�\�V�L�V���R�I��

�V�H�T�X�H�Q�F�H�V���R�I���I�X�]�]�\���L�Q�I�R�U�P�D�W�L�R�Q���X�Q�G�H�U���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V���R�I���V�L�J�Q�L�I�L�F�D�Q�W���X�Q�F�H�U�W�D�L�Q�W�\���E�D�V�H�G���R�Q��

�K�\�E�U�L�G���F�R�P�S�X�W�D�W�L�R�Q�D�O���L�Q�W�H�O�O�L�J�H�Q�F�H���V�\�V�W�H�P�V�������'�5���1�R�������������8���������������������'�H�H�S���K�\�E�U�L�G��

�F�R�P�S�X�W�D�W�L�R�Q�D�O�� �L�Q�W�H�O�O�L�J�H�Q�F�H�� �V�\�V�W�H�P�V�� �I�R�U�� �G�D�W�D�� �I�O�R�Z�� �D�Q�D�O�\�V�L�V�� �D�Q�G�� �W�K�H�L�U�� �I�D�V�W�� �O�H�D�U�Q�L�Q�J����

���'�5�� �1�R���� ���������8���������������� �D�Q�G�� ���$�G�D�S�W�L�Y�H�� �E�D�J�J�L�Q�J�� �R�I�� �K�\�E�U�L�G�� �F�R�P�S�X�W�D�W�L�R�Q�D�O��

�L�Q�W�H�O�O�L�J�H�Q�F�H���V�\�V�W�H�P�V���E�D�V�H�G���R�Q���R�S�W�L�P�D�O���R�Q�O�L�Q�H���O�H�D�U�Q�L�Q�J���L�Q���W�H�U�P�V���R�I���V�S�H�H�G�������'�5���1�R����

���������8������������������ �D�V�� �Z�H�O�O�� �D�V�� �D�S�S�O�L�H�G�� �U�H�V�H�D�U�F�K�� ���'�H�Y�H�O�R�S�P�H�Q�W�� �R�I�� �P�H�W�K�R�G�V�� �D�Q�G��

�D�O�J�R�U�L�W�K�P�V���I�R�U���F�R�P�E�L�Q�H�G���O�H�D�U�Q�L�Q�J���R�I���G�H�H�S���Q�H�X�U�R-neo-�I�X�]�]�\���V�\�V�W�H�P�V���X�Q�G�H�U���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V��

�R�I���D���V�K�R�U�W���W�U�D�L�Q�L�Q�J���V�D�P�S�O�H�������'�5���1�R�������������8�������������������Z�K�L�F�K���Z�H�U�H���F�D�U�U�L�H�G���R�X�W���R�Q���W�K�H��

�E�D�V�L�V���R�I���R�U�G�H�U�V���R�I���W�K�H���0�L�Q�L�V�W�U�\���R�I���(�G�X�F�D�W�L�R�Q���D�Q�G���6�F�L�H�Q�F�H���R�I���8�N�U�D�L�Q�H���E�D�V�H�G���R�Q���W�K�H��

�U�H�V�X�O�W�V���R�I���D���F�R�P�S�H�W�L�W�L�Y�H���V�H�O�H�F�W�L�R�Q���R�I���V�F�L�H�Q�W�L�I�L�F���S�U�R�M�H�F�W�V�����7�K�H���D�S�S�O�L�F�D�Q�W���S�D�U�W�L�F�L�S�D�W�H�G���L�Q��

�W�K�H�� �L�P�S�O�H�P�H�Q�W�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�H�� �V�S�H�F�L�I�L�H�G�� �U�H�V�H�D�U�F�K�� �D�Q�G�� �L�V�� �D�� �F�R-�D�X�W�K�R�U�� �R�I�� �W�K�H�� �U�H�V�H�D�U�F�K��

�U�H�S�R�U�W�V����

�7�K�H���U�H�V�X�O�W�V���R�I���W�K�H��t�K�H�V�L�V���F�D�Q���E�H���X�V�H�G���W�R���V�R�O�Y�H���D���Z�L�G�H���F�O�D�V�V���R�I���D�S�S�O�L�H�G���S�U�R�E�O�H�P�V��

�D�Q�G�����D�E�R�Y�H���D�O�O�����W�K�H���S�U�R�E�O�H�P�V���R�I���'�D�W�D���0�L�Q�L�Q�J�����'�D�W�D���6�W�U�H�D�P���0�L�Q�L�Q�J�����%�L�J���'�D�W�D���0�L�Q�L�Q�J��

a�Q�G�� �0�H�G�L�F�D�O�� �'�D�W�D�� �0�L�Q�L�Q�J���� �F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J���� �I�R�U�H�F�D�V�W�L�Q�J���� �G�L�D�J�Q�R�V�W�L�F�V���� �G�H�F�L�V�L�R�Q-�P�D�N�L�Q�J����

�F�R�Q�W�U�R�O�����F�O�D�V�V�L�I�L�F�D�W�L�R�Q���X�Q�G�H�U���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V���R�I���D���S�U�L�R�U�L���L�Q�I�R�U�P�D�W�L�R�Q���G�H�I�L�F�L�H�Q�F�\����

�7�K�H���U�H�V�X�O�W�V���R�I���W�K�H���G�L�V�V�H�U�W�D�W�L�R�Q���Z�R�U�N���F�D�Q���E�H���X�V�H�G���W�R���V�R�O�Y�H���D���Z�L�G�H���F�O�D�V�V���R�I���D�S�S�O�L�H�G��

�S�U�R�E�O�H�P�V�� �D�Q�G���� �D�E�R�Y�H�� �D�O�O���� �W�K�H���S�U�R�E�O�H�P�V�� �R�I�� �'�D�W�D�� �0�L�Q�L�Q�J���� �'�D�W�D�� �6�W�U�H�D�P�� �0�L�Q�L�Q�J���� �%�L�J��

�'�D�W�D�� �0�L�Q�L�Q�J�� �D�Q�G�� �0�H�G�L�F�D�O�� �'�D�W�D�� �0�L�Q�L�Q�J���� �F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J���� �I�R�U�H�F�D�V�W�L�Q�J���� �G�L�D�J�Q�R�V�W�L�F�V����

�G�H�F�L�V�L�R�Q-�P�D�N�L�Q�J���� �P�D�Q�D�J�H�P�H�Q�W���� �F�O�D�V�V�L�I�L�F�D�W�L�R�Q�� �X�Q�G�H�U�� �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V�� �R�I�� �D�� �S�U�L�R�U�L��

�L�Q�I�R�U�P�D�W�L�R�Q���G�H�I�L�F�L�H�Q�F�\����

�7�K�H���R�E�W�D�L�Q�H�G���U�H�V�X�O�W�V���D�O�O�R�Z����
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�� �W�R���L�Q�F�U�H�D�V�H���W�K�H���D�F�F�X�U�D�F�\���R�I���F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J���R�I���G�D�W�D���I�O�R�Z�V���U�H�F�H�L�Y�H�G���I�R�U���S�U�R�F�H�V�V�L�Q�J��

�L�Q���R�Q�O�L�Q�H���P�R�G�H���D�F�F�R�U�G�L�Q�J���W�R���H�V�W�L�P�D�W�H�V���R�I���W�K�H���T�X�D�O�L�W�\���R�I���G�D�W�D���F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J���E�\����������

�� �W�R�� �L�Q�F�U�H�D�V�H�� �W�K�H�� �V�S�H�H�G�� �R�I�� �I�X�]�]�\�� �F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J�� �P�H�W�K�R�G�V�� �R�I�� �G�D�W�D�� �I�O�R�Z�V�� �X�Q�G�H�U��

�F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V�� �R�I�� �D���S�U�L�R�U�L�� �D�Q�G�� �F�X�U�U�H�Q�W�� �X�Q�F�H�U�W�D�L�Q�W�\���� �G�X�H�� �W�R�� �W�K�H�� �S�U�R�S�R�V�H�G�� �R�S�W�L�P�L�]�D�W�L�R�Q��

�S�U�R�F�H�G�X�U�H�V���E�\������������

�� �W�R���L�Q�F�U�H�D�V�H���W�K�H���D�F�F�X�U�D�F�\���R�I���G�D�W�D���I�R�U�H�F�D�V�W�L�Q�J���X�S���W�R����-�������G�X�H���W�R���W�K�H���D�Q�D�O�\�V�L�V��

�R�I���D���O�D�U�J�H���D�P�R�X�Q�W���R�I���L�Q�I�R�U�P�D�W�L�R�Q���L�Q���R�Q�O�L�Q�H���P�R�G�H����

�� �W�R�� �U�H�G�X�F�H�� �W�K�H�� �S�U�R�E�D�E�L�O�L�W�\�� �R�I�� �H�U�U�R�U�� �L�Q�� �G�L�Y�L�G�L�Q�J���G�L�V�W�R�U�W�H�G�� �G�D�W�D�� �I�O�R�Z�V�� �L�Q�W�R��

�F�O�D�V�V�H�V���X�Q�G�H�U���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V���R�I���X�Q�F�H�U�W�D�L�Q�W�\���X�S���W�R����������

�� �W�R���D�F�F�H�O�H�U�D�W�H���W�K�H���D�Q�D�O�\�V�L�V���D�Q�G���D�G�R�S�W�L�R�Q���R�I���M�X�V�W�L�I�L�H�G���G�H�F�L�V�L�R�Q�V���G�H�S�H�Q�G�L�Q�J���R�Q��

�W�K�H���W�D�V�N���D�W���K�D�Q�G����

�� �L�Q�F�U�H�D�V�H�� �W�K�H�� �D�F�F�X�U�D�F�\�� �D�Q�G�� �R�E�M�H�F�W�L�Y�L�W�\�� �R�I�� �W�K�H�� �P�H�G�L�F�D�O�� �G�L�D�J�Q�R�V�L�V�� �S�U�R�F�H�V�V����

�U�H�F�R�Y�H�U�\���R�I���G�L�V�W�R�U�W�H�G���D�Q�G���O�R�V�W���R�E�V�H�U�Y�D�W�L�R�Q�V���U�H�F�H�L�Y�H�G���I�R�U���S�U�R�F�H�V�V�L�Q�J���R�Q�O�L�Q�H����

�� �L�Q�F�U�H�D�V�H�� �W�K�H�� �U�H�O�L�D�E�L�O�L�W�\�� �D�Q�G�� �R�E�M�H�F�W�L�Y�L�W�\�� �R�I�� �P�H�G�L�F�D�O�� �G�L�D�J�Q�R�V�L�V�� �R�I�� �S�D�W�L�H�Q�W�V��

�Z�L�W�K���D���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�D�O�O�\���X�Q�N�Q�R�Z�Q���G�L�D�J�Q�R�V�L�V����

�7�K�H���U�H�V�X�O�W�V���R�I���W�K�H���G�L�V�V�H�U�W�D�W�L�R�Q���Z�R�U�N���Z�H�U�H���W�H�V�W�H�G���D�Q�G���L�P�S�O�H�P�H�Q�W�H�G�����L�Q���W�K�H���.�3��

���6�D�Q�L�W�D�U�\���D�Q�G���(�F�R�O�R�J�L�F�D�O���&�H�Q�W�H�U�����R�I���W�K�H���.�K�D�U�N�L�Y���&�L�W�\���&�R�X�Q�F�L�O�����L�P�S�O�H�P�H�Q�W�D�W�L�R�Q���D�F�W��

�G�D�W�H�G�� �-�X�Q�H�� �������� ���������� �D�Q�G�� �L�P�S�O�H�P�H�Q�W�D�W�L�R�Q�� �D�F�W�� �G�D�W�H�G�� �6�H�S�W�H�P�E�H�U�� �������� �������������� �L�Q�� �/�/�&��

���&�R�Q�V�W�U�X�F�W�L�R�Q���D�Q�G���$�V�V�H�P�E�O�\���(�Q�W�H�U�S�U�L�V�H���������������L�P�S�O�H�P�H�Q�W�D�W�L�R�Q���D�F�W���G�D�W�H�G���'�H�F�H�P�E�H�U��

�����������������������L�Q���/�/�&�����.�R�P�X�Q�V�H�U�Y�L�F�H�����������������L�P�S�O�H�P�H�Q�W�D�W�L�R�Q���D�F�W���G�D�W�H�G���$�S�U�L�O������������������������

�L�Q�� �/�/�&�� �6�F�L�H�Q�W�L�I�L�F�� �D�Q�G�� �3�U�R�G�X�F�W�L�R�Q�� �)�L�U�P�� ���+�H�O�S-�$�J�U�R���� ���L�P�S�O�H�P�H�Q�W�D�W�L�R�Q�� �D�F�W�� �G�D�W�H�G��

�)�H�E�U�X�D�U�\�� �������� �������������� �L�Q�� �W�K�H�� �.�1�3�� ���5�(�*�,�2�1�$�/�� �&�(�1�7�(�5�� �2�)�� �2�1�&�2�/�2�*�<����

���L�P�S�O�H�P�H�Q�W�D�W�L�R�Q���D�F�W���1�R���������G�D�W�H�G���1�R�Y�H�P�E�H�U���������������������D�Q�G���L�P�S�O�H�P�H�Q�W�D�W�L�R�Q���D�F�W���1�R��������

�G�D�W�H�G���$�S�U�L�O�������������������������L�Q���W�K�H���H�G�X�F�D�W�L�R�Q�D�O���S�U�R�F�H�V�V���R�I���W�K�H���.�K�D�U�N�L�Y���1�D�W�L�R�Q�D�O���8�Q�L�Y�H�U�V�L�W�\��

�R�I�� �5�D�G�L�R�� �(�O�H�F�W�U�R�Q�L�F�V�� ���L�P�S�O�H�P�H�Q�W�D�W�L�R�Q�� �D�F�W�� �G�D�W�H�G�� ������������������������ �L�P�S�O�H�P�H�Q�W�D�W�L�R�Q�� �D�F�W��
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�s�•�e�v�g�h�k�l�•���j�h�a�i�h�^�•�e�m���^�Z�g�b�o���l�Z���€�o���i�•�d�•�\�� 

CA - �d�e�Z�k�l�_�j�g�Z���l�h�q�g�•�k�l�v�� 

DENCLUE-SA – �•�f�•�l�h�\�Z�g�b�c���\�•�^�i�Z�e�� 

DENCLUE-GA – �]�_�g�_�l�b�q�g�b�c���Z�e�]�h�j�b�l�f�� 

PSO – �©�j�h�c�h�\�•�ª���i�j�h�p�_�^�m�j�b�����3�D�U�W�L�F�O�H Swarm Optimization���� 

SM* – �j�_�`�b�f �i�h�r�m�d�m ���6�H�H�N�L�Q�J���0�R�G�H���� 

TM - �j�_�`�b�f �]�h�g�b�l�\�b ���7�U�D�F�L�Q�J���0�R�G�H���� 

CS – �a�]�j�Z�y �d�h�l�•�\ ���&�D�W���6�Z�D�U�P���� 

SMP – �h�[�k�y�] �i�Z�f�¶�y�l�• �i�h�r�m�d�m ���6�H�H�N�L�Q�J���0�H�P�R�U�\���3�R�R�O���� 

SRD – �d�j�h�d �a�f�•�g�b �i�h �d�h�`�g�•�c �d�h�h�j�^�b�g�Z�l�• �i�j�h�k�l�h�j�m ���6�H�H�N�L�Q�J���5�D�Q�J�H���R�I���W�K�H���V�H�O�H�F�W�H�G��

�'�L�P�H�Q�V�L�R�Q���� 

CDC – �d�h�h�j�^�b�g�Z�l�b�����s�h �a�f�•�g�x�x�l�v�k�y ���&�R�X�Q�W�V���R�I���'�L�P�H�Q�V�L�R�Q���W�R���&�K�D�Q�J�H���� 

SPC - �i�Z�j�Z�f�_�l�j �k�l�Z�g�m �d�h�l�Z ���V�H�O�I-�S�R�V�L�W�L�R�Q���F�R�Q�V�L�G�H�U�D�W�L�R�Q���� 

GWO – �Z�e�]�h�j�b�l�f �k�•�j�b�o �\�h�\�d�•�\�� 

CSO – Cat Swarm �R�S�W�L�P�L�]�D�W�L�R�Q���D�O�J�R�U�L�W�K�P�� 

FSS – �)�L�V�K���6�F�K�R�R�O���D�O�J�R�U�L�W�K�P�� 

OMFS - �f�h�^�b�n�•�d�h�\�Z�g�b�c���f�_�l�h�^���h�i�l�b�f�•�a�Z�p�•�€���g�Z���h�k�g�h�\�•���)�L�V�K���6�F�K�R�R�O�� 

�J�0�*�:�2�� – �Z�g�k�Z�f�[�e�v �Z�e�]�h�j�b�l�f�m�� �f�h�`�e�b�\�•�k�g�h�€�� �g�_�q�•�l�d�h�€�� �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€�� �l�Z��

�h�i�l�b�f�•�a�Z�p�•�c�g�h�]�h���Z�e�]�h�j�b�l�f�m���k�•�j�b�o���\�h�\�d�•�\�� 

RI – �d�h�_�n�•�p�•�}�g�l���J�_�g�^�Z�� 

AFC_PCEP – �f�_�l�h�^�� �Z�^�Z�i�l�b�\�g�h�€�� �g�_�q�•�l�d�h�€�� �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€�� �\�b�d�j�b�\�e�_�g�b�o��

�i�j�h�i�m�k�d�Z�f�b�� �l�Z�� �\�b�d�b�^�Z�f�b�� �^�Z�g�b�o�� �h�k�g�h�\�•�� �k�l�j�Z�l�_�]�•�€�� �g�Z�c�[�e�b�`�q�h�]�h�� �i�j�h�l�h�l�b�i�m��- 

�p�_�g�l�j�h�€�^�m���a���\�b�d�h�j�b�k�l�Z�g�g�y�f���_�\�h�e�x�p�•�c�g�b�o���i�j�h�p�_�^�m�j�� 

FGWO – �f�_�l�h�^�� �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€�� �f�Z�k�b�\�•�\�� �^�Z�g�b�o�� �g�Z�� �h�k�g�h�\�•�� �f�h�^�b�n�•�d�h�\�Z�g�h�]�h��

�Z�e�]�h�j�b�l�f�m���k�•�j�h�]�h���\�h�\�d�Z�� 
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FCSO – �f�h�^�b�n�•�d�h�\�Z�g�b�c �f�_�l�h�^ �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€���g�Z���h�k�g�h�\�•���a�]�j�Z�€���d�h�l�•�\�� 

CGWO – �f�_�l�h�^�m���[�h�`�_�\�•�e�v�g�b�o���\�h�\�d�•�\�� 

SS – �•�g�^�_�d�k���k�m�f�b���d�\�Z�^�j�Z�l�•�\���i�h�f�b�e�h�d�� 

�L�1��– �•�g�^�_�d�k���7�U�D�F�H�� 

�L�H�<��– �l�h�\�Z�j�b�k�l�\�h���a���h�[�f�_�`�_�g�h�x���\�•�^�i�h�\�•�^�Z�e�v�g�•�k�l�x�� 

�D�I��– �d�h�f�m�g�Z�e�v�g�_���i�•�^�i�j�b�}�f�k�l�\�h�� 

�G�D�I��– �g�_�d�h�f�_�j�p�•�c�g�_���d�h�f�m�g�Z�e�v�g�_���i�•�^�i�j�b�}�f�k�l�\�h�� 
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�I�?�J�?�E�1�D���M�F�H�<�G�B�O���I�H�A�G�:�Q�?�G�V 

 

 

�O – �f�Z�k�b�\���[�Z�]�Z�l�h�\�b�f�•�j�g�b�o���k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�v�� 

�� �� �� �� �� ���� �� �� ����������� o � o � o � 1 – �\�_�d�l�h�j-�k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�g�y�� 

k  – �g�h�f�_�j���k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�g�y�� 

i  - �g�h�f�_�j���Z�l�j�b�[�m�l�m�� 

�1 – �d�•�e�v�d�•�k�l�v���k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�v��  

R – �f�g�h�`�b�g�Z�����f�Z�k�b�\���� 

 G�O  - �f�Z�k�b�\���\�b�d�j�b�\�e�_�g�b�o���k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�v�� 

 F�O - �i�h�\�g�•�k�l�x���a�Z�i�h�\�g�_�g�b�c���f�Z�k�b�\���k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�v�����[�_�a���\�b�d�j�b�\�e�_�g�b�o���^�Z�g�b�o�� 

�/ki  - �o�Z�j�Z�d�l�_�j�b�k�l�b�q�g�Z���n�m�g�d�p�•�y���g�Z�e�_�`�g�h�k�l�•���k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�g�y���^�h���d�e�Z�k�l�_�j�Z�� 

m – �d�•�e�v�d�•�k�l�v���d�e�Z�k�l�_�j�•�\�� 

q – �g�h�f�_�j���d�e�Z�k�l�_�j�Z�� 

�E – �n�Z�a�a�•�n�•�d�Z�l�h�j�� 

�V – �j�h�a�i�h�^�•�e���D�h�r�•�� 

�P – �j�•�\�_�g�v���g�Z�e�_�`�g�h�k�l�•�� 

d  – �?�\�d�e�•�^�h�\�Z���\�•�^�k�l�Z�g�v�� 

c – �p�_�g�l�j�h�€�^�� 

Cl  – �d�e�Z�k�l�_�j�� 

pd  – �q�Z�k�l�d�h�\�Z���\�•�^�k�l�Z�g�v�� 

Goal – �n�m�g�d�p�•�y���p�•�e�•�� 

� � � �k�K  – �i�Z�j�Z�f�_�l�j���d�j�h�d�m���g�Z�\�q�Z�g�g�y�� 

�Z – �i�Z�j�Z�f�_�l�j�����s�h���\�b�a�g�Z�q�Z�}���\�•�^�k�l�Z�g�v���f�•�`���k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�g�y�f�b���l�Z���p�_�g�l�j�h�€�^�h�f�����g�Z��

�y�d�b�c���j�•�\�_�g�v���g�Z�e�_�`�g�h�k�l�•���P �g�Z�[�m�\�Z�}���a�g�Z�q�_�g�g�y���������� 

S – �f�•�j�Z���i�h�^�•�[�g�h�k�l�•�� 

�V – �i�Z�j�Z�f�_�l�j���r�b�j�b�g�b���n�m�g�d�p�•�€���\�i�e�b�\�m�� 

L  – �n�m�g�d�p�•�y���E�Z�]�j�Z�g�`�Z�� 
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� � � �k�O  – �g�_�\�b�a�g�Z�q�_�g�•���f�g�h�`�g�b�d�b���E�Z�]�j�Z�g�`�Z�� 

qS  – �g�_�q�•�l�d�Z���d�h�j�_�e�y�p�•�c�g�Z���f�Z�l�j�b�p�y�� 

q�M – �n�m�g�d�p�•�y���k�m�k�•�^�k�l�\�Z �j�h�[�Z�k�l�g�h�]�h���:�7�0-�i�j�Z�\�b�e�Z���k�Z�f�h�g�Z�\�q�Z�g�g�y�� 

Credib – �j�•�\�_�g�v���i�j�Z�\�^�h�i�h�^�•�[�g�h�k�l�•�� 

� � � �qCredib k  – �j�•�\�_�g�v���i�j�Z�\�^�h�i�h�^�•�[�g�h�k�l�•���l�h�]�h�����s�h���k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�g�y���� ��� o � N �g�Z�e�_�`�b�l�v��

�d�e�Z�k�l�_�j�m��qCl �� 

�P�
 – �g�h�j�f�h�\�Z�g�b�c �j�•�\�_�g�v �g�Z�e�_�`�g�h�k�l�•��  

qV – �h�[�_�j�g�_�g�Z���g�h�j�f�h�\�Z�g�Z���g�_�q�•�l�d�Z���d�h�j�_�e�y�p�•�c�g�Z���f�Z�l�j�b�p�y�� 

Vd  – �d�\�Z�^�j�Z�l���\�•�^�k�l�Z�g�•���F�Z�o�Z�e�Z�g�h�[�•�k�Z�� 

�� ��� � � ��of �o�x  – �y�^�_�j�g�Z�� �^�a�\�h�g�m�\�Z�l�Z �n�m�g�d�p�•�y�� �^�e�y�� �[�m�^�v-�y�d�h�]�h�� �\�_�d�l�h�j�g�h�]�h��

�k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�g�y���� ���o �x  �a���\�b�o�•�^�g�h�]�h���f�Z�k�b�\�m��X �� 

�� ��Tr �x  – �k�b�f�\�h�e���k�e�•�^�m���f�Z�l�j�b�p�•�� 

�[  – �i�h�j�•�]�����s�h���^�h�a�\�h�e�y�}���n�h�j�f�m�\�Z�l�b���^�•�c�k�g�h���a�g�Z�q�m�s�•���d�e�Z�k�l�_�j�b�� 

�� ������� o � O� o � o���*  – �f�Z�l�j�b�p�y���i�_�j�r�b�o���i�h�o�•�^�g�b�o�� 

k�U – �e�h�d�Z�e�v�g�Z���s�•�e�v�g�•�k�l�v�� 

k�G – �\�•�^�k�l�Z�g�v���^�h���l�h�q�d�b���a���[�•�e�v�r���\�b�k�h�d�h�x���s�•�e�v�g�•�k�l�x�� 

cd  – �\�•�^�k�l�Z�g�v�� �a�j�•�a�m���� �y�d�Z�� �a�Z�^�Z�}�l�v�k�y�� �•�� �\�Z�j�•�x�}�l�v�k�y�� �d�h�j�b�k�l�m�\�Z�q�_�f�� �^�e�y�� �h�l�j�b�f�Z�g�g�y��

�g�_�h�[�o�•�^�g�h�€���l�h�q�g�h�k�l�•���j�•�r�_�g�g�y���a�Z�^�Z�q�•�� 

D  – �f�Z�l�j�b�p�y���\�•�^�k�l�Z�g�_�c���f�•�`���k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�g�y�f�b�� 
*
k�G – �l�h�q�d�b���a���f�Z�d�k�b�f�Z�e�v�g�h�x���s�•�e�v�g�•�k�l�x�� 

�� ���o
Cf �o��  – �n�m�g�d�p�•�y���D�h�r�•�� 

�� ���o
Ef �o��  – �n�m�g�d�p�•�y���/�i�Z�g�_�q�g�•�d�h�\�Z�� 

�� ���of �o  – �n�m�g�d�p�•�y �\�i�e�b�\�m�� 

l�K  – �i�Z�j�Z�f�_�l�j���d�j�h�d�m���i�h�r�m�d�m�����s�h���\�b�a�g�Z�q�Z�}���r�\�b�^�d�•�k�l�v���a�[�•�`�g�h�k�l�•���Z�e�]�h�j�b�l�f�m�� 

P
q�o  – �i�•�d�b-�p�_�g�l�j�h�€�^�b���d�e�Z�k�l�_�j�•�\�� 
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Q – �d�•�e�v�d�•�k�l�v���h�k�•�[���\���a�]�j�Z�€���d�h�l�•�\�� 

p�k�D�W – �d�•�l�� 

f  – �n�•�l�g�_�k-�n�m�g�d�p�•�y�� 

�j  – �g�h�f�_�j���d�h�l�Z�� 

pR  – �c�f�h�\�•�j�g�•�k�l�v���\�b�[�h�j�m���d�h�`�g�h�]�h���a�f�•�g�g�h�]�h���k�l�Z�g�m���d�h�l�Z�� 

� � � �pi� X � W – �r�\�b�^�d�•�k�l�v���j�m�o�m��p -�]�h���d�h�l�Z���i�h��i -�c���d�h�h�j�^�b�g�Z�l�•���g�Z���W-�c���•�l�_�j�Z�p�•�€���i�h�]�h�g�•�� 

�W – �•�l�_�j�Z�p�•�y���i�h�]�h�g�•�� 

TM�K  – �i�h�k�l�•�c�g�b�c���d�j�h�d���i�h�]�h�g�•�� 

�� � � � ��E�H�V�W �L�o �W – �g�Z�c�d�j�Z�s�_���\�b�j�•�r�_�g�g�y���a�Z�^�Z�q�•���h�i�l�b�f�•�a�Z�p�•�€�����h�l�j�b�f�Z�g�_���g�Z���W-�c���•�l�_�j�Z�p�•�€�� 

ˆ �� �� ����pf �o �W�’  – �h�p�•�g�d�b���]�j�Z�^�•�}�g�l�Z���h�i�l�b�f�•�a�h�\�Z�g�h�€���n�m�g�d�p�•�€���\���l�h�q�p�• � � � �p�o �W�� 

SM�K  – �d�j�h�d���i�h�r�m�d�m���m���i�j�h�k�l�h�j�• n
�oP �� 

ie  – �d�h�h�j�^�b�g�Z�l�g�•���h�j�l�b�� 

SRD�K  – �\�_�e�b�q�b�g�Z���i�j�h�[�g�h�]�h���d�j�h�d�m�����y�d�Z���\�b�a�g�Z�q�Z�}�l�v�k�y���i�j�b�c�g�y�l�b�f���a�g�Z�q�_�g�g�y�f���6�5�'�� 

�;  – �g�Z�i�j�y�f�h�d���j�m�o�m���d�h�l�Z�� 
l

qDir  – �\�_�d�l�h�j�����s�h���a�Z�^�Z�}���g�Z�i�j�y�f�h�d���j�m�o�m��q-�]�h���Z�]�_�g�l�Z���g�Z��l -�c���•�l�_�j�Z�p�•�€���i�h�r�m�d�m�� 

qw  – �\�Z�]�Z���d�h�`�g�h�€���j�b�[�b�� 

�^ �`������Rand  – �j�•�\�g�h�f�•�j�g�h���j�h�a�i�h�^�•�e�_�g�_���m���•�g�l�_�j�\�Z�e�•���� ��������  �\�b�i�Z�^�d�h�\�_���q�b�k�e�h�� 

l
q�o – �•�g�k�l�b�g�d�l�b�\�g�h��- �d�h�e�_�d�l�b�\�g�b�c���j�m�o���d�h�k�y�d�Z���j�b�[�� 

lBar  – �a�\�Z�`�_�g�b�c���p�_�g�l�j���\�Z�]�b���d�h�k�y�d�Z���j�b�[�� 
0
�T�E�H�V�W�o  – �©�g�Z�c�d�j�Z�s�Z�ª���j�b�[�Z�� 

0�o  – �p�_�g�l�j���\�Z�]�b��n �j�b�[�����[�_�a���g�Z�c�]�•�j�r�h�€���� 
���

q�o – �g�h�\�Z���j�b�[�Z�� 

GW – �\�_�d�l�h�j���i�h�a�b�p�•�€���k�•�j�h�]�h���\�h�\�d�Z�� 

��r �l�Z��2r  – �\�b�i�Z�^�d�h�\�•���q�b�k�e�Z�� 

�W – �g�h�f�_�j���•�l�_�j�Z�p�•�€�� 
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�L – �f�Z�d�k�b�f�Z�e�v�g�Z���d�•�e�v�d�•�k�l�v���•�l�_�j�Z�p�•�c�����s�h���a�Z�^�Z�g�Z�� 

��w  – �\�Z�]�Z���.-�\�h�\�d�Z�� 

2w  – �\�Z�]�Z����-�\�h�\�d�Z�� 

3w  – �\�Z�]�Z���/-�\�h�\�d�Z�� 

PX  – �i�h�a�b�p�•�y���a�^�h�[�b�q�•�� 

X  – �i�h�a�b�p�•�y���\�h�\�d�Z�� 

Cl  – �i�h�q�Z�l�d�h�\�Z���i�h�a�b�p�•�y���\�h�\�d�Z. 
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�a�f�•�g�x�x�l�v�k�y�� �m�� �q�Z�k�•���� �D�j�•�f�� �l�h�]�h���� �p�•�� �a�Z�^�Z�q�•�� �a�Z�a�\�b�q�Z�c�� �\�b�j�•�r�m�x�l�v�k�y�� �m�� �j�_�`�b�f�•��
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�������������9���,�Q�W�H�U�Q�D�W�L�R�Q�D�O���6�F�L�H�Q�W�L�I�L�F���D�Q�G���3�U�D�F�W�L�F�D�O���&�R�Q�I�H�U�H�Q�F�H�� �.�K�D�U�N�L�Y�����8�N�U�D�L�Q�H������-������

�1�R�Y�H�P�E�H�U�������������� 

�I�m�[�e�•�d�Z�p�•�€�����A�Z�� �j�_�a�m�e�v�l�Z�l�Z�f�b�� �^�h�k�e�•�^�`�_�g�v�� �h�i�m�[�e�•�d�h�\�Z�g�h�� ������ �g�Z�m�d�h�\�b�o��

�i�j�Z�p�v���k�_�j�_�^���y�d�b�o���������f�h�g�h�]�j�Z�n�•�€�����s�h���\�b�^�Z�g�h���a�Z���d�h�j�^�h�g�h�f�����������k�l�Z�l�_�c�����������k�l�Z�l�_�c���m��

�i�_�j�•�h�^�b�q�g�b�o�� �n�Z�o�h�\�b�o�� �\�b�^�Z�g�g�y�o�� �a�� �l�_�o�g�•�q�g�b�o�� �g�Z�m�d���� ���� �a�� �y�d�b�o���h�i�m�[�e�•�d�h�\�Z�g�h�� �m��

�n�Z�o�h�\�b�o�� �\�b�^�Z�g�g�y�o�� �M�d�j�Z�€�g�b�� �d�Z�l�_�]�h�j�•�€�� �©�:�ª���� �s�h�� �i�j�h�•�g�^�_�d�k�h�\�Z�g�h�� �m��

�g�Z�m�d�h�f�_�l�j�b�q�g�b�o���f�•�`�g�Z�j�h�^�g�b�o���[�Z�a�Z�o���6�F�R�S�X�V���l�Z���Z�[�h���:�H�E���R�I���6�F�L�H�Q�F�H���������k�l�Z�l�l�y���m��

�i�_�j�•�h�^�b�q�g�h�f�m�� �a�Z�d�h�j�^�h�g�g�h�f�m�� �Z�g�]�e�h�f�h�\�g�h�f�m�� �\�b�^�Z�g�g�•�� �a�� �l�_�o�g�•�q�g�b�o�� �g�Z�m�d��

�/�\�j�h�i�_�c�k�v�d�h�]�h�� �K�h�x�a�m���� �;�m�^�Z�i�_�r�l���� �M�]�h�j�s�b�g�Z������ ������ �^�h�i�h�\�•�^�_�c�� �m�� �f�Z�l�_�j�•�Z�e�Z�o��

�f�•�`�g�Z�j�h�^�g�b�o�� �d�h�g�n�_�j�_�g�p�•�c���� ������ �a�� �y�d�b�o�� �\�d�e�x�q�_�g�h�� �^�h�� �g�Z�m�d�h�f�_�l�j�b�q�g�b�o��

�f�•�`�g�Z�j�h�^�g�b�o���[�Z�a���6�F�R�S�X�V�����:�H�E �R�I �6�F�L�H�Q�F�H�����'�%�/�3�� 

�K�l�j�m�d�l�m�j�Z���l�Z���h�[�k�y�]���j�h�[�h�l�b�����>�b�k�_�j�l�Z�p�•�c�g�Z���j�h�[�h�l�Z���k�d�e�Z�^�Z�}�l�v�k�y���a�•���\�k�l�m�i�m����

�r�_�k�l�b���j�h�a�^�•�e�•�\�����\�b�k�g�h�\�d�•�\�����k�i�b�k�d�m���\�b�d�h�j�b�k�l�Z�g�b�o���^�`�_�j�_�e �•�a�������� �g�Z�c�f�_�g�m�\�Z�g�v���l�Z��

�^�h�^�Z�l�d�•�\�����A�Z�]�Z�e�v�g�b�c���h�[�k�y�]���^�b�k�_�j�l�Z�p�•�€���k�l�Z�g�h�\�b�l�v�������� �k�l�h�j�•�g�h�d�����m���l�h�f�m���q�b�k�e�•�������� 

�k�l�h�j�•�g�h�d���h�k�g�h�\�g�h�]�h���l�_�d�k�l�m�����J�h�[�h�l�Z���f�•�k�l�b�l�v������ �j�b�k�m�g�d�•�\���l�Z������ �l�Z�[�e�b�p�v�� 

�A�^�h�[�m�\�Z�q�d�Z �\�b�k�e�h�\�e�x�}���i�h�^�y�d�m���;�h�^�y�g�k�v�d�h�f�m���/�\�]�_�g�•�x���<�h�e�h�^�b�f�b�j�h�\�b�q�m����

�^�h�d�l�h�j�m���l�_�o�g�•�q�g�b�o���g�Z�m�d���� �i�j�h�n�_�k�h�j�m���� �i�j�h�n�_�k�h�j�m���d�Z�n�_�^�j�b�� �r�l�m�q�g�h�]�h���•�g�l�_�e�_�d�l�m��

�O�Z�j�d�•�\�k�v�d�h�]�h���g�Z�p�•�h�g�Z�e�v�g�h�]�h���m�g�•�\�_�j�k�b�l�_�l�m���j�Z�^�•�h�_�e�_�d�l�j�h�g�•�d�b���a�Z���d�h�g�k�m�e�v�l�m�\�Z�g�g�y��

�l�Z���\�k�_�[�•�q�g�m���i�•�^�l�j�b�f�d�m���i�•�^���q�Z�k���i�•�^�]�h�l�h�\�d�b���^�b�k�_�j�l�Z�p�•�€�� 
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�H�^�g�•�}�x���a���]�h�e�h�\�g�b�o���l�j�m�^�g�h�s�•�\���m���j�h�a�\�¶�y�a�Z�g�g�•���i�j�h�[�e�_�f�b���h�[�j�h�[�d�b���i�h�l�h�d�•�\��

�^�Z�g�b�o�� �}�� �g�_�h�[�o�•�^�g�•�k�l�v�� �\�j�Z�o�h�\�m�\�Z�l�b�� �g�_�� �l�•�e�v�d�b�� �r�\�b�^�d�•�k�l�v�� �g�Z�^�o�h�^�`�_�g�g�y�� �g�h�\�b�o��

�^�Z�g�b�o���� �Z�e�_�� �c���€�o�� �j�•�a�g�h�f�Z�g�•�l�g�•�k�l�v�� �l�Z�� �k�d�e�Z�^�g�•�k�l�v [8, 9, 12]���� �K�l�Z�g�^�Z�j�l�g�•�� �f�_�l�h�^�b��

�h�[�j�h�[�d�b�� �^�Z�g�b�o�� �q�Z�k�l�h�� �g�_�� �i�•�^�o�h�^�y�l�v�� �^�e�y�� �l�Z�d�b�o�� �a�Z�^�Z�q���� �h�k�d�•�e�v�d�b�� �\�h�g�b�� �g�_�� �a�^�Z�l�g�•��

�_�n�_�d�l�b�\�g�h���Z�^�Z�i�l�m�\�Z�l�b�k�y���^�h���a�f�•�g���m���^�b�g�Z�f�•�q�g�b�o���k�_�j�_�^�h�\�b�s�Z�o [13]�����M���a�\�¶�y�a�d�m���a��

�p�b�f�� �j�h�a�j�h�[�d�Z�� �g�h�\�b�o�� �i�•�^�o�h�^�•�\���� �l�Z�d�b�o�� �y�d�� �h�g�e�Z�c�g-�f�_�l�h�^�b���� �f�Z�r�b�g�g�_�� �g�Z�\�q�Z�g�g�y�� �a��

�i�•�^�d�j�•�i�e�_�g�g�y�f�� �Z�[�h�� �f�_�l�h�^�b���� �s�h�� �\�b�d�h�j�b�k�l�h�\�m�x�l�v�� �Z�^�Z�i�l�b�\�g�•�� �f�h�^�_�e�•���� �k�l�Z�}��

�g�Z�^�a�\�b�q�Z�c�g�h���\�Z�`�e�b�\�h�x [16-18]�� 

�G�_�a�\�Z�`�Z�x�q�b�� �g�Z�� �q�b�k�e�_�g�g�•�� �l�j�m�^�g�h�s�•���� �s�h�� �\�b�g�b�d�Z�x�l�v�� �q�_�j�_�a�� �Z�i�j�•�h�j�g�m��

�g�_�\�b�a�g�Z�q�_�g�•�k�l�v�� �l�Z�� �\�b�d�j�b�\�e�_�g�•�k�l�v���� �k�m�q�Z�k�g�•�� �f�_�l�h�^�b�� �h�[�j�h�[�d�b�� �i�h�l�h�d�•�\�� �^�Z�g�b�o��

�j�h�[�e�y�l�v�� �a�g�Z�q�g�b�c�� �i�j�h�]�j�_�k [20, 24]���� �<�h�g�b�� �\�d�e�x�q�Z�x�l�v�� �\�� �k�_�[�_�� �•�g�l�_�]�j�Z�p�•�x��

�Z�e�]�h�j�b�l�f�•�\���� �s�h�� �^�h�a�\�h�e�y�x�l�v�� �i�h�k�l�•�c�g�h�� �i�•�^�\�b�s�m�\�Z�l�b�� �l�h�q�g�•�k�l�v�� �d�e�Z�k�b�n�•�d�Z�p�•�c����

�h�i�l�b�f�•�a�m�\�Z�l�b�� �i�Z�j�Z�f�_�l�j�b�� �f�h�^�_�e�_�c�� �m�� �i�j�h�p�_�k�•�� �g�Z�\�q�Z�g�g�y���� �Z�� �l�Z�d�h�`�� �•�g�l�_�]�j�m�\�Z�l�b��

�_�e�_�f�_�g�l�b�� �k�Z�f�h�g�Z�\�q�Z�g�g�y���� �L�Z�d�•�� �i�•�^�o�h�^�b�� �^�h�a�\�h�e�y�x�l�v�� �a�g�b�`�m�\�Z�l�b�� �\�i�e�b�\��

�\�b�d�j�b�\�e�_�g�b�o�� �^�Z�g�b�o�� �•�� �\�b�d�h�j�b�k�l�h�\�m�\�Z�l�b�� �g�Z�d�h�i�b�q�_�g�b�c�� �^�h�k�\�•�^�� �^�e�y�� �i�h�d�j�Z�s�_�g�g�y��

�i�j�h�p�_�k�m���h�[�j�h�[�d�b���� �s�h�� �}�� �\�Z�`�e�b�\�b�f�� �d�j�h�d�h�f�� �g�Z�� �r�e�y�o�m���^�h���m�k�i�•�r�g�h�]�h�� �\�b�j�•�r�_�g�g�y��

�i�j�h�[�e�_�f�b���\���m�f�h�\�Z�o���j�_�Z�e�v�g�h�]�h���q�Z�k�m [26, 29]�� 

�L�Z�d�b�f���q�b�g�h�f�����h�[�j�h�[�d�Z���i�h�l�h�d�•�\���^�Z�g�b�o���a�Z���m�f�h�\���Z�i�j�•�h�j�g�h�€���g�_�\�b�a�g�Z�q�_�g�h�k�l�•��

�l�Z�� �\�b�d�j�b�\�e�_�g�h�k�l�•�� �}�� �\�Z�`�e�b�\�h�x�� �i�j�h�[�e�_�f�h�x���� �s�h�� �i�h�l�j�_�[�m�}�� �j�h�a�\�b�l�d�m�� �g�h�\�b�o��

�l�_�o�g�h�e�h�]�•�c�� �•�� �i�•�^�o�h�^�•�\�� �^�e�y�� �Z�^�Z�i�l�Z�p�•�€�� �Z�e�]�h�j�b�l�f�•�\�� �^�h�� �a�f�•�g�x�\�Z�g�b�o�� �m�f�h�\����

�a�Z�[�_�a�i�_�q�_�g�g�y�� �k�l�•�c�d�h�k�l�•�� �^�h�� �Z�g�h�f�Z�e�•�c�� �l�Z�� �i�•�^�\�b�s�_�g�g�y�� �l�h�q�g�h�k�l�•�� �Z�g�Z�e�•�a�m�� �\��

�j�_�Z�e�v�g�h�f�m�� �q�Z�k�•���� �J�•�r�_�g�g�y�� �p�b�o�� �a�Z�\�^�Z�g�v�� �^�h�a�\�h�e�b�l�v�� �a�g�Z�q�g�h�� �i�h�d�j�Z�s�b�l�b��

�_�n�_�d�l�b�\�g�•�k�l�v���h�[�j�h�[�d�b���\�_�e�b�d�b�o���h�[�k�y�]�•�\���^�Z�g�b�o���\���j�•�a�g�b�o���]�Z�e�m�a�y�o�����\�•�^���n�•�g�Z�g�k�h�\�b�o��

�l�_�o�g�h�e�h�]�•�c���^�h���h�o�h�j�h�g�b���a�^�h�j�h�\�¶�y���•���g�Z�m�d�b�� 

 

 

������ �I�h�l�h�d�b���^�Z�g�b�o���l�Z���€�o���h�g�e�Z�c�g���h�[�j�h�[�d�Z����

��

�I�h�l�h�d�b�� �^�Z�g�b�o�� �}�� �\�Z�`�e�b�\�b�f�� �d�h�f�i�h�g�_�g�l�h�f�� �k�m�q�Z�k�g�b�o�� �•�g�n�h�j�f�Z�p�•�c�g�b�o��

�k�b�k�l�_�f���� �s�h���^�h�a�\�h�e�y�x�l�v�� �a�^�•�c�k�g�x�\�Z�l�b�� �h�[�j�h�[�d�m���•�g�n�h�j�f�Z�p�•�€�� �\���j�_�`�b�f�•�� �j�_�Z�e�v�g�h�]�h��
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�q�Z�k�m [5, 9, 12]���� �<�h�g�b�� �m�l�\�h�j�x�x�l�v�k�y�� �y�d�� �[�_�a�i�_�j�_�j�\�g�•�� �i�h�k�e�•�^�h�\�g�h�k�l�•�� �i�h�^�•�c�� �Z�[�h��

�i�h�\�•�^�h�f�e�_�g�v���� �s�h�� �]�_�g�_�j�m�x�l�v�k�y�� �l�Z�d�b�f�b�� �^�`�_�j�_�e�Z�f�b���� �y�d�� �f�h�[�•�e�v�g�•�� �i�j�b�k�l�j�h�€����

�^�Z�l�q�b�d�b�� �1�g�l�_�j�g�_�l�m�� �j�_�q�_�c���� �k�h�p�•�Z�e�v�g�•�� �i�e�Z�l�n�h�j�f�b�� �q�b�� �n�•�g�Z�g�k�h�\�•�� �k�b�k�l�_�f�b����

�H�k�g�h�\�g�h�x�� �h�k�h�[�e�b�\�•�k�l�x�� �i�h�l�h�d�•�\�� �^�Z�g�b�o�� �}�� �€�o�� �[�_�a�i�_�j�_�j�\�g�•�k�l�v���� �^�b�g�Z�f�•�q�g�•�k�l�v�� �•��

�\�b�k�h�d�Z�� �r�\�b�^�d�•�k�l�v�� �g�Z�^�o�h�^�`�_�g�g�y���� �s�h�� �\�b�f�Z�]�Z�}�� �\�b�d�h�j�b�k�l�Z�g�g�y�� �k�i�_�p�•�Z�e�•�a�h�\�Z�g�b�o��

�i�•�^�o�h�^�•�\���^�h���h�[�j�h�[�d�b�����>�Z�g�•���i�h�l�h�d�•�\���h�[�j�h�[�e�y�x�l�v�k�y���g�Z���e�v�h�l�m�����s�h���\�•�^�j�•�a�g�y�}���€�o���\�•�^��

�l�j�Z�^�b�p�•�c�g�b�o���k�l�Z�l�b�q�g�b�o���g�Z�[�h�j�•�\�����^�_���h�[�j�h�[�d�Z���a�^�•�c�k�g�x�}�l�v�k�y���i�Z�d�_�l�g�h�� 

�K�m�q�Z�k�g�•�� �l�_�o�g�h�e�h�]�•�€�� �h�[�j�h�[�d�b�� �i�h�l�h�d�•�\�� �[�Z�a�m�x�l�v�k�y�� �g�Z�� �\�b�d�h�j�b�k�l�Z�g�g�•��

�k�i�_�p�•�Z�e�•�a�h�\�Z�g�b�o���i�e�Z�l�n�h�j�f���� �G�Z�i�j�b�d�e�Z�^�����$�S�D�F�K�H���.�D�I�N�D���a�Z�[�_�a�i�_�q�m�}�� �i�_�j�_�^�Z�q�m���l�Z��

�a�[�_�j�•�]�Z�g�g�y�� �i�h�l�h�d�•�\�� �m�� �j�_�`�b�f�•�� �j�_�Z�e�v�g�h�]�h�� �q�Z�k�m���� �]�Z�j�Z�g�l�m�}�� �€�o�� �g�Z�^�•�c�g�•�k�l�v�� �l�Z��

�f�Z�k�r�l�Z�[�h�\�Z�g�•�k�l�v���� �$�S�D�F�K�H�� �)�O�L�Q�N�� �}�� �i�h�l�m�`�g�b�f�� �•�g�k�l�j�m�f�_�g�l�h�f�� �^�e�y�� �\�b�d�h�g�Z�g�g�y��

�k�d�e�Z�^�g�h�]�h���Z�g�Z�e�•�a�m�����a�h�d�j�_�f�Z���l�j�Z�g�k�n�h�j�f�Z�p�•�€���^�Z�g�b�o�����d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€���Z�[�h���\�b�y�\�e�_�g�g�y��

�Z�g�h�f�Z�e�•�c���� �$�S�D�F�K�H�� �6�S�D�U�N�� �6�W�U�H�D�P�L�Q�J���� �m�� �k�\�h�x�� �q�_�j�]�m���� �^�h�a�\�h�e�y�}�� �i�h�}�^�g�m�\�Z�l�b��

�i�h�l�h�d�h�\�m�� �•�� �i�Z�d�_�l�g�m�� �h�[�j�h�[�d�m���� �g�Z�^�Z�x�q�b�� �f�h�`�e�b�\�•�k�l�v�� �Z�g�Z�e�•�a�m�� �^�Z�g�b�o�� �m�� �\�b�]�e�y�^�•��

�f�•�d�j�h-�[�Z�l�q�•�\���� �F�_�l�h�^�b�� �h�[�j�h�[�d�b�� �i�h�l�h�d�•�\�� �^�Z�g�b�o�� �\�d�e�x�q�Z�x�l�v�� �n�•�e�v�l�j�Z�p�•�x�� �^�e�y��

�\�•�^�[�h�j�m�� �j�_�e�_�\�Z�g�l�g�h�€�� �•�g�n�h�j�f�Z�p�•�€���� �Z�]�j�_�]�Z�p�•�x�� �^�e�y�� �m�a�Z�]�Z�e�v�g�_�g�g�y�� �^�Z�g�b�o�� �l�Z�� �Z�g�Z�e�•�a��

�Z�g�h�f�Z�e�•�c�����s�h���^�h�a�\�h�e�y�}���\�b�y�\�e�y�l�b���g�_�l�b�i�h�\�•���i�h�^�•�€ [11, 24, 31]�� 

�I�h�l�h�d�b�� �^�Z�g�b�o�� �Z�d�l�b�\�g�h�� �\�b�d�h�j�b�k�l�h�\�m�x�l�v�k�y�� �m�� �[�Z�]�Z�l�v�h�o�� �]�Z�e�m�a�y�o���� �M��

�n�•�g�Z�g�k�h�\�•�c�� �k�n�_�j�•�� �\�h�g�b�� �}�� �h�k�g�h�\�h�x�� �^�e�y�� �Z�e�]�h�j�b�l�f�•�q�g�h�€�� �l�h�j�]�•�\�e�•���� �\�b�y�\�e�_�g�g�y��

�r�Z�o�j�Z�c�k�l�\�Z�� �l�Z�� �h�p�•�g�d�b�� �j�b�a�b�d�•�\���� �1�g�l�_�j�g�_�l�� �j�_�q�_�c�� �]�_�g�_�j�m�}�� �\�_�e�b�q�_�a�g�•�� �h�[�k�y�]�b��

�i�h�l�h�d�•�\���� �s�h�� �\�b�d�h�j�b�k�l�h�\�m�x�l�v�k�y�� �^�e�y�� �h�i�l�b�f�•�a�Z�p�•�€�� �•�g�n�j�Z�k�l�j�m�d�l�m�j�b����

�i�j�h�]�g�h�a�m�\�Z�g�g�y�� �g�_�k�i�j�Z�\�g�h�k�l�_�c�� �h�[�e�Z�^�g�Z�g�g�y�� �l�Z�� �m�i�j�Z�\�e�•�g�g�y�� �•�g�l�_�e�_�d�l�m�Z�e�v�g�b�f�b��

�k�b�k�l�_�f�Z�f�b�����<���f�_�^�b�p�b�g�•���i�h�l�h�d�b���^�Z�g�b�o���^�h�a�\�h�e�y�x�l�v���m���j�_�Z�e�v�g�h�f�m���q�Z�k�•���Z�g�Z�e�•�a�m�\�Z�l�b��

�[�•�h�f�_�l�j�b�q�g�•�� �i�h�d�Z�a�g�b�d�b�� �i�Z�p�•�}�g�l�•�\���� �a�Z�[�_�a�i�_�q�m�x�q�b�� �f�h�`�e�b�\�•�k�l�v�� �h�i�_�j�Z�l�b�\�g�h�]�h��

�j�_�Z�]�m�\�Z�g�g�y���g�Z���a�f�•�g�b���€�o�g�v�h�]�h���k�l�Z�g�m�� 

�H�^�g�Z�d�����\�b�d�h�j�b�k�l�Z�g�g�y���i�h�l�h�d�•�\���^�Z�g�b�o���k�m�i�j�h�\�h�^�`�m�}�l�v�k�y���g�b�a�d�h�x���\�b�d�e�b�d�•�\����

�P�_�����a�h�d�j�_�f�Z�� �g�_�h�[�o�•�^�g�•�k�l�v���a�Z�[�_�a�i�_�q�_�g�g�y���f�Z�k�r�l�Z�[�h�\�Z�g�h�k�l�•���h�[�j�h�[�d�b�����f�•�g�•�f�•�a�Z�p�•�€��

�a�Z�l�j�b�f�h�d�� �l�Z�� �_�n�_�d�l�b�\�g�h�]�h�� �\�b�d�h�j�b�k�l�Z�g�g�y�� �h�[�q�b�k�e�x�\�Z�e�v�g�b�o�� �j�_�k�m�j�k�•�\���� �A�•��

�a�j�h�k�l�Z�g�g�y�f���h�[�k�y�]�•�\���i�h�l�h�d�•�\���•���j�h�a�\�b�l�d�h�f���l�_�o�g�h�e�h�]�•�c���f�Z�r�b�g�g�h�]�h���g�Z�\�q�Z�g�g�y���k�l�Z�}��

�f�h�`�e�b�\�b�f�� �\�i�j�h�\�Z�^�`�_�g�g�y�� �g�h�\�b�o�� �i�•�^�o�h�^�•�\���� �s�h�� �^�h�a�\�h�e�y�x�l�v�� �•�g�l�_�]�j�m�\�Z�l�b�� �Z�g�Z�e�•�a��
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�i�h�l�h�d�h�\�b�o�� �^�Z�g�b�o�� �•�a�� �j�h�a�m�f�g�b�f�b�� �Z�e�]�h�j�b�l�f�Z�f�b���� �L�Z�d�b�f�� �q�b�g�h�f���� �i�h�l�h�d�b�� �^�Z�g�b�o�� �}��

�\�Z�`�e�b�\�b�f���•�g�k�l�j�m�f�_�g�l�h�f���^�e�y���\�b�j�•�r�_�g�g�y���k�m�q�Z�k�g�b�o���a�Z�\�^�Z�g�v���h�[�j�h�[�d�b���•�g�n�h�j�f�Z�p�•�€����

�Z���l�_�o�g�h�e�h�]�•�€�����s�h���a�Z�[�_�a�i�_�q�m�x�l�v���€�o���h�[�j�h�[�d�m�����i�j�h�^�h�\�`�m�x�l�v���j�h�a�\�b�\�Z�l�b�k�y�� 

�G�Z�[�•�j�� �\�o�•�^�g�b�o�� �^�Z�g�b�o���a�j�m�q�g�h �i�j�_�^�k�l�Z�\�b�l�b�� �m�� �\�b�]�e�y�^�•�� �l�Z�[�e�b�p�•�� �©�h�[�¶�}�d�l-

�\�e�Z�k�l�b�\�•�k�l�v�ª���� �^�_���k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�g�y �a�Z�i�b�k�Z�g�•���m�� �\�b�]�e�y�^�•���\�_�d�l�h�j�Z-�k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�v��

�� �� �� �� �� �� �� ���^ �`�� �� �� ���������� �������� n� O � o � o � o � N � o � 1 � 5� �• ���� �^�_�� �� �� n� o � N � 5�•  – �N-�l�b�c�� �\�_�d�l�h�j-

�k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�g�y�����N- �Z�[�h�� �g�h�f�_�j�� �p�v�h�]�h�� �k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�g�y�� �\�� �f�Z�k�b�\�•�� �^�Z�g�b�o���O���� �Z�[�h��

�i�h�l�h�q�g�b�c�� �^�b�k�d�j�_�l�g�b�c�� �q�Z�k�� �\�� �a�Z�^�Z�q�Z�o�� �'�D�W�D�� �6�W�U�H�D�P�� �0�L�Q�L�Q�J���� �I�_�j�_�^�[�Z�q�Z�}�l�v�k�y�� 

�l�Z�d�h�`���� �s�h�� �^�Z�g�•���� �y�d�•�� �g�Z�^�o�h�^�y�l�v�� �g�Z�� �h�[�j�h�[�d�m���� �g�h�j�f�h�\�Z�g�•�� �\�� �]�•�i�_�j�d�m�[���> �@1;1��   

�l�Z�d���� �s�h�� �� ��1 1i� o � N� � � d � d���� �^�_�� �� ���� ���� ������������i� o � N � L � Q�  – i -�l�Z�� �d�h�f�i�h�g�_�g�l�Z�� �\�_�d�l�h�j�Z�� 

�k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�v��( )� o � N[32]�� 

 

�L�Z�[�e�b�p�y����������– �I�j�b�d�e�Z�^���l�Z�[�e�b�p�•���©�h�[�¶�}�d�l��- �\�e�Z�k�l�b�\�•�k�l�v�ª�� 

 Id �6�H�S�D�O�/�H�J�W�K 
�&�P 

�6�H�S�D�O�:�L�G�W�K 
�&�P 

�3�H�Q�W�D�O�/�H�J�W�K 
�&�P 

�3�H�Q�W�D�O�:�L�G�W�K 
�&�P 

�6�S�H�F�L�H�V 

0 1 ������ ������ ������ ������ �,�U�L�V-�6�H�W�R�V�D 

1 2 ������ ������ ������ ������ �,�U�L�V-�6�H�W�R�V�D 

2 3 ������ ������ ������ ������ �,�U�L�V-�6�H�W�R�V�D 

3 4 ������ ������ ������ ������ �,�U�L�V-�6�H�W�R�V�D 

4 5 ������ ������ ������ ������ �,�U�L�V-�6�H�W�R�V�D 

 

 

������ �<�b�d�j�b�\�e�_�g�•���^�Z�g�•��

��

�K�m�q�Z�k�g�b�c�� �k�l�Z�g�� �i�b�l�Z�g�g�y�� �h�[�j�h�[�d�b�� �i�h�l�h�d�•�\�� �^�Z�g�b�o���� �\�b�d�j�b�\�e�_�g�b�o�� �a�Z�\�Z�^�Z�f�b��

�l�Z�� �i�j�h�i�m�k�d�Z�f�b���� �o�Z�j�Z�d�l�_�j�b�a�m�}�l�v�k�y�� �i�h�k�l�•�c�g�b�f�� �j�h�a�\�b�l�d�h�f�� �f�_�l�h�^�•�\���� �y�d�•��
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�^�h�a�\�h�e�y�x�l�v�� �i�j�Z�p�x�\�Z�l�b�� �a�� �l�Z�d�b�f�b�� �^�Z�g�b�f�b�� �m�� �j�_�Z�e�v�g�h�f�m�� �q�Z�k�• [34-36]���� �H�k�d�•�e�v�d�b��

�a�[�b�j�Z�g�g�y�� �^�Z�g�b�o�� �a�� �j�•�a�g�b�o�� �^�`�_�j�_�e���� �l�Z�d�b�o�� �y�d�� �k�_�g�k�h�j�b���� �k�h�p�•�Z�e�v�g�•�� �f�_�j�_�`�•�� �l�Z��

�•�g�l�_�j�g�_�l�� �j�_�q�_�c���� �k�l�Z�}�� �\�k�_�� �[�•�e�v�r�� �Z�d�l�m�Z�e�v�g�b�f���� �a�j�h�k�l�Z�}�� �i�h�l�j�_�[�Z�� �m�� �_�n�_�d�l�b�\�g�b�o��

�i�•�^�o�h�^�Z�o���^�h���h�q�b�s�_�g�g�y���•���d�h�j�_�d�p�•�€���^�Z�g�b�o�����s�h�[���a�Z�[�_�a�i�_�q�b�l�b���l�h�q�g�•�k�l�v���•���g�Z�^�•�c�g�•�k�l�v��

�j�_�a�m�e�v�l�Z�l�•�\�� 

�<�Z�`�e�b�\�h�x�� �i�j�h�[�e�_�f�h�x�� �}�� �a�[�m�j�_�g�g�y���� �y�d�_�� �f�h�`�_�� �\�b�g�b�d�Z�l�b�� �q�_�j�_�a�� �l�_�o�g�•�q�g�•��

�g�_�i�h�e�Z�^�d�b���� �a�h�\�g�•�r�g�•�� �\�i�e�b�\�b�� �q�b�� �\�b�i�Z�^�d�h�\�•�� �d�h�e�b�\�Z�g�g�y���� �s�h�� �k�i�h�l�\�h�j�x�x�l�v�� �^�Z�g�•����

�<�k�_���p�_���f�h�`�_���•�k�l�h�l�g�h���\�i�e�b�g�m�l�b���g�Z���l�h�q�g�•�k�l�v���h�[�j�h�[�d�b���l�Z���i�j�b�c�g�y�l�l�y���j�•�r�_�g�v�����y�d�s�h��

�g�_���a�Z�k�l�h�k�h�\�m�\�Z�l�b���f�_�l�h�^�b���n�•�e�v�l�j�Z�p�•�€���q�b���m�k�m�g�_�g�g�y���a�Z�\�Z�^���� 

�I�j�h�i�m�k�d�b�� �^�Z�g�b�o�� �l�Z�d�h�`�� �}�� �k�_�j�c�h�a�g�h�x�� �i�j�h�[�e�_�f�h�x���� �Z�^�`�_�� �\�h�g�b�� �f�h�`�m�l�v��

�\�b�g�b�d�Z�l�b�� �q�_�j�_�a�� �g�_�^�h�k�l�m�i�g�•�k�l�v�� �^�`�_�j�_�e�Z�� �Z�[�h�� �l�_�o�g�•�q�g�•�� �a�[�h�€���� �s�h�� �k�i�j�b�q�b�g�y�x�l�v��

�\�l�j�Z�l�m���\�Z�`�e�b�\�h�€���•�g�n�h�j�f�Z�p�•�€�����D�j�•�f���l�h�]�h�����i�j�h�i�m�k�d�b���f�h�`�m�l�v���m�k�d�e�Z�^�g�x�\�Z�l�b���Z�g�Z�e�•�a��

�•�� �f�h�^�_�e�x�\�Z�g�g�y���� �h�k�d�•�e�v�d�b�� �\�l�j�Z�l�Z�� �g�Z�\�•�l�v�� �g�_�\�_�e�b�d�h�€�� �q�Z�k�l�b�g�b�� �^�Z�g�b�o�� �f�h�`�_��

�i�j�b�a�\�_�k�l�b���^�h���a�g�Z�q�g�b�o���i�h�o�b�[�h�d�� 

�<�b�d�j�b�\�e�_�g�g�y���^�Z�g�b�o��- �s�_���h�^�g�Z���i�j�h�[�e�_�f�Z�����a���y�d�h�x���k�l�b�d�Z�x�l�v�k�y���i�j�b���h�[�j�h�[�p�•��

�i�h�l�h�d�•�\�� �•�g�n�h�j�f�Z�p�•�€, �s�h �f�h�`�_�� �[�m�l�b�� �j�_�a�m�e�v�l�Z�l�h�f�� �i�h�f�b�e�h�d�� �i�j�b�� �a�[�h�j�•�� �^�Z�g�b�o����

�g�_�i�j�Z�\�b�e�v�g�h�� �g�Z�e�Z�r�l�h�\�Z�g�b�o�� �k�_�g�k�h�j�•�\�� �q�b�� �i�j�h�]�j�Z�f�g�b�o�� �i�h�f�b�e�h�d���� �L�Z�d�•��

�\�b�d�j�b�\�e�_�g�g�y�� �\�b�f�Z�]�Z�x�l�v�� �a�Z�k�l�h�k�m�\�Z�g�g�y�� �k�d�e�Z�^�g�b�o�� �Z�e�]�h�j�b�l�f�•�\ [38-40] �^�e�y��

�d�h�j�_�d�p�•�€ �l�Z�� �g�h�j�f�Z�e�•�a�Z�p�•�€���� �s�h�[�� �a�Z�[�_�a�i�_�q�b�l�b�� �^�h�k�l�h�\�•�j�g�•�k�l�v�� �l�Z�� �_�n�_�d�l�b�\�g�•�k�l�v��

�i�h�^�Z�e�v�r�h�€���h�[�j�h�[�d�b�� 

�>�e�y�� �\�b�j�•�r�_�g�g�y�� �p�b�o�� �i�j�h�[�e�_�f�� �j�h�a�j�h�[�e�y�x�l�v�k�y�� �j�•�a�g�•�� �i�•�^�o�h�^�b���� �a�h�d�j�_�f�Z��

�\�b�d�h�j�b�k�l�Z�g�g�y���f�_�l�h�^�•�\���k�l�Z�l�b�k�l�b�d�b�����f�Z�r�b�g�g�h�]�h���g�Z�\�q�Z�g�g�y�����n�•�e�v�l�j�Z�p�•�€���k�b�]�g�Z�e�•�\���•��

�f�_�l�h�^�•�\�� �a�Z�i�h�\�g�_�g�g�y�� �i�j�h�i�m�k�d�•�\���� �s�h�� �^�h�a�\�h�e�y�}�� �a�f�_�g�r�b�l�b�� �\�i�e�b�\�� �a�[�m�j�_�g�g�y�� �l�Z��

�i�j�h�i�m�k�d�•�\���•���i�h�d�j�Z�s�b�l�b���y�d�•�k�l�v���h�[�j�h�[�e�_�g�b�o���^�Z�g�b�o [42]���� 

�M���k�\�h�x���q�_�j�]�m�����p�_���k�i�j�b�y�}���i�•�^�\�b�s�_�g�g�x���l�h�q�g�h�k�l�•���f�h�^�_�e�_�c���i�j�h�]�g�h�a�m�\�Z�g�g�y��

�l�Z���i�j�b�c�g�y�l�l�y���j�•�r�_�g�v���\���m�f�h�\�Z�o���g�_�\�b�a�g�Z�q�_�g�h�k�l�•���l�Z���g�_�i�h�\�g�h�l�b���^�Z�g�b�o�� 

�G�Z�[�•�j�� �\�o�•�^�g�b�o�� �^�Z�g�b�o�� �f�h�`�g�Z�� �i�j�_�^�k�l�Z�\�b�l�b�� �m�� �\�b�]�e�y�^�•�� �l�Z�[�e�b�p�•�� �©�h�[�¶�}�d�l-

�\�e�Z�k�l�b�\�•�k�l�v�ª���� �^�_�� �_�d�a�_�f�i�e�y�j�b�� �a�Z�i�b�k�Z�g�•�� �\�_�d�l�h�j�h�f-�k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�v��

�� �� �� �� �� �� �� ���^ �`�� �� �� ���������� �������� n� O � o � o � o � N � o � 1 � 5� �• �����i�j�b���p�v�h�f�m���^�h�i�m�k�d�Z�}�l�v�k�y�����s�h�� G�O  �j�y�^�d�•�\��
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�f�h�`�m�l�v�� �f�Z�l�b�� �i�h�� �h�^�g�h�f�m�� �\�b�d�j�b�\�e�_�g�h�f�m�� �a�g�Z�q�_�g�g�x���� �Z�� F G� O � O � O� ��  �a�Z�i�h�\�g�_�g�•��

�i�h�\�g�•�k�l�x�� 

 

�L�Z�[�e�b�p�y�� ����2 – �I�j�b�d�e�Z�^�� �l�Z�[�e�b�p�•�� �©�h�[�¶�}�d�l-�\�e�Z�k�l�b�\�•�k�l�v�ª�� �a�� �\�b�d�j�b�\�e�_�g�b�f�b��

�^�Z�g�b�f�b 

 Id �6�H�S�D�O�/�H�J�W�K 
�&�P 

�6�H�S�D�O�:�L�G�W�K 
�&�P 

�3�H�Q�W�D�O�/�H�J�W�K 
�&�P 

�3�H�Q�W�D�O�:�L�G�W�K 
�&�P 

�6�S�H�F�L�H�V 

0 1 ������ ������ ������ ������ �,�U�L�V-�6�H�W�R�V�D 

1 2 ������ ������ ������ ������ �,�U�L�V-�6�H�W�R�V�D 

2 3 ������ ������ NaN ������ �,�U�L�V-�6�H�W�R�V�D 

3 4 ������ ������ ������ ������ �,�U�L�V-�6�H�W�R�V�D 

4 5 ������ ������ ������ ������ �,�U�L�V-�6�H�W�R�V�D 

 

�L�h�^�•�����f�h�`�g�Z���a�Z�i�b�k�Z�l�b 
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�^�_�� { | - �\�_�d�l�h�j�����s�h���f�•�k�l�b�l�v���\�k�•���k�d�e�Z�^�h�\�•�`� ) � N � N� O � o � O � o� �• ; 

{ ,1 ,1 |  �\�k�•���a�g�Z�q�_�g�g�y�� �� �s�h���f�•�k�l�y�l�v�k�y���\�� �`�3 �N�L �N� O � o � L � Q � N � 1� o � O�  � d � d � d � d ; 

{ ?,1 ,1 |  �\�k�•���a�g�Z�q�_�g�g�y�� �� �s�h���\�•�^�k�m�l�g�•���\��

(�\�b�d�j�b�\�e�_�g�•���^�Z�g�•�����i�j�h�i�m�k�d�b�����Z�g�h�f�Z�e�v�g�•���\�b�d�b�^�b���`��
�* �N�L �N� O � o � L � Q � N � 1� o � O�  �  � d � d � d � d
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������ �:�g�Z�e�•�a�� �•�k�g�m�x�q�b�o�� �f�_�l�h�^�•�\���•�g�l�_�e�_�d�l�m�Z�e�v�g�h�]�h�� �Z�g�Z�e�•�a�m���i�h�l�h�d�•�\��

�^�Z�g�b�o��

��

�1�g�l�_�e�_�d�l�m�Z�e�v�g�b�c�� �Z�g�Z�e�•�a�� �i�h�l�h�d�•�\�� �^�Z�g�b�o�� �}�� �\�Z�`�e�b�\�h�x�� �]�Z�e�m�a�a�x�� �k�m�q�Z�k�g�h�€��

�g�Z�m�d�b�����s�h���^�h�k�e�•�^�`�m�}���f�_�l�h�^�b���h�[�j�h�[�d�b�����Z�g�Z�e�•�a�m���l�Z���h�l�j�b�f�Z�g�g�y���a�g�Z�g�v���•�a���\�_�e�b�d�b�o��

�h�[�k�y�]�•�\���•�g�n�h�j�f�Z�p�•�€�����y�d�•���g�Z�^�o�h�^�y�l�v���m���j�_�`�b�f�•���j�_�Z�e�v�g�h�]�h���q�Z�k�m [90-93]�����P�y���k�n�_�j�Z��

�[�Z�a�m�}�l�v�k�y�� �g�Z�� �^�h�k�y�]�g�_�g�g�y�o�� �•�g�n�h�j�f�Z�l�b�d�b���� �k�l�Z�l�b�k�l�b�d�b���� �f�Z�l�_�f�Z�l�b�q�g�h�]�h��

�f�h�^�_�e�x�\�Z�g�g�y���l�Z���f�Z�r�b�g�g�h�]�h���g�Z�\�q�Z�g�g�y�����<�h�g�Z���f�Z�}���g�Z���f�_�l�•���k�l�\�h�j�_�g�g�y���_�n�_�d�l�b�\�g�b�o��

�Z�e�]�h�j�b�l�f�•�\���•���k�b�k�l�_�f�����a�^�Z�l�g�b�o���i�j�Z�p�x�\�Z�l�b���a�•���r�\�b�^�d�h���a�f�•�g�g�b�f�b���l�Z���]�_�l�_�j�h�]�_�g�g�b�f�b��

�i�h�l�h�d�Z�f�b���^�Z�g�b�o�� 

�M���k�m�q�Z�k�g�•�c���g�Z�m�p�•���l�Z���l�_�o�g�h�e�h�]�•�y�o���Z�g�Z�e�•�a���i�h�l�h�d�•�\���^�Z�g�b�o���o�Z�j�Z�d�l�_�j�b�a�m�}�l�v�k�y��

�k�i�_�p�b�n�•�q�g�b�f�b�� �\�b�d�e�b�d�Z�f�b���� �H�^�g�•�}�x�� �a�� �d�e�x�q�h�\�b�o�� �i�j�h�[�e�_�f�� �}�� �\�b�k�h�d�Z�� �r�\�b�^�d�•�k�l�v��

�g�Z�^�o�h�^�`�_�g�g�y���•�g�n�h�j�f�Z�p�•�€�����s�h���\�b�f�Z�]�Z�}���g�_�]�Z�c�g�h�€���h�[�j�h�[�d�b�����•�g�Z�d�r�_���^�Z�g�•���\�l�j�Z�q�Z�x�l�v��

�k�\�h�x�� �Z�d�l�m�Z�e�v�g�•�k�l�v���� �D�j�•�f�� �l�h�]�h���� �h�[�k�y�]�b�� �i�h�l�h�d�•�\�� �f�h�`�m�l�v�� �i�_�j�_�\�b�s�m�\�Z�l�b��

�f�h�`�e�b�\�h�k�l�•�� �a�[�_�j�_�`�_�g�g�y���� �l�h�f�m�� �Z�g�Z�e�•�a�� �g�_�j�•�^�d�h�� �a�^�•�c�k�g�x�}�l�v�k�y�� �g�Z�� �e�v�h�l�m���� �[�_�a��

�i�j�h�f�•�`�g�h�]�h�� �a�[�_�j�•�]�Z�g�g�y���� �=�_�l�_�j�h�]�_�g�g�•�k�l�v�� �^�Z�g�b�o�� �l�Z�d�h�`�� �k�l�\�h�j�x�}�� �l�j�m�^�g�h�s�•����

�h�k�d�•�e�v�d�b���i�h�l�h�d�b���f�h�`�m�l�v���f�•�k�l�b�l�b���l�_�d�k�l�����\�•�^�_�h�����a�\�m�d�h�\�•���k�b�]�g�Z�e�b���Z�[�h���q�b�k�e�h�\�•���^�Z�g�•�� 

�F�_�l�h�^�b�� �•�g�l�_�e�_�d�l�m�Z�e�v�g�h�]�h�� �Z�g�Z�e�•�a�m�� �^�Z�g�b�o�� �m�� �i�h�l�h�d�Z�o�� �k�i�j�y�f�h�\�Z�g�•�� �g�Z��

�\�b�j�•�r�_�g�g�y�� �p�b�o�� �a�Z�\�^�Z�g�v���� �<�h�g�b�� �\�d�e�x�q�Z�x�l�v�� �Z�e�]�h�j�b�l�f�b�� �d�e�Z�k�b�n�•�d�Z�p�•�€���� �j�_�]�j�_�k�•�€����

�d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€���� �^�_�l�_�d�l�m�\�Z�g�g�y�� �Z�g�h�f�Z�e�•�c���� �Z�� �l�Z�d�h�`�� �•�g�k�l�j�m�f�_�g�l�b�� �^�e�y�� �\�b�y�\�e�_�g�g�y��

�r�Z�[�e�h�g�•�\�� �•�� �l�j�_�g�^�•�\���� �G�Z�i�j�b�d�e�Z�^���� �a�Z�k�l�h�k�m�\�Z�g�g�y�� �f�_�l�h�^�•�\�� �f�Z�r�b�g�g�h�]�h�� �g�Z�\�q�Z�g�g�y��

�a�Z�[�_�a�i�_�q�m�}�� �Z�^�Z�i�l�b�\�g�•�k�l�v�� �k�b�k�l�_�f���� �y�d�Z�� �g�_�h�[�o�•�^�g�Z���^�e�y�� �j�h�[�h�l�b�� �\�� �m�f�h�\�Z�o�� �a�f�•�g�g�b�o��

�i�h�l�h�d�•�\�� �^�Z�g�b�o���� �>�b�g�Z�f�•�q�g�•�� �f�h�^�_�e�•���� �l�Z�d�•�� �y�d�� �j�_�d�m�j�_�g�l�g�•�� �g�_�c�j�h�g�g�•�� �f�_�j�_�`�•�� �l�Z��

�f�_�l�h�^�b�� �h�g�h�\�e�_�g�g�y�� �i�Z�j�Z�f�_�l�j�•�\�� �m�� �j�_�Z�e�v�g�h�f�m�� �q�Z�k�•���� �^�h�a�\�h�e�y�x�l�v�� �_�n�_�d�l�b�\�g�h��

�i�j�Z�p�x�\�Z�l�b���a���q�Z�k�h�\�b�f�b���j�y�^�Z�f�b [63, 64]�� 

�S�_�� �h�^�g�b�f�� �\�Z�`�e�b�\�b�f�� �g�Z�i�j�y�f�h�f�� �}�� �j�h�a�j�h�[�d�Z�� �f�_�o�Z�g�•�a�f�•�\�� �a�Z�[�_�a�i�_�q�_�g�g�y��

�f�Z�k�r�l�Z�[�h�\�Z�g�h�k�l�•���� �h�k�d�•�e�v�d�b�� �\�� �m�f�h�\�Z�o�� �a�j�h�k�l�Z�g�g�y�� �h�[�k�y�]�•�\�� �•�g�n�h�j�f�Z�p�•�€��

�h�[�q�b�k�e�x�\�Z�e�v�g�•�� �j�_�k�m�j�k�b�� �f�Z�x�l�v�� �\�b�d�h�j�b�k�l�h�\�m�\�Z�l�b�k�y �f�Z�d�k�b�f�Z�e�v�g�h�� �_�n�_�d�l�b�\�g�h����

�>�e�y�� �p�v�h�]�h�� �r�b�j�h�d�h�� �a�Z�k�l�h�k�h�\�m�x�l�v�k�y�� �j�h�a�i�h�^�•�e�_�g�•�� �h�[�q�b�k�e�x�\�Z�e�v�g�•�� �i�e�Z�l�n�h�j�f�b�� �l�Z��

�o�f�Z�j�g�•���k�_�j�_�^�h�\�b�s�Z�����y�d�•���i�•�^�l�j�b�f�m�x�l�v���i�Z�j�Z�e�_�e�v�g�m���h�[�j�h�[�d�m���i�h�l�h�d�•�\���^�Z�g�b�o�� 
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�M�� �d�h�g�l�_�d�k�l�•�� �i�j�b�d�e�Z�^�g�b�o�� �a�Z�^�Z�q���� �Z�g�Z�e�•�a�� �i�h�l�h�d�•�\�� �^�Z�g�b�o�� �a�g�Z�o�h�^�b�l�v��

�a�Z�k�l�h�k�m�\�Z�g�g�y�� �m�� �n�•�g�Z�g�k�h�\�•�c�� �k�n�_�j�•���� �^�_�� �\�•�g�� �\�b�d�h�j�b�k�l�h�\�m�}�l�v�k�y�� �^�e�y�� �\�b�y�\�e�_�g�g�y��

�i�•�^�h�a�j�•�e�b�o�� �l�j�Z�g�a�Z�d�p�•�c���� �Z�� �l�Z�d�h�`�� �m�� �f�h�g�•�l�h�j�b�g�]�m�� �j�b�g�d�h�\�b�o�� �l�j�_�g�^�•�\���� �M�� �k�n�_�j�•��

�f�_�^�b�p�b�g�b�� �l�Z�� �h�o�h�j�h�g�b�� �a�^�h�j�h�\�¶�y�� �f�_�l�h�^�b�� �h�[�j�h�[�d�b�� �i�h�l�h�d�h�\�b�o�� �^�Z�g�b�o�� �k�i�j�b�y�x�l�v��

�j�_�Z�e�v�g�h�f�m�� �f�h�g�•�l�h�j�b�g�]�m�� �k�l�Z�g�m�� �i�Z�p�•�}�g�l�•�\�� �l�Z�� �j�Z�g�g�v�h�f�m�� �\�b�y�\�e�_�g�g�x�� �d�j�b�l�b�q�g�b�o��

�k�l�Z�g�•�\���� �M�� �i�j�h�f�b�k�e�h�\�h�k�l�•�� �Z�g�Z�e�•�a�� �i�h�l�h�d�•�\�� �a�Z�k�l�h�k�h�\�m�}�l�v�k�y�� �^�e�y�� �h�i�l�b�f�•�a�Z�p�•�€��

�i�j�h�p�_�k�•�\�����i�j�h�]�g�h�a�m�\�Z�g�g�y���a�[�h�€�\���m���h�[�e�Z�^�g�Z�g�g�•���l�Z���a�f�_�g�r�_�g�g�y���i�j�h�k�l�h�€�\�� 

�K�m�q�Z�k�g�•�� �^�h�k�e�•�^�`�_�g�g�y�� �\�� �p�•�c�� �]�Z�e�m�a�•�� �l�Z�d�h�`�� �a�h�k�_�j�_�^�`�_�g�•�� �g�Z�� �j�h�a�\�¶�y�a�Z�g�g�•��

�i�b�l�Z�g�v�� �a�Z�[�_�a�i�_�q�_�g�g�y�� �i�j�b�\�Z�l�g�h�k�l�•�� �l�Z�� �[�_�a�i�_�d�b�� �^�Z�g�b�o�� �m�� �i�h�l�h�d�Z�o�����Z�^�`�_�� �\�_�e�b�d�•��

�h�[�k�y�]�b�� �•�g�n�h�j�f�Z�p�•�€�� �q�Z�k�l�h�� �f�•�k�l�y�l�v�� �d�h�g�n�•�^�_�g�p�•�c�g�•�� �Z�[�h�� �i�_�j�k�h�g�Z�e�v�g�•�� �^�Z�g�•���� �s�h 

�i�h�j�h�^�`�m�}�� �g�_�h�[�o�•�^�g�•�k�l�v�� �j�h�a�j�h�[�d�b�� �f�_�l�h�^�•�\���� �y�d�•�� �\�j�Z�o�h�\�m�x�l�v�� �g�_�� �e�b�r�_��

�_�n�_�d�l�b�\�g�•�k�l�v���h�[�j�h�[�d�b�����Z�e�_���c���\�b�f�h�]�b���^�h���_�l�b�q�g�h�k�l�•���l�Z���a�Z�o�b�k�l�m���•�g�n�h�j�f�Z�p�•�€�� 

�K�_�j�_�^�� �h�k�g�h�\�g�b�o�� �f�_�l�h�^�•�\�� �•�g�l�_�e�_�d�l�m�Z�e�v�g�h�]�h �Z�g�Z�e�•�a�m�� �i�h�l�h�d�•�\�� �^�Z�g�b�o��

�\�b�^�•�e�y�x�l�v�� �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�x���� �d�e�Z�k�b�n�•�d�Z�p�•�x���� �Z�k�h�p�•�Z�l�b�\�g�b�c�� �Z�g�Z�e�•�a���� �f�_�l�h�^�b��

�i�j�h�]�g�h�a�m�\�Z�g�g�y�� �l�Z�� �Z�e�]�h�j�b�l�f�b�� �\�b�y�\�e�_�g�g�y�� �Z�g�h�f�Z�e�•�c���� �G�_�a�\�Z�`�Z�x�q�b�� �g�Z�� �€�o��

�_�n�_�d�l�b�\�g�•�k�l�v���� �d�h�`�_�g�� �•�a�� �p�b�o�� �f�_�l�h�^�•�\�� �f�Z�}�� �k�\�h�€�� �g�_�^�h�e�•�d�b���� �s�h�� �m�k�d�e�Z�^�g�x�x�l�v��

�a�Z�k�l�h�k�m�\�Z�g�g�y���m���i�_�\�g�b�o���m�f�h�\�Z�o [65-�����@�� 

�H�^�g�b�f�� �•�a�� �k�m�l�l�}�\�b�o�� �\�b�d�e�b�d�•�\�� �}�� �h�[�f�_�`�_�g�g�y�� �h�[�q�b�k�e�x�\�Z�e�v�g�b�o�� �j�_�k�m�j�k�•�\����
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�H�^�g�b�f���•�a���d�e�x�q�h�\�b�o���i�•�^�o�h�^�•�\���}���•�g�l�_�]�j�Z�p�•�y���f�_�l�h�^�•�\���d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€���g�Z���h�k�g�h�\�•��

�p�_�g�l�j�•�\���� �l�Z�d�b�o�� �y�d���N-�k�_�j�_�^�g�•�o���� �•�a�� �Z�e�]�h�j�b�l�f�Z�f�b�� �s�•�e�v�g�•�k�g�h�]�h�� �Z�g�Z�e�•�a�m���� �l�Z�d�b�f�b�� �y�d��

�'�%�6�&�$�1�����P�_���^�h�a�\�h�e�y�}���k�l�\�h�j�x�\�Z�l�b���f�h�^�_�e�•�����y�d�•���h�^�g�h�q�Z�k�g�h���^�h�[�j�_���i�j�Z�p�x�x�l�v���•�a��

�^�Z�g�b�f�b�����s�h���f�Z�x�l�v���y�\�g�h���\�b�j�Z�`�_�g�m���k�l�j�m�d�l�m�j�m�����•���a���g�_�j�•�\�g�h�f�•�j�g�h���j�h�a�i�h�^�•�e�_�g�b�f�b��

�i�h�l�h�d�Z�f�b���� �1�g�r�b�c�� �g�Z�i�j�y�f�h�d�� �i�h�e�y�]�Z�}�� �m�� �\�b�d�h�j�b�k�l�Z�g�g�•�� �]�•�[�j�b�^�•�\�� �•�a�� �\�d�e�x�q�_�g�g�y�f��

�_�e�_�f�_�g�l�•�\�� �f�Z�r�b�g�g�h�]�h�� �g�Z�\�q�Z�g�g�y���� �l�Z�d�b�o�� �y�d�� �g�_�c�j�h�g�g�•�� �f�_�j�_�`�•���� �y�d�•�� �^�h�i�h�f�Z�]�Z�x�l�v��

�Z�^�Z�i�l�m�\�Z�l�b�k�y�� �^�h�� �d�h�g�p�_�i�l�m�Z�e�v�g�h�]�h�� �a�k�m�\�m�� �l�Z�� �a�Z�[�_�a�i�_�q�m�\�Z�l�b�� �[�•�e�v�r�� �\�b�k�h�d�m��

�l�h�q�g�•�k�l�v���d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€�� 

�K�m�q�Z�k�g�b�c�� �k�l�Z�g�� �]�•�[�j�b�^�g�b�o�� �f�_�l�h�^�•�\�� �l�Z�d�h�`�� �\�d�e�x�q�Z�}�� �i�h�}�^�g�Z�g�g�y�� �h�g�e�Z�c�g- �•��

�h�n�e�Z�c�g-�k�l�j�Z�l�_�]�•�c [44, 45-50]�����I�_�j�r�b�c���_�l�Z�i���h�[�j�h�[�d�b���\�b�d�h�g�m�}�l�v�k�y���\���j�_�Z�e�v�g�h�f�m��

�q�Z�k�•���^�e�y���]�j�m�[�h�€���d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€�����l�h�^�•���y�d���[�•�e�v�r���l�h�q�g�b�c���Z�g�Z�e�•�a���\�b�d�h�g�m�}�l�v�k�y���h�n�e�Z�c�g����

�d�h�e�b�� �h�[�k�y�]�� �^�Z�g�b�o�� �^�h�a�\�h�e�y�}�� �a�g�b�a�b�l�b�� �a�Z�l�j�b�f�d�b���� �P�_�� �a�Z�[�_�a�i�_�q�m�}�� �[�Z�e�Z�g�k�� �f�•�`��

�r�\�b�^�d�•�k�l�x���h�[�j�h�[�d�b���l�Z���y�d�•�k�l�x���j�_�a�m�e�v�l�Z�l�•�\�� 

�H�^�g�Z�d�� �]�•�[�j�b�^�g�•�� �f�_�l�h�^�b�� �f�Z�x�l�v�� �•�� �k�\�h�€�� �i�j�h�[�e�_�f�b���� �<�h�g�b�� �a�Z�a�\�b�q�Z�c��

�o�Z�j�Z�d�l�_�j�b�a�m�x�l�v�k�y�� �\�b�k�h�d�h�x�� �h�[�q�b�k�e�x�\�Z�e�v�g�h�x�� �k�d�e�Z�^�g�•�k�l�x���� �h�k�d�•�e�v�d�b 

�d�h�f�[�•�g�m�\�Z�g�g�y���i�•�^�o�h�^�•�\���\�b�f�Z�]�Z�}���a�g�Z�q�g�b�o���j�_�k�m�j�k�•�\�����D�j�•�f���l�h�]�h�����\�h�g�b���i�h�l�j�_�[�m�x�l�v��

�k�d�e�Z�^�g�h�€���g�Z�e�Z�r�l�h�\�Z�g�h�k�l�•���i�Z�j�Z�f�_�l�j�•�\�����s�h���f�h�`�_���[�m�l�b���g�_�i�j�h�k�l�b�f���a�Z�\�^�Z�g�g�y�f���^�e�y��

�g�h�\�b�o���d�h�j�b�k�l�m�\�Z�q�•�\�����K�d�e�Z�^�g�•�k�l�v���€�o�g�v�h�€���j�_�Z�e�•�a�Z�p�•�€���l�Z���•�g�l�_�j�i�j�_�l�Z�p�•�€���j�_�a�m�e�v�l�Z�l�•�\��

�l�Z�d�h�`���f�h�`�_���h�[�f�_�`�m�\�Z�l�b���\�b�d�h�j�b�k�l�Z�g�g�y���p�b�o���f�_�l�h�^�•�\���m���i�j�Z�d�l�b�q�g�b�o���a�Z�^�Z�q�Z�o�� 

�A�Z�]�Z�e�h�f���� �]�•�[�j�b�^�g�•�� �f�_�l�h�^�b�� �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€�� �i�h�l�h�d�•�\�� �^�Z�g�b�o�� �^�_�f�h�g�k�l�j�m�x�l�v��

�a�g�Z�q�g�b�c�� �i�h�l�_�g�p�•�Z�e���� �i�j�h�l�_�� �€�o�g�•�c�� �j�h�a�\�b�l�h�d�� �i�h�l�j�_�[�m�}�� �i�h�^�Z�e�v�r�b�o�� �^�h�k�e�•�^�`�_�g�v����

�k�i�j�y�f�h�\�Z�g�b�o���g�Z���i�•�^�\�b�s�_�g�g�y���_�n�_�d�l�b�\�g�h�k�l�•�����a�f�_�g�r�_�g�g�y���h�[�q�b�k�e�x�\�Z�e�v�g�b�o���\�b�l�j�Z�l��

�•���i�h�e�_�]�r�_�g�g�y���\�i�j�h�\�Z�^�`�_�g�g�y���\���j�_�Z�e�v�g�•���k�b�k�l�_�f�b�� 

�I�h�d�j�Z�s�b�l�b���j�h�[�h�l�m���]�•�[�j�b�^�g�b�o���f�_�l�h�^�•�\���f�h�`�g�Z���a�Z���^�h�i�h�f�h�]�h�x���_�\�h�e�x�p�•�c�g�b�o��

�Z�e�]�h�j�b�l�f�•�\���a�Z�\�^�y�d�b���k�\�h�€�c���a�^�Z�l�g�h�k�l�•���i�j�Z�p�x�\�Z�l�b���\���m�f�h�\�Z�o���\�_�e�b�d�h�]�h���i�h�r�m�d�h�\�h�]�h��

�i�j�h�k�l�h�j�m�� 
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������ �?�\�h�e�x�p�•�c�g�b�c���i�•�^�o�•�^���\���•�g�l�_�e�_�d�l�m�Z�e�v�g�h�f�m���Z�g�Z�e�•�a�•���i�h�l�h�d�•�\���^�Z�g�b�o��

��

�=�•�[�j�b�^�g�•�� �f�_�l�h�^�b�� �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€�� �i�h�l�h�d�•�\�� �^�Z�g�b�o�� �l�•�k�g�h�� �i�h�\�¶�y�a�Z�g�•�� �a��

�_�\�h�e�x�p�•�c�g�b�f�b���i�•�^�o�h�^�Z�f�b�����h�k�d�•�e�v�d�b���h�[�b�^�\�Z���i�•�^�o�h�^�b���k�i�j�y�f�h�\�Z�g�•���g�Z���Z�^�Z�i�l�Z�p�•�x��

�^�h���^�b�g�Z�f�•�q�g�b�o���m�f�h�\���•���i�h�r�m�d���h�i�l�b�f�Z�e�v�g�b�o���j�•�r�_�g�v���\���m�f�h�\�Z�o���g�_�\�b�a�g�Z�q�_�g�h�k�l�•���� 

�?�\�h�e�x�p�•�c�g�•�� �Z�e�]�h�j�b�l�f�b���� �l�Z�d�•�� �y�d�� �]�_�g�_�l�b�q�g�•�� �Z�e�]�h�j�b�l�f�b�� �j�h�€�� �q�Z�k�l�h�d�� �Z�[�h��

�f�_�l�h�^�b�� �d�h�e�h�g�•�c�� �f�m�j�Z�o���� �\�b�d�h�j�b�k�l�h�\�m�x�l�v�� �[�•�h�e�h�]�•�q�g�h�� �g�Z�l�o�g�_�g�g�•�� �i�j�b�g�p�b�i�b�� �^�e�y��

�i�h�r�m�d�m�� �]�e�h�[�Z�e�v�g�h�� �h�i�l�b�f�Z�e�v�g�b�o�� �j�•�r�_�g�v�� �m�� �k�d�e�Z�^�g�b�o�� �a�Z�^�Z�q�Z�o���� �M�� �d�h�g�l�_�d�k�l�•��

�]�•�[�j�b�^�g�b�o���f�_�l�h�^�•�\���p�•���Z�e�]�h�j�b�l�f�b���q�Z�k�l�h���•�g�l�_�]�j�m�x�l�v�k�y���y�d���h�^�b�g���•�a���d�h�f�i�h�g�_�g�l�•�\�����s�h��

�\�•�^�i�h�\�•�^�Z�}���a�Z���h�i�l�b�f�•�a�Z�p�•�x���i�Z�j�Z�f�_�l�j�•�\���Z�[�h���k�l�j�m�d�l�m�j�b���d�e�Z�k�l�_�j�•�\�� 

�?�\�h�e�x�p�•�c�g�•�� �f�_�l�h�^�b�� �k�i�j�b�y�x�l�v�� �i�•�^�\�b�s�_�g�g�x�� �_�n�_�d�l�b�\�g�h�k�l�•�� �]�•�[�j�b�^�g�b�o��

�i�•�^�o�h�^�•�\�� �a�Z�\�^�y�d�b�� �a�^�Z�l�g�h�k�l�•�� �i�j�Z�p�x�\�Z�l�b�� �\�� �m�f�h�\�Z�o�� �\�_�e�b�d�h�]�h�� �i�h�r�m�d�h�\�h�]�h��

�i�j�h�k�l�h�j�m���� �G�Z�i�j�b�d�e�Z�^���� �\�h�g�b�� �f�h�`�m�l�v�� �Z�\�l�h�f�Z�l�b�q�g�h�� �\�b�a�g�Z�q�Z�l�b�� �h�i�l�b�f�Z�e�v�g�m��

�d�•�e�v�d�•�k�l�v���d�e�Z�k�l�_�j�•�\�����g�Z�e�Z�r�l�h�\�m�\�Z�l�b���j�Z�^�•�m�k�b���k�m�k�•�^�k�l�\�Z���Z�[�h���\�Z�]�h�\�•���d�h�_�n�•�p�•�}�g�l�b���\��

�[�Z�]�Z�l�h�\�b�f�•�j�g�b�o���i�h�l�h�d�Z�o���^�Z�g�b�o�����P�_���h�k�h�[�e�b�\�h���d�h�j�b�k�g�h���^�e�y���Z�^�Z�i�l�Z�p�•�€���f�h�^�_�e�_�c���^�h��

�d�h�g�p�_�i�l�m�Z�e�v�g�h�]�h�� �a�k�m�\�m�� �\�� �i�h�l�h�d�Z�o���� �d�h�e�b�� �a�f�•�g�b�� �m�� �^�Z�g�b�o�� �\�b�f�Z�]�Z�x�l�v�� �i�_�j�_�]�e�y�^�m��

�d�e�Z�k�l�_�j�g�h�€���k�l�j�m�d�l�m�j�b [51-55]�� 

�D�j�•�f�� �l�h�]�h���� �]�•�[�j�b�^�b�a�Z�p�•�y�� �_�\�h�e�x�p�•�c�g�b�o�� �Z�e�]�h�j�b�l�f�•�\�� �•�a�� �l�j�Z�^�b�p�•�c�g�b�f�b��

�f�_�l�h�^�Z�f�b���d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€�����l�Z�d�b�f�b���y�d���N-�k�_�j�_�^�g�•�o [60, 61] �Z�[�h���'�%�6�&�$�1�����^�h�a�\�h�e�y�}��

�i�h�d�j�Z�s�b�l�b�� �€�o�g�x�� �i�j�h�^�m�d�l�b�\�g�•�k�l�v���� �?�\�h�e�x�p�•�c�g�b�c�� �d�h�f�i�h�g�_�g�l�� �f�h�`�_�� �\�b�d�h�g�m�\�Z�l�b��

�]�e�h�[�Z�e�v�g�b�c���i�h�r�m�d�����a�g�b�`�m�x�q�b���c�f�h�\�•�j�g�•�k�l�v���i�h�l�j�Z�i�e�y�g�g�y���\���e�h�d�Z�e�v�g�•���f�•�g�•�f�m�f�b����

�l�h��̂•�� �y�d�� �l�j�Z�^�b�p�•�c�g�•�� �f�_�l�h�^�b�� �a�Z�[�_�a�i�_�q�m�x�l�v�� �r�\�b�^�d�m�� �e�h�d�Z�e�v�g�m�� �h�i�l�b�f�•�a�Z�p�•�x���� �P�_��

�k�l�\�h�j�x�}���[�Z�e�Z�g�k���f�•�`���l�h�q�g�•�k�l�x���d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€���l�Z���h�[�q�b�k�e�x�\�Z�e�v�g�b�f�b���\�b�l�j�Z�l�Z�f�b�� 

�<�Z�`�e�b�\�h�x���i�_�j�_�\�Z�]�h�x���i�h�}�^�g�Z�g�g�y���]�•�[�j�b�^�g�b�o���•���_�\�h�e�x�p�•�c�g�b�o���f�_�l�h�^�•�\���}���€�o�g�y��

�a�^�Z�l�g�•�k�l�v�� �^�h�� �k�Z�f�h�Z�^�Z�i�l�Z�p�•�€ [184, 186]���� �?�\�h�e�x�p�•�c�g�•�� �Z�e�]�h�j�b�l�f�b�� �^�h�a�\�h�e�y�x�l�v��

�k�l�\�h�j�x�\�Z�l�b���f�h�^�_�e�•�����y�d�•���i�h�k�l�m�i�h�\�h���\�^�h�k�d�h�g�Z�e�x�x�l�v�k�y���i�•�^���\�i�e�b�\�h�f���a�f�•�g���m���^�Z�g�b�o����

�s�h�� �i�•�^�\�b�s�m�}�� �€�o�g�x�� �k�l�•�c�d�•�k�l�v�� �•�� �_�n�_�d�l�b�\�g�•�k�l�v�� �m�� �^�b�g�Z�f�•�q�g�b�o�� �k�_�j�_�^�h�\�b�s�Z�o���� �P�_��

�j�h�[�b�l�v�� �€�o�� �h�k�h�[�e�b�\�h�� �d�h�j�b�k�g�b�f�b�� �^�e�y�� �j�h�[�h�l�b�� �a�� �i�h�l�h�d�Z�f�b�� �^�Z�g�b�o���� �y�d�•��

�o�Z�j�Z�d�l�_�j�b�a�m�x�l�v�k�y���\�b�k�h�d�h�x���r�\�b�^�d�•�k�l�x���•���\�Z�j�•�Z�l�b�\�g�•�k�l�x�� 
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�L�Z�d�b�f�� �q�b�g�h�f���� �_�\�h�e�x�p�•�c�g�•�� �Z�e�]�h�j�b�l�f�b�� �\�b�k�l�m�i�Z�x�l�v�� �n�m�g�^�Z�f�_�g�l�h�f�� �^�e�y��

�\�^�h�k�d�h�g�Z�e�_�g�g�y�� �]�•�[�j�b�^�g�b�o�� �f�_�l�h�^�•�\�� �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€���� �a�Z�[�_�a�i�_�q�m�x�q�b�� �]�g�m�q�d�•�k�l�v����

�Z�^�Z�i�l�b�\�g�•�k�l�v�� �l�Z�� �a�^�Z�l�g�•�k�l�v�� �^�h�� �\�b�j�•�r�_�g�g�y�� �k�d�e�Z�^�g�b�o�� �a�Z�^�Z�q�� �\�� �m�f�h�\�Z�o�� �a�f�•�g�g�b�o��

�i�h�l�h�d�•�\���^�Z�g�b�o�� 

 

���������� �=�_�g�_�l�b�q�g�b�c���Z�e�]�h�j�b�l�f��

�=�_�g�_�l�b�q�g�•�� �Z�e�]�h�j�b�l�f�b�� �}�� �d�h�g�d�j�_�l�g�h�x�� �j�_�Z�e�•�a�Z�p�•�}�x�� �_�\�h�e�x�p�•�c�g�b�o��

�Z�e�]�h�j�b�l�f�•�\���� �s�h�� �a�Z�k�l�h�k�h�\�m�x�l�v���k�i�•�e�v�g�m�� �h�k�g�h�\�m���� �Z�^�`�_�� �h�[�b�^�\�Z�� �[�Z�a�m�x�l�v�k�y�� �g�Z��

�[�•�h�e�h�]�•�q�g�b�o���i�j�b�g�p�b�i�Z�o���_�\�h�e�x�p�•�€�����l�Z�d�b�o���y�d���i�j�b�j�h�^�g�b�c���\�•�^�[�•�j�����k�o�j�_�s�m�\�Z�g�g�y���l�Z��

�f�m�l�Z�p�•�y���^�e�y���j�h�a�\�¶�y�a�Z�g�g�y���a�Z�^�Z�q���h�i�l�b�f�•�a�Z�p�•�€���l�Z���i�h�r�m�d�m [185]�� 

�?�\�h�e�x�p�•�c�g�•�� �Z�e�]�h�j�b�l�f�b���� �y�d�� �m�a�Z�]�Z�e�v�g�_�g�b�c�� �i�•�^�o�•�^���� �\�b�d�h�j�b�k�l�h�\�m�x�l�v��
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�^�Z�g�b�o�� �l�Z�� �g�_�h�[�o�•�^�g�•�k�l�x�� �k�l�\�h�j�_�g�g�y�� �g�h�\�b�o�� �i�•�^�o�h�^�•�\�� �l�Z�� �f�_�l�h�^�•�\���� �L�h�f�m����

�j�h�a�j�h�[�e�_�g�g�y�� �Z�^�Z�i�l�b�\�g�b�o�� �]�•�[�j�b�^�g�b�o�� �f�_�l�h�^�•�\�� �g�_�q�•�l�d�h�€�� �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€�� �a��

�\�b�d�h�j�b�k�l�Z�g�g�y�f���_�\�h�e�x�p�•�c�g�h�]�h���k�Z�f�h�g�Z�\�q�Z�g�g�y�����s�h���a�^�Z�l�g�•���_�n�_�d�l�b�\�g�h���i�j�Z�p�x�\�Z�l�b��

�a�Z�� �m�f�h�\�� �g�_�\�b�a�g�Z�q�_�g�h�k�l�•���� �a�[�m�j�_�g�v���� �h�[�f�_�`�_�g�b�o�� �h�[�q�b�k�e�x�\�Z�e�v�g�b�o�� �j�_�k�m�j�k�•�\�� �l�Z��

�h�j�•�}�g�l�h�\�Z�g�•���g�Z���h�g�e�Z�c�g-�h�[�j�h�[�d�m���^�Z�g�b�o�����a�Z�[�_�a�i�_�q�m�x�q�b���\�b�k�h�d�m���l�h�q�g�•�k�l�v���g�Z�\�•�l�v���a�Z��

�\�•�^�k�m�l�g�h�k�l�•���i�h�\�g�h�€���Z�i�j�•�h�j�g�h�€���•�g�n�h�j�f�Z�p�•�€�����}���Z�d�l�m�Z�e�v�g�h�x���� 

���� �G�_�h�[�o�L�^�g�h���j�_�Z�e�L�a�m�\�Z�l�b���l�Z�d�L���a�Z�^�Z�q�•���� 

�� �j�h�a�j�h�[�b�l�b�� �Z�^�Z�i�l�b�\�g�•�� �f�_�l�h�^�b�� �g�_�q�•�l�d�h�€�� �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€�� �i�h�l�h�d�•�\�� �^�Z�g�b�o�� �a�Z��

�m�f�h�\���i�_�j�_�l�b�g�g�b�o���d�e�Z�k�•�\���l�Z���Z�i�j�•�h�j�g�h�€���g�_�\�b�a�g�Z�q�_�g�h�k�l�•���� 

�� �j�h�a�j�h�[�b�l�b�� �f�_�l�h�^�b�� �Z�^�Z�i�l�b�\�g�h�€�� �g�_�q�•�l�d�h�€�� �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€�� �^�Z�g�b�o�� �a�� �j�•�a�g�h�x��

�s�•�e�v�g�•�k�l�x���j�h�a�i�h�^�•�e�m���� 

�� �j�h�a�j�h�[�b�l�b�� �_�\�h�e�x�p�•�c�g�•�� �f�_�l�h�^�b�� �h�i�l�b�f�•�a�Z�p�•�€�� �\�� �a�Z�^�Z�q�Z�o�� �g�_�q�•�l�d�h�€��

�d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€���f�Z�k�b�\�•�\���^�Z�g�b�o���� 

�� �j�h�a�j�h�[�b�l�b�� �]�•�[�j�b�^�g�•�� �_�\�h�e�x�p�•�c�g�•�� �f�_�l�h�^�b�� �g�_�q�•�l�d�h�€ �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€�� �f�Z�k�b�\�•�\��

�^�Z�g�b�o���� 

�� �l�_�k�l�m�\�Z�g�g�y���l�Z���_�d�k�i�_�j�b�f�_�g�l�Z�e�v�g�Z���i�_�j�_�\�•�j�d�Z���j�h�a�j�h�[�e�_�g�b�o���f�_�l�h�^�•�\�� 

��

�J�_�a�m�e�v�l�Z�l�b���j�h�a�^�•�e�m�������\�•�^�h�[�j�Z�`�_�g�h���m���i�m�[�e�•�d�Z�p�•�y�o���>1, 2�@�����>�h�^�Z�l�h�d���:���� 
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�p�_�� �^�Z�e�_�d�h�� �g�_�� �l�Z�d���� �G�_�h�[�o�•�^�g�h�� �l�Z�d�h�`�� �i�•�^�d�j�_�k�e�b�l�b���� �s�h�� �f�_�l�h�^�b�� �g�_�q�•�l�d�h�€��

�d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€�����a�Z�k�g�h�\�Z�g�•�� �g�Z�� �p�_�g�l�j�h�€�^�Z�o��– �g�Z�c�[�•�e�v�r�� �i�h�i�m�e�y�j�g�•�� �f�_�l�h�^�b���� �y�d�•��

�i�j�Z�p�x�x�l�v���l�•�e�v�d�b���a�Z���m�f�h�\���Z�i�j�•�h�j�•���a�Z�^�Z�g�h�€���d�•�e�v�d�h�k�l�•���d�e�Z�k�l�_�j�•�\���h�i�m�d�e�h�€���n�h�j�f�b���� 

�<�� �j�h�[�h�l�•�� �i�h�k�l�Z�\�e�_�g�h�� �a�Z�^�Z�q�m �j�h�a�j�h�[�d�b �Z�^�Z�i�l�b�\�g�b�o �f�_�l�h�^�•�\ �g�_�q�•�l�d�h�€��

�d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€�� �i�h�l�h�d�•�\�� �^�Z�g�b�o�� �a�Z�� �m�f�h�\�� �i�_�j�_�l�b�g�g�b�o�� �d�e�Z�k�•�\�� �l�Z�� �Z�i�j�•�h�j�g�h�€��

�g�_�\�b�a�g�Z�q�_�g�h�k�l�•. �<���j�Z�f�d�Z�o���\�b�j�•�r�_�g�g�y���^�Z�g�h�€���a�Z�^�Z�q�•���g�_�h�[�o�•�^�g�h���j�h�a�j�h�[�b�l�b�� 

�� �Z�^�Z�i�l�b�\�g�•�� �f�_�l�h�^�b�� �g�_�q�•�l�d�h�€�� �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€�� �i�h�l�h�d�•�\�� �^�Z�g�b�o�� �a�Z�� �m�f�h�\��

�i�_�j�_�l�b�g�g�b�o���d�e�Z�k�•�\�����Z�i�j�•�h�j�g�h�€���l�Z���i�h�l�h�q�g�h�€���g�_�\�b�a�g�Z�q�_�g�h�k�l�•�� 

�� �i�j�h�\�_�k�l�b���_�d�k�i�_�j�b�f�_�g�l�Z�e�v�g�•�� �^�h�k�e�•�^�`�_�g�g�y�� �j�h�a�j�h�[�e�_�g�b�o�� �l�Z��

�f�h�^�b�n�•�d�h�\�Z�g�b�o���f�_�l�h�^�•�\. 
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���������N�h�j�f�Z�e�v�g�Z���i�h�k�l�Z�g�h�\�d�Z���a�Z�^�Z�q�•���Z�^�Z�i�l�b�\�g�h�€���d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€���i�h�l�h�d�•�\��

�^�Z�g�b�o���a�Z���m�f�h�\���i�_�j�_�l�b�g�g�b�o���d�e�Z�k�l�_�j�•�\��

 

�A�Z�^�Z�q�Z �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€���f�Z�k�b�\�•�\���^�Z�g�b�o�����y�d�• �h�i�b�k�m�x�l�v�k�y���g�Z�[�h�j�Z�f�b���\�_�d�l�h�j�•�\-

�h�[�j�Z�a�•�\ ���k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�v������ �^�h�k�b�l�v�� �q�Z�k�l�h�� �a�m�k�l�j�•�q�Z�}�l�v�k�y�� �\�� �[�Z�]�Z�l�v�h�o���a�Z�^�Z�q�Z�o����

�i�h�\�¶�y�a�Z�g�b�o�� �a�� �•�g�l�_�e�_�d�l�m�Z�e�v�g�b�f�� �Z�g�Z�e�•�a�h�f�� �^�Z�g�b�o���� �i�j�b�� �p�v�h�f�m�� �h�k�l�Z�g�g�•�f�� �q�Z�k�h�f��

�h�k�h�[�e�b�\�Z���m�\�Z�]�Z���i�j�b�^�•�e�y�}�l�v�k�y���l�Z�d���a�\�Z�g�•�c �g�_�q�•�l�d�•�c �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€���>����������������������-��8�@����

�d�h�e�b�� �h�[�j�h�[�e�x�\�Z�g�b�c�� �\�_�d�l�h�j-�h�[�j�Z�a�����\�_�d�l�h�j-�k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�g�y�����h�a�g�Z�d�� �a�� �j�•�a�g�b�f�b��

�j�•�\�g�y�f�b�� �c�f�h�\�•�j�g�h�k�l�_�c���� �f�h�`�e�b�\�h�k�l�_�c���� �^�h�k�l�h�\�•�j�g�h�k�l�•�� �q�b�� �g�Z�e�_�`�g�h�k�l�•�� �f�h�`�_��

�\�•�^�g�h�k�b�l�b�k�y���h�^�g�h�q�Z�k�g�h���^�h���d�•�e�v�d�h�o���d�e�Z�k�•�\ ���d�e�Z�k�l�_�j�•�\�������y�d�•���\���k�\�h�x���q�_�j�]�m���f�Z�x�l�v��

�j�•�a�g�•�� �n�h�j�f�b�� �\�� �i�j�h�k�l�h�j�•�� �h�a�g�Z�d���� �f�h�`�m�l�v�� �i�_�j�_�l�b�g�Z�l�b�k�v���� �i�_�j�_�d�j�b�\�Z�l�b�k�v�� �h�^�g�_�� �a��

�h�^�g�b�f���� �[�m�l�b�� �^�h�k�b�l�v�� �k�b�e�v�g�h�� �j�h�a�f�b�l�b�f�b���� �s�h�� �\�� �k�\�h�x�� �q�_�j�]�m�� �^�h�k�l�Z�l�g�v�h�� �k�b�e�v�g�h��

�m�k�d�e�Z�^�g�x�}�� �j�h�[�h�l�m���f�_�l�h�^�•�\�� �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€ �>����-�������� ����-�����@���� �K�e�•�^�� �l�Z�d�h�`�� �a�\�_�j�g�m�l�b��

�m�\�Z�]�m�� �g�Z�� �i�j�b�j�h�^�m�� �^�Z�g�b�o���� �y�d�•�� �i�h�� �k�\�h�€�c�� �k�m�l�•���� �f�Z�x�l�v�� �g�b�a�d�m�� �h�k�h�[�e�b�\�h�k�l�_�c�����j�•�a�g�m��

�y�d�•�k�l�v�����n�h�j�f�m�����j�h�a�f�•�j�g�•�k�l�v�����l�b�i�����l�h�s�h���� 

�J�Z�a�h�f���a���l�b�f�����m���[�Z�]�Z�l�v�h�o���a�Z�^�Z�q�Z�o���•�g�l�_�e�_�d�l�m�Z�e�v�g�h�]�h���Z�g�Z�e�•�a�m���^�Z�g�b�o�����\�b�o�•�^�g�•��

�f�Z�k�b�\�b�� �^�Z�g�b�o�� �f�h�`�m�l�v�� �f�•�k�l�b�l�b�� �\�b�d�j�b�\�e�_�g�•�� �^�Z�g�•���� �•�g�n�h�j�f�Z�p�•�y�� �\�� �y�d�b�o�� �a�� �l�b�o���q�b��



���� 

�•�g�r�b�o�� �i�j�b�q�b�g�� �\�•�^�k�m�l�g�y�� �k�i�h�l�\�h�j�_�g�Z �Z�[�h�� �a�h�\�k�•�f�� �f�•�k�l�b�l�v�� �Z�g�h�f�Z�e�v�g�•��

�k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�g�y.  

�D�j�•�f���a�Z�a�g�Z�q�_�g�b�o�����•�k�g�m�}���s�_���p�•�e�b�c���j�y�^���i�•�^�o�h�^�•�\���>��������������������������������������������������������

�������� �������� ����-�������@�� �^�h�� �h�[�j�h�[�d�b�� �^�Z�g�b�o���� �s�h�� �f�•�k�l�y�l�v�� �i�j�h�i�m�k�d�b���� �i�j�h�l�_�� �\�k�•�� �\�h�g�b��

�i�j�Z�p�_�a�^�Z�l�g�•�� �l�•�e�v�d�b�� �m�� �\�b�i�Z�^�d�Z�o�� �d�h�e�b�� �f�Z�k�b�\�� �\�b�o�•�^�g�b�o�� �k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�v�� �a�Z�^�Z�g�b�c��

�a�Z�a�^�Z�e�_�]�•�^�v���\���i�h�\�g�h�f�m���h�[�k�y�a�•���•���g�_���a�f�•�g�x�}�l�v�k�y���\���i�j�h�p�_�k�•���h�[�j�h�[�d�b�����M���l�h�c���`�_���q�Z�k��

�•�k�g�m�}�� �r�b�j�h�d�b�c�� �d�e�Z�k�� �a�Z�^�Z�q���� �d�h�e�b�� �^�Z�g�•�� �g�Z�^�o�h�^�y�l�v�� �g�Z�� �h�[�j�h�[�d�m�� �i�h�k�e�•�^�h�\�g�h�� �\��

�j�_�`�b�f�•���j�_�Z�e�v�g�h�]�h���q�Z�k�m���l�Z�d�����y�d���p�_���\�•�^�[�m�\�Z�}�l�v�k�y���i�j�b���g�Z�\�q�Z�g�g�•���k�Z�f�h�h�j�]�Z�g�•�a�h�\�g�b�o��

�f�Z�i �D�h�o�h�g�_�g�Z���>�����@���Z�[�h���€�o���f�h�^�b�n�•�d�Z�p�•�c���>�������������@���� 

�I�j�b�� �\�_�e�b�d�•�c�� �d�•�e�v�d�h�k�l�•�� �k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�v�� �•�}�j�Z�j�o�•�q�g�•�� �f�_�l�h�^�b�� �d�e�Z�k�l�_�j�g�h�]�h��

�Z�g�Z�e�•�a�m���g�_�i�j�Z�p�_�a�^�Z�l�g�•�����M���l�Z�d�b�o���\�b�i�Z�^�d�Z�o���\�b�d�h�j�b�k�l�h�\�m�x�l�v���g�_�•�}�j�Z�j�o�•�q�g�•���f�_�l�h�^�b����

�a�Z�k�g�h�\�Z�g�•���g�Z���j�h�a�^�•�e�_�g�g�•�����s�h���y�\�e�y�}���k�h�[�h�x���•�l�_�j�Z�l�b�\�g�•���f�_�l�h�^�b���^�j�h�[�e�_�g�g�y���\�b�o�•�^�g�h�€��

�k�m�d�m�i�g�h�k�l�•�����<���i�j�h�p�_�k�•���j�h�a�i�h�^�•�e�m�����g�h�\�•���d�e�Z�k�l�_�j�b���n�h�j�f�m�x�l�v�k�y���^�h���l�h�]�h���q�Z�k�m�����^�h�d�b��

�g�_���[�m�^�_���\�b�d�h�g�Z�g�h���i�j�Z�\�b�e�h���a�m�i�b�g�d�b�� 

�L�Z�d�Z�� �g�_�•�}�j�Z�j�o�•�q�g�Z�� �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�y�� �i�h�e�y�]�Z�}�� �m�� �j�h�a�^�•�e�_�g�g�•�� �g�Z�[�h�j�m�� �^�Z�g�b�o�� �g�Z��

�i�_�\�g�m�� �d�•�e�v�d�•�k�l�v�� �h�d�j�_�f�b�o�� �d�e�Z�k�l�_�j�•�\���� �1�k�g�m�}�� �^�\�Z�� �i�•�^�o�h�^�b���� �I�_�j�r�b�c�� �i�h�e�y�]�Z�}�� �m��

�\�b�a�g�Z�q�_�g�g�•�� �f�_�`�� �d�e�Z�k�l�_�j�•�\�� �y�d�� �g�Z�c�[�•�e�v�r�� �s�•�e�v�g�b�o�� �^�•�e�y�g�h�d�� �m�� �[�Z�]�Z�l�h�\�b�f�•�j�g�h�f�m��

�i�j�h�k�l�h�j�•�� �\�b�o�•�^�g�b�o�� �^�Z�g�b�o���� �l�h�[�l�h���� �\�b�a�g�Z�q�_�g�g�y�� �d�e�Z�k�l�_�j�Z�� �l�Z�f���� �^�_�� �}�� �\�_�e�b�d�_��

«�a�]�m�s�_�g�g�y�� �l�h�q�h�d»���� �>�j�m�]�b�c�� �i�•�^�o�•�^�� �i�h�e�y�]�Z�}�� �\�� �f�•�g�•�f�•�a�Z�p�•�€�� �f�•�j�b�� �\�•�^�f�•�g�g�h�k�l�•��

�h�[�¶�}�d�l�•�\�� 

�<�b�o�•�^�g�h�x�� �•�g�n�h�j�f�Z�p�•�}�x�� �^�e�y�� �\�b�j�•�r�_�g�g�y�� �a�Z�^�Z�q�•�� �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€�� �}�� �f�Z�k�b�\��

�[�Z�]�Z�l�h�\�b�f�•�j�g�b�o�� �\�_�d�l�h�j�•�\�� �k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�v �� �� �� �� �� �� �� ���^ �`�� �� �� ���������� �������� n� O � o � o � o � N � o � 1 � 5� �• ����

�^�_�� �� �� n� o � N � 5�•  – �N-�l�b�c�� �\�_�d�l�h�j-�k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�g�y�����N- �Z�[�h�� �g�h�f�_�j�� �p�v�h�]�h��

�k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�g�y���\ �f�Z�k�b�\�•���^�Z�g�b�o �O�����Z�[�h���i�h�l�h�q�g�b�c���^�b�k�d�j�_�l�g�b�c���q�Z�k���\ �a�Z�^�Z�q�Z�o��Data 

Stream �0�L�Q�L�Q�J.  

�Y�d�s�h���^�Z�g�•���g�Z�^�o�h�^�y�l�v���g�Z���h�[�j�h�[�d�m �i�h�k�e�•�^�h�\�g�h���m���j�_�`�b�f�• �j�_�Z�e�v�g�h�]�h���q�Z�k�m�����p�•��

�^�Z�g�•���i�h�\�b�g�g�•���[�m�l�b���j�h�a�[�b�l�•���g�Z��m �i�_�j�_�l�b�g�g�b�o���d�e�Z�k�•�\ ���d�e�Z�k�l�_�j�•�\�������i�j�b���p�v�h�f�m���^�e�y��

�d�h�`�g�h�]�h �k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�g�y��� � � �� o � N �i�h�\�b�g�_�g�� �[�m�l�b�� �l�Z�d�h�`�� �j�h�a�j�Z�o�h�\�Z�g�b�c�� �j�•�\�_�g�v��
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�l�Z�d���� �s�h�� �� ��� � � �i� o � N� � � d � d���� �^�_�� �� ���� ���� ������������i� o � N � L � Q�  - i -�l�Z�� �d�h�f�i�h�g�_�g�l�Z�� �\�_�d�l�h�j�Z��

�k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�v��� � � �� o � N.  

�I�_�j�_�\�Z�`�g�Z�� �[�•�e�v�r�•�k�l�v�� �\�•�^�h�f�b�o�� �Z�e�]�h�j�b�l�f�•�\�� �g�_�q�•�l�d�h�€�� �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€��
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�j�_�Z�e�v�g�h�f�m���q�Z�k�•���l�Z���\�j�Z�o�h�\�m�\�Z�l�b���a�f�•�g�g�•�k�l�v���i�j�h�k�l�h�j�m���h�a�g�Z�d�����P�_���a�Z�[�_�a�i�_�q�m�}���€�o�g�x��
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�f�h�`�e�b�\�h�k�l�•���\�b�d�h�j�b�k�l�Z�g�g�y���p�v�h�]�h���f�_�l�h�^�m���g�_�h�[�o�•�^�g�h���f�Z�l�b���]�•�i�h�l�_�a�m���i�j�h���g�Z�c�[�•�e�v�r��

�c�f�h�\�•�j�g�m���d�•�e�v�d�•�k�l�v���d�e�Z�k�l�_�j�•�\. �A�Z�]�Z�e�v�g�Z���•�^�_�y���Z�e�]�h�j�b�l�f�m�����a�Z�^�Z�g�_���n�•�d�k�h�\�Z�g�_���q�b�k�e�h��

�N �d�e�Z�k�l�_�j�•�\�� �k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�g�y�� �a�•�k�l�Z�\�e�y�x�l�v�k�y�� �d�e�Z�k�l�_�j�Z�f�� �h�l�`�_�� �k�_�j�_�^�g�•�� �\�� �d�e�Z�k�l�_�j�•��

���^�e�y���\�k�•�o���a�f�•�g�g�b�o�����f�Z�d�k�b�f�Z�e�v�g�h���f�h�`�e�b�\�h���\�•�^�j�•�a�g�y�x�l�v�k�y���^�j�m�]���\�•�^���^�j�m�]�Z���� 

�>�e�y�� �\�b�j�•�r�_�g�g�y�� �a�Z�^�Z�q�•�� �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€�� �\���h�g�e�Z�c�g �j�_�`�b�f�•�� �^�h�p�•�e�v�g�h��

�k�d�h�j�b�k�l�Z�l�b�k�y�� �k�Z�f�h�h�j�]�Z�g�•�a�h�\�g�h�x�� �d�Z�j�l�h�x�� �L���� �D�h�o�h�g�_�g�Z�� �>��7�@���� �s�h�� �f�Z�}�� �i�j�h�k�l�m��

�Z�j�o�•�l�_�d�l�m�j�m�� �a�� �i�j�y�f�h�x�� �i�_�j�_�^�Z�q�_�x�� �•�g�n�h�j�f�Z�p�•�€�� �•�� �d�j�•�f�� �g�m�e�v�h�\�h�]�h�� �j�_�p�_�i�l�h�j�g�h�]�h��

�r�Z�j�m���f�•�k�l�b�l�v�� �}�^�b�g�b�c�� �r�Z�j�� �g�_�c�j�h�g�•�\���� �g�Z�c�q�Z�k�l�•�r�_�� �l�b�o�� �`�_�� �Z�^�Z�i�l�b�\�g�b�o�� �e�•�g�•�c�g�b�o��

�Z�k�h�p�•�Z�l�h�j�•�\�����$�/�$���� 
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�_�e�_�f�_�g�l�� ���$�'�$�/�,�1�(������ �a�Z�i�j�h�i�h�g�h�\�Z�g�b�c�� �;���� �M�•�^�j�h�m �•�� �g�Z�\�_�^�_�g�b�c�� �g�Z���j�b�k�m�g�d�m�� ����������
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�<�b�o�•�^�g�•���k�b�]�g�Z�e�b���^�_�y�d�b�f���q�b�g�h�f���d�h�f�[�•�g�m�x�l�v�k�y���\���a�Z�]�Z�e�v�g�m���h�p�•�g�d�m�����y�d�Z���^�Z�}��

�m�y�\�e�_�g�g�y�� �i�j�h�� �y�d�•�k�l�v�� �h�l�j�b�f�Z�g�b�o�� �j�_�a�m�e�v�l�Z�l�•�\�� �a�Z�� �^�h�i�h�f�h�]�h�x�� �e�h�d�Z�e�v�g�b�o�� �f�_�j�_�`����
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�^�_�� �� ��q �N�P  – �j�•�\�_�g�v�� �g�_�q�•�l�d�h�€�� �g�Z�e�_�`�g�h�k�l�•�� �k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�g�y���� ��� o � N �^�h�� 

q-�]�h���d�e�Z�k�l�_�j�Z ���� ��qCl q m� d � d�� 

q�F – �i�j�h�l�h�l�b�i���p�_�g�l�j�h�€�^��q-�]�h���d�e�Z�k�l�_�j�m�����s�h���f�Z�}���[�m�l�b���m�l�h�q�g�_�g�b�c���\���i�j�h�p�_�k�•��

�i�h�k�e�•�^�h�\�g�h�€���j�_�d�m�j�_�g�l�g�h�€���d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€�� 

���E�!  – �i�Z�j�Z�f�_�l�j���n�Z�a�a�•�n�•�d�Z�p�•�€�����s�h���a�Z�^�Z�}���³�j�h�a�f�b�l�•�k�l�v�´���]�j�Z�g�b�p�v���d�e�Z�k�l�_�j�•�\�� 

�� ���� ���� q�G� o � N � F – �\�•�^�k�l�Z�g�v���f�•�`��� � � �� o � N �l�Z��q�F �m���i�j�b�c�g�y�l�•�c���f�_�l�j�b�p�•�����g�Z�c�q�Z�k�l�•�r�_��

�f�_�l�j�b�p�•�� �1�l�Z�d�m�j�b-�K�Z�c�l�h [�����@���� �h�d�j�_�f�b�f�� �\�b�i�Z�^�d�h�f�� �y�d�h�€�� �}���� �g�Z�i�j�b�d�e�Z�^�� �\�•�^�k�l�Z�g�v�� 

�F�Z�o�Z�e�Z�g�h�[�•�k�Z���>76�@�� 

�<�b�j�•�r�_�g�g�y���a�Z�^�Z�q�•���g�_�e�•�g�•�c�g�h�]�h���i�j�h�]�j�Z�f�m�\�Z�g�g�y��������������������.�������a�Z���^�h�i�h�f�h�]�h�x��

�Z�e�]�h�j�b�l�f�m �?�j�j�h�m-�=�m�j�\�•�p�Z-�M� �̂a�Z�\�b�� �\�_�^�_�� �^�h�� �i�j�h�p�_�^�m�j�b�� �j�_�d�m�j�_�g�l�g�h�€�� 

�d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€ 
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�^�_��� � � ��N�K  – �i�Z�j�Z�f�_�l�j���d�j�h�d�m���g�Z�\�q�Z�g�g�y�� 

�I�j�b�� �a�g�Z�q�_�g�g�•�� �n�Z�a�a�•�n�•�d�Z�l�h�j�Z ���E�  �i�j�b�o�h�^�b�f�h�� �^�h�� �j�_�d�m�j�_�g�l�g�h�€�� �\�_�j�k�•�€��
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�H�k�g�h�\�g�Z�� �\�•�^�f�•�g�g�•�k�l�v�� �p�v�h�]�h�� �f�_�l�h�^�m�� �i�h�e�y�]�Z�}�� �\�� �l�h�f�m���� �s�h�� �\�•�g�� �\�b�d�h�j�b�k�l�h�\�m�}��
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�^�e�y���\�k�•�o ��� T � N�����^�e�y���y�d�b�o � � � � � �q�&�U�H�G�L�E �N�t ���� 

�^�_�� � � � �q�&�U�H�G�L�E �N – �j�•�\�_�g�v���i�j�Z�\�^�h�i�h�^�•�[�g�h�k�l�• �l�h�]�h���� �s�h�� �k�i�h�k�l�_�j�_�`�_�g�g�y���� ��� o � N 

�g�Z�e�_�`�b�l�v���d�e�Z�k�l�_�j�m��qCl . 

�<�� �i�j�h�p�_�^�m�j�Z�o�� �^�h�\�•�j�q�h�€�� �d�e�Z�k�l�_�j�b�a�Z�p�•�€�� �j�•�\�_�g�v�� �g�_�q�•�l�d�h�€�� �g�Z�e�_�`�g�h�k�l�•��

�\�b�a�g�Z�q�Z�}�l�v�k�y���n�m�g�d�p�•�}�x���g�Z�e�_�`�g�h�k�l�•��[97-�������@ 
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 ( )( )( ) ( ),q q qk d х k cµ ϕ= ,                                            (2.23) 

 

де ( )( )( ),q qd х k cϕ  – монотонно зменшується на інтервалі [ ]0,∞  та 

(0) 1, ( ) 0q qϕ ϕ= ∞ → . 

Процедура (2.23) є не що інше, як міра подібності заснована на відстані 

[85, 86]. В якості такої міри у [118, 119] було запропоновано використовувати 

функцію  

 ( )2

1( ) ,
1 ( ),q

q

k
d х k c

µ =
+

                                            (2.24)  

 

що Х  знов таки є функцією Коші з одиничним параметром ширини при цьому 

ніяк не враховується характер розподілу даних у вхідному масиві Х .  

Тому, більш прийнятним є вибір замість (2.24) співвідношень (2.5), (2.6), 

що прив’язані саме до характеру даних як в цілому у масивів Х , так і у 

кластерах , 1,2...qCl q m= . 

Тут цікаво помітити, що функція Коші постійно виникає в задачах 

нечіткої кластеризації, як вже відзначених ймовірнісної, можливісної, 

правдоподібної, так, робастної кластеризації стійкої до аномальних викидів у 

вихідних даних [24, 36, 85, 86, 116, 126]. 

Таким чином, якщо пакетний метод правдоподібної нечіткої 

кластеризації має вигляд [118, 119-122] 
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( )( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )
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1 ,
1 ,

,
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,

q
q

q
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q q l
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q
k

q N

q
k
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d х k c

k
k

k

Credіb k k k

Credib k х k
c

Credib k

β

β

µ

µ
µ

µ

µ µ

∗

∗ ∗

=

=

 = +

 =


 = + −



 =



∑

∑

                     (2.25) 

 

то його рекурентна версія може бути записана у формі  

 

 

( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

11
2 2 1

1

12

2

1 1 , ,

11 ,
1 ,

1
1

1
1 ,

sup 1
11 1 1 sup 1 ,
2

1 1 1 1

m

q l
l
l q

q

q

q

q
q

l

q q l

q q q q

k d х k c k

k
d х k c k

k

k
k

k

Credib k k k

c k c k k Credib k х k c k

β

β

β

σ

µ

σ

µ
µ

µ

µ µ

η

−

−

=
≠

−

∗

∗ ∗

  
+ = +  

 

 + =

+
+ +



 +

+ =
+


+ = + + − +


 + = + + + + −

∑

   (2.26) 

 

або для найбільш розповсюдженого фаззіфікатора 2β =  
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( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )
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( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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22

1

12

2
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1 1 ,

1
1 1 ,

1

1
1 ,

sup 1

11 1 1 sup 1 ,
2

1 1 1 1 .

m

q l
l
l q

q
q

q

q
q

l

q q l

q q q q

k х k c k

х k c k
k

k

k
k

k

Credib k k k

c k c k k Credib k х k c k

σ

µ
σ

µ
µ

µ

µ µ

η

−

−

=
≠

−

∗

∗ ∗

  
  + = + −     
  + −  + = +
  +

 
 + + =
 +




+ = + + − +

 + = + + + + −

∑

 (2.27)  

 

З обчислювальної точки зору рекурентний метод правдоподібної 

нечіткої кластеризації не є складнішим у порівнянні з online версіями 

ймовірнісних, можливісних та робастних процедур. 

 

 

2.8 Онлайн нечітка правдоподібна кластеризація викривлених 

даних на основі міри подібності спеціального типу 

 

Правдоподібна нечітка кластеризація пов’язана з мінімізацією цільової 

функції (2.21) за обмежень (2.22). При цьому рівень правдоподібності 

розраховується на основі функції належності [118-132] 

 

( ) ( )( ),k d х cµ ϕ=                                       (2.28) 

 

що задовольняє умовам: 

 

( )qϕ   монотонно зменшується в інтервалі [ ]0,∞ , 
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( )0 1qϕ = , 

 

( ) 0qϕ ∞ → . 

 

Помітимо, що функція (2.28) є за суттю мірою подібності, заснованій на 

відстані [38].  

В якості такої функції у [121] було запропоновано використовувати 

вираз 

 

( ) ( )( )( )21 , ,q qk d х k cµ = +                               (2.29) 

 

що є звичайною дзвонуватою функцією належності, яка використовується в 

системах нечіткого висновування.  

Цікаво зауважити, що вираз (2.29) може бути переписаний у формі 

 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

11 1
2 21 1

1

11 1 1
2 2 21 1 1

1

11 1
2 21 1

1

, ,

, , ,

1 , , ,

m

q q q
l

m

q q q
l

m

q q
l

k d х k c k d х k c k

d х k c k d х k c k d х k c k

d х k c k d х k c k

β β

β β β

β β

µ
−

− −

=

−

− − −

=

−

− −

=

 
= = 

 

   
= + =   
   

 
= + 
 

∑

∑

∑

 

 

а для метрики Евкліда і 2β =  приймає вид функції щільності розподілу Коші 

з параметром ширини 2
qσ      

 

( )
( ) ( )

12

21 ,q
q

q

х k c k
kµ

σ

−
 − = +
 
 

                                       (2.30) 
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( ) ( )

1

22

1
.

m

q l
l
l q

х k c kσ

−

−

=
≠

 
 = −  
 
∑                                        (2.31) 

 

Остаточно пакетний метод правдоподібної нечіткої кластеризації може 

бути записаний у формі [121]: 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1
1 2

1* 1 1 1

1 * 1 * 1

1
1 1 1

1 1

1 ,
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l q
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τ τ τ

τ τ τ

β βτ τ τ

µ

µ µ µ

µ µ

−
+

−+ + +

+ + +

≠

−
+ + +

= =

 = +

 =

  = + −   
   =    

∑ ∑

    (2.32) 

 

Нарешті, можна записати онлайн версію методу правдоподібної нечіткої 

кластеризації у вигляді 
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σ
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η

−
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=
≠
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≠

  
  + = + −     
  + −  + = +
  +  


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

  + = + + − +   
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+ = + + + + −

∑

(2.33) 

 



103 
Як видно, з обчислювальної точки зору online алгоритм правдоподібної 

нечіткої кластеризації не складніше рекурентних версій FCM і PCM, 

зберігаючи при цьому переваги правдоподібного підходу. 

 

 

2.9 Рекурентна модифікація методу Густафсона-Кесселя 

 

В процесі нечіткої кластеризації за допомогою розглянутих алгоритмів 

та методів класи, що формуються, мають форму гіперсфер, що не завжди 

відповідає реальним умовам, коли ці кластери можуть мати довільну форму. 

Більш адекватними та зручними є кластери гіпереліпсоїальної форми з 

довільною орієнтацією осей у просторі ознак.  

Такі кластери можуть бути сформовані за допомогою методу 

Густафсона-Кесселя [113] та його модифікацій, що засновані на мінімізації 

цільової функції (2.1) за наявності обмежень (2.2) (ймовірнісний підхід), але в 

якості відстані використовується метрика вигляду  

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )22 , ( )
q q

T

V q q q q qV
d х k c х k c х k c V х k c= − = − − ,           (2.34) 

 

де 

 

 
( )

( )( )

1
1

1

det ,

( ) ( ) ( ) .

n
q q q

N T

q q q q
k

V S S

S k х k c х k cβµ

−

=


=


 = − −


∑
                            (2.35) 

 

 

Мінімізація (2.34) за обмежень (2.2) веде до відомого результату  
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                                   (2.36)  

 

або для 2β =  
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
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∑

∑

                                    (2.37) 

 

Таким чином, співвідношення (2.35) – (2.37) є за суттю процедурою 

ймовірнісної нечіткої кластеризації, але класи, що формуються, мають форму 

гіпереліпсоїдів з довільною орієнтацією осей. 

Для того, щоб ввести рекурентну модифікацію методу Густафсона-

Кесселя типу (2.3), (2.4) можна скористатися формулою Шермана-Моррісона 

обернення матриць [113, 114] та лемою матричного детермінанта [115], що 

веде до онлайн процедури  
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(2.38) 

Процедура (2.38) є узагальненням методу (2.3) на випадок 

гіпереліпсоїдальних кластерів. 

 

 

2.10 Рекурентна модифікація методу Густафсона-Кесселя 

можливісної нечіткої кластеризації 

 
Нескладно також модифікувати метод Густафсона-Кесселя на випадок 

можливісної нечіткої кластеризації. При цьому цільова функція (2.7) набуває 

вигляду 

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2

1 1 1 1
, , , 1 ,

q

N m m N

q q q q V q q q
k q q k

Goal k c k d х k c k
ββµ ω µ ω µ

= = = =

= + −∑∑ ∑ ∑  (2.39) 

 
а пакетна форма алгоритму: 
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∑                                     (2.40) 

 
Метод (2.40) можна також записати у рекурентній формі: 
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Не дивлячись на деяку громіздкість алгоритму (2.41), його реалізація не 

скільки не складніша у порівнянні з рекурентною процедурою можливісної 

кластеризації (2.8) або (2.9). 

 

 

2.11 Рекурентна модифікація методу Густафсона-Кесселя 

правдоподібної нечіткої кластеризації 

 

Що стосується правдоподібного варіанта методу Густафсона-Кесселя, 
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з урахуванням умов (2.22) – (2.24). Тоді можна записати 
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Співвідношення (2.43) є узагальненням методу (2.25) на випадок 

метрики (2.34). 

І нарешті, можна ввести рекурентну модифікацію методу Густафсона –

Кесселя правдоподібної нечіткої кластеризації: 

Процедура (2.43) є узагальненим процедури правдоподібної 

кластеризації (2.26) та рекурентної модифікації методу Густафсона-Кесселя 

(2.38): 
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2.12 Апробація методів адаптивної кластеризації потоків даних за 

умов перетинних кластерів на тренувальних вибірках 

 

Для оцінки ефективності методи адаптивної кластеризації потоків даних 

за умов перетинних кластерів апробовані на тренувальних вибірках з архіву 

UCI repository.  

Для порівняльного аналізу використано шість відомих сучасних 

алгоритмів кластеризації: метод нечітких c-середніх (FCM), метод c-середніх 
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(PCM) [12-22], метод Густафсона-Кесселя (GK) [113], метод правдоподібної 

кластеризації (CCM) [97-129], адаптивний алгоритм імовірнісної нечіткої 

кластеризації (APrFC), адаптивний алгоритм можливісної нечіткої 

кластеризації (APosFC), адаптивна правдоподібна нечітка кластеризація 

(ACrFC) та рекурентна модифікація методу Густафсона-Кесселя 

правдоподібної нечіткої кластеризації (RCM_GK).  

Апробація проведена на зразках трьох наборів даних: Abalone, Wine і 

Gas. Опис цих наборів даних наведено в Таблиці 2.1. 

Середню похибку центроїдів кластерів запропонованого RCM_GK 

порівнювали з іншими добре відомими методами, отриманий результат 

продемонстровано в Таблиці 2.2 і Таблиці 2.3. 

 

Таблиця 2.1 – Опис тренувальних наборів даних 

Назва вибірки Кількість 
спростережень 

Кількість 
атрибутів 

Кількість 
кластерів 

Abalone 4177 8 3 

Wine 178 13 3 

Gas 296 2 6 

 

Таблиця 2.2 – Порівняльний аналіз середньої похибки центроїдів 

кластерів різних методів кластеризації  

Назва вибірки 
Методи кластеризації 

FCM PCM CCM GK RCM_GK 

Abalone 2,61 1,54 0,13 0,10 0,05 

Gas 2,69 1,73 0,21 0,13 0,049 

Wine  2,71 2,86 0,33 0,183 0,037 
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Таблиця 2.3 – Порівняльний аналіз середньої похибки центроїдів 

кластерів різних методів кластеризації  

Назва вибірки 
Методи кластеризації 

APrFC APosFC  ACrFC RCM_GK 

Abalone 0,12 0,11 0,07 0,05 

Gas 0,17 0,13 0,06 0,049 

Wine  0,20 0,18 0,04 0,037 

 

Порівняльний аналіз, наведений в Таблиці 2.3 демонструє точність 

роботи методів кластеризації, з використанням адаптивного підходу до 

кластеризації потоків даних. З таблиці видно, що ймовірністний та 

можливісний методи схожі за результатами. Адаптивний метод 

правдоподібної кластеризації потоків даних, демонструє кращі варіант. Тобто 

різниця між отриманими результатами десь 7%. 

В рекурентній модифікації методу Густафсона-Кесселя правдоподібної 

нечіткої кластеризації, відповідно до важливого призначення нечітких і 

достовірних рівнів належності до всіх вибірок, вплив очевидний в отриманих 

результатах кластеризації та точному визначенні центроїдів кластерів. 

Щоб оцінити практичність цих методів, порівняймо час роботи 

кластеризації на різних наборах даних (Таблиця 2.4). 

 

Таблиця 2.4 - Порівняння часу виконання (у секундах) восьми методів 

на тестових наборах даних 

Вибірка 
Методи кластеризації 

FCM PCM CCM GK APrFC APosFC  ACrFC RCM_GK 

Abalone 1,62 0,28 0,25 0,27 0,12 0,11 0,17 0,15 

Gas 0,43 0,28 0,25 0,22 0,17 0,18 0,16 0,15 

Wine  0,22 0,21 0,22 0,24 0,13 0,18 0,14 0,16 
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Значення адаптивних алгоритмів, таких як: адаптивний алгоритм для 

імовірнісної нечіткої кластеризації, адаптивний алгоритм для можливісної  

нечіткої кластеризації, адаптивна правдоподібна нечітка кластеризація в 

деяких випадках краща, ніж правдоподібна модифікація методу Густафсона – 

Кесселя завдяки адаптивним функціям. 

На рисунку 2.4 представлено порівняння часу роботи цих методів. Як 

видно з діаграми, швидкість роботи при розв’язанні задачі запропонованих 

методів є вищою, ніж відомих класичних алгоритмів майже на 10-15%.  

 

 
Рисунок 2.4 - Порівняння часу роботи восьми методів кластеризації на 

тестових наборах даних 

 

Запропонована модифікація методу Густафсона-Кесселя базується на 

підході правдоподібності до нечіткої кластеризації та дозволяє формувати 

перетинні класи гіпереліпсоїдальної форми з довільною орієнтацією осей у 

просторі ознак.  
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Таблиця 2.5 - Порівняння кількості ітерацій і часу виконання (у 

секундах) восьми методів на наборі даних Abalone 

 
Методи кластеризації 

FC

M 
PCM CCM GK APrFC 

APosF

C  
ACrFC 

RCM_G

K 

Кількість 

ітерацій 
40 99 75 100 45 78 55 76 

Час  1,63 4,51 3,43 1,22 1,41 1,58 1,49 1,15 

 

 
Рисунок 2.5 - Порівняння кількості ітерацій восьми методів кластеризації на 

тестовому наборі даних Abalone 

 

Розроблені адаптивні методи нечіткої кластеризації працездатні як в 

пакетному так і в онлайн режимах та здатні працювати на вибірках, що 

змінюють розмірність та форму кластерів; дозволяють обробляти великі 

обсяги даних, що можуть подаватись на обробку послідовно у формі потоків 

даних, ефективно працювати за умов суттєвої невизначеності, стохастичності, 

нелінійності, апріорної невизначеності, нестаціонарності та є найбільш 

пристосованими для вирішення задач Data Mining та Data Stream Mining, 
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завдяки своїм універсальним апроксимуючим властивостям, здатності до 

самонавчання.  

Проведені експериментальні дослідження підтвердили ефективність 

запропонованих методів адаптивної кластеризації потоків даних за умов 

перетинних кластерів, що дозволяє рекомендувати їх для використання на 

практиці для вирішення задач автоматичної кластеризації.  

Запропоновані методи призначені для використання в гібридних 

системах обчислювального інтелекту і, перш за все, в задачах навчання 

штучних нейронних мереж, нейронечітких систем, а також в задачах 

кластеризації та класифікації. 

 

2.12.1 Апробація адаптивних методів кластеризації за умов 

перетинних кластерів на пошкоджених викидами та пропусками 

тренувальних вибірках 

У більшості завдань кластеризації, пов’язаних з опрацюванням реальних 

даних, вихідна інформація, як правило, викривлена аномальними викидами і 

пропусками, причому кількість цих викидів і «дир» може бути співрозмірним 

з об’ємом «чистих» даних, при цьому можлива ситуація, коли всі дані є 

«брудними». Зрозуміло, що «класичні» методи (як пакетні, так і онлайнові) в 

цій ситуації неефективні. Для боротьби з аномальними викидами в задачах 

нечіткої кластеризації були запропоновані рекурентні методи, засновані на 

використанні як робастних цільових функцій спеціального виду, так і мір 

подібності, нечутливі до викидів і призначені для роботи як в пакеті, так і 

послідовно. Що ж стосується відсутніх спостережень-пропусків, то тут також 

був розроблений ряд методів (в рамках ймовірнісного та можливісного 

підходів) як пакетних, так і онлайн. І, нарешті, в [116, 120] була введена 

робастна ймовірнісна процедура нечіткої кластеризації даних, виявлених як 

викиди, так і пропуски на основі міри подібності спеціального типу. 

Щоб перевірити розроблені методи, а також аналіз якості кластеризації 

даних порівняно з іншими більш відомими підходами, дослідження було 
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проведено з використанням добре відомих тестових наборів даних UCI 

репозиторію, таких як Wine, Gas, Glass та Iris. Опис цих наборів даних 

наведено в таблиці 2.6. 

 

Таблиця 2.6 – Опис тестових вибірок UCI репозиторію 

Вибірка Кількість 
спостережень 

Кількість 
атрибутів 

Кількість 
кластерів Ресурс 

Вина 178 13 3 Forina et al.(1988) 

Газ 296 2 6 Box and Jenkins (1970) 

Скло 214 9 6 Maskey and Glass (1977) 

Іриси 150 4 3 Fisher (1936) 

 

Результати кластеризації наборів даних показані в таблиці 2.7. Як 

показано в таблиці, метод нечіткої правдоподібної кластеризації високі 

результати. 

Порівняльний аналіз даних проводився з даними, запропонованими 

методами кластеризації, які містять відсутні значення, такими як дані 

адаптивної імовірнісної нечіткої кластеризації з відсутніми значеннями, 

адаптивної можливої нечіткої кластеризації з відсутніми значеннями та 

класичні алгоритми FCM і K-means. 

Для оцінки якості кластеризації даних ми використовували індекс 

Силуету (SI), індекс Цалінскі-Харабаса (CHI) та індекс Девіса-Болдіна (DBI).  

Індекс силуету показує, наскільки середня відстань до об’єктів кластера 

відрізняється від середньої відстані до об’єктів інших кластерів. Це значення 

знаходиться в діапазоні [-1, 1]. Значення, близькі до -1, відповідають 

«поганим» (розрізненим) типам кластеризації. Значення, близькі до нуля, 

вказують на те, що кластери перетинаються і перекриваються. Значення, 

близькі до 1, відповідають «щільним» чітко виділеним кластерам. Таким 

чином, чим більший силует, тим чіткіші скупчення, і вони являють собою 

компактні, щільно згруповані хмари точок. 
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Таблиця 2.7 - Результат кластеризації набору даних «Іриси» за 

допомогою різних методів 

Метод кластеризації SI CHI DBI 

Адаптивна імовірнісна нечітка 
кластеризація даних з 
пропусками 

0,2326 921,58 1,28 

Адаптивна можливісна нечітка 
кластеризація даних з 
пропусками 

0,2325 922,01 1,25 

Адаптивна правдоподібна 
нечітка кластеризація даних з 
пропусками 

0,3335 965,42 1,05 

FCM 0,2354 986,39 1,23 

K-means 0,3676 1419,28 1,09 

 

Згідно з таблицею 2.7, можна зробити такі висновки щодо результатів 

кластеризації набору даних "Іриси" за допомогою різних методів. 

Адаптивна правдоподібна нечітка кластеризація даних з пропусками 

показує найкращий показник SI (0,3335), що вказує на кращу відокремленість 

кластерів і вищу якість кластеризації порівняно з іншими методами. 

K-means має найвищий показник SI (0,3676), що свідчить про ще кращу 

відокремленість кластерів, але цей метод показує більшу варіативність в 

кластеризації порівняно з адаптивними методами. 

K-means також демонструє найкращий результат за CHI (1419,28), що 

вказує на найкращу згуртованість кластерів та їх розмежованість в порівнянні 

з іншими методами. 

Адаптивні методи також мають високе значення CHI, але вони трохи 

поступаються K-means, що може свідчити про дещо гіршу згуртованість 

кластерів. 
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Адаптивна правдоподібна нечітка кластеризація даних з пропусками має 

найкращий результат за DBI (1,05), що свідчить про найменшу середню 

дисперсію між кластерами і вищу якість кластеризації. 

FCM має близький до найкращого результат DBI (1,23), що також 

свідчить про хорошу відокремленість і згуртованість кластерів. 

K-means має найкращий результат за CHI, але результат за DBI є нижчим 

(1,09), що свідчить про дещо більшу дисперсію між кластерами. 

Адаптивна правдоподібна нечітка кластеризація показує найкращі 

результати за SI та DBI, що вказує на високу якість кластеризації з 

відокремленістю та згуртованістю кластерів. 

K-means є сильним конкурентом за CHI, але має трохи гірший показник 

за DBI та SI, що може свідчити про меншу якість кластеризації в порівнянні з 

адаптивними методами. 

FCM та інші адаптивні методи забезпечують хорошу якість 

кластеризації, однак не досягають рівня адаптивного правдоподібного методу 

за DBI. 

Таким чином, для набору даних "Іриси" адаптивна правдоподібна 

нечітка кластеризація даних з пропусками є найкращим методом серед 

представлених, з найбільш високими значеннями індексів, що вказує на 

хорошу відокремленість та компактність кластерів. 

 

 

Таблиця 2.8 - Порівняння 100 експериментів для різних наборів даних 

Назва вибірки Метод кластеризації 
Загальна точність 

Найвища Середня Дисперсія 

Вина 

FCM 68.54 68.54 0 

CFC 67.98 67.98 0 
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Продовження таблиці 2.8 

Скло 
FCM 49.53 49.08 0.01 

CFC 44.86 44.86 0 

Газ 
FCM 79.05 77.33 11.33 

CFC 68.58 68.55 0.01 

Іриси 
FCM 89.33 89.33 0 

CFC 91.33 90.06 0.04 

 

Згідно з таблицею 2.8, можна зробити наступні висновки щодо 

порівняння методів кластеризації FCM і CFC на різних наборах даних, зокрема 

для Вина, Скло, Газ, і Іриси. 

Для вибірки Іриси метод CFC показує кращі результати як за найвищою, 

так і за середньою точністю порівняно з FCM, а також забезпечує невелику 

дисперсію, що свідчить про стабільність результатів. 

Для вибірки Газ метод FCM показує найвищу точність, але з високою 

дисперсією, що може вказувати на варіативність результатів в залежності від 

конкретних характеристик даних. CFC тут також має стабільність, але з 

нижчою точністю. 

Для вибірки Скло та Вина обидва методи мають схожі результати, але 

FCM виявляється трохи кращим для вибірки Скло через стабільнішу середню 

точність. 

Метод CFC показує більш стабільні результати на більшості наборів 

даних, зокрема для вибірки Iris, проте FCM демонструє перевагу в точності 

для вибірки Gas. Це вказує на те, що для деяких задач може бути корисним 

використовувати FCM, особливо коли важлива висока точність, навіть за 

наявності варіативності. CFC ж буде кращим варіантом, коли необхідна 

стабільність і консистентність результатів. 
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Звичайно, якість запропонованого методу слід оцінити. З цієї причини 

ми використали загальне порівняння точності 100 експериментів для різних 

наборів даних і двох алгоритмів кластеризації: метод нечітких середніх (FCM) 

і достовірну нечітку кластеризацію (CFC). 

Метод правдоподібної нечіткої кластеризації працює не тільки з 

повними даними, але й з даними, які містять відсутні значення.  

Для проведення експериментальних досліджень штучно введено 10 

відсутніх значень у набір даних Iris. 

Рисунок 2.6 демонструє набір даних нечіткої правдоподібної 

кластеризації (CFC) Iris із 10 відсутніми значеннями. 

 

 
Рисунок 2.6 – Набір даних Iris для правдоподібної нечіткої 

кластеризації з 10 відсутніми значеннями 

 

Проведені експерименти підтвердили дієвість запропонованих методів 

правдоподібної нечіткої кластеризації спотворених даних і дозволяють 
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рекомендувати його для використання на практиці для вирішення задач 

автоматичної кластеризації спотворених даних. Загальна точність методу 

правдоподібної нечіткої кластеризації покращена на 5-9% і не залежить від 

розміру та типу вибірки. 

Методи призначені для використання в гібридних систем 

обчислювального інтелекту і, а саме, в проблемах навчання штучних 

нейронних мереж, нейронечітких систем, а також в проблемах кластеризації 

та класифікації. 

 

2.12.2 Апробація адаптивних методів кластеризації на основі 

модифікованої міри подібності спеціального типу за умов перетинних 

кластерів на пошкоджених викидами та пропусками тренувальних 

вибірках  

Експериментальні дослідження проводились на вибірці UCI 

репозиторію Iris. 

Для оцінки якості роботи робастного методу кластеризації 

використовували критерії якості кластеризації, такі як: коефіцієнт розподілу 

(PC), ентропія класифікації (CE), індекс розподілу (SC), індекс розділення (S), 

індекс Ксі та Бені (XB), індекс Данна (DI). 

Отже, результат кластеризації потрібно перерахувати, оскільки це був 

жорсткий алгоритм розділення. Результати експериментальних досліджень 

наведено в таблиці 2.9 на основі вибірки Iris і таблиці 2.10 на основі вибірки 

Wine. 

Із таблиці 2.9 можна зробити аналіз результатів кластеризації для двох 

методів - Адаптивного робастного методу кластеризації на основі 

модифікованої міри подібності та FCM (Fuzzy C-Means) - на вибірці Iris із UCI 

Repository дозволяє зробити кілька важливих висновків про їх ефективність та 

якість кластеризації. 
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Таблиця 2.9 – Порівняльний аналіз адаптивного ймовірнісного 

робастного методу кластеризації на основі міри подібності та FCM на основі 

вибірки Iris 

Методи 
кластеризації 

Iris UCI repository 

PC CE SC S XB DI 

Адаптивний 
робастний метод 
кластеризації на 
основі 
модифікованої міри 
подібності  

0,8199 0,2122 0,2567 0,0022 0,0015 1 

FCM 0,8011 0,3410 0,1345 0,0030 7,1965 0,0080 

 

Таблиця 2.10 – Порівняльний аналіз адаптивного можливісного 

робастного методу кластеризації на основі міри подібності та FCM на основі 

вибірки Iris 

 

Метод FCM показує гіршу точність кластеризації (0,8011) порівняно з 

адаптивним робастним методом (0,8199). Це свідчить про те, що FCM має 

гірші результати в плані чіткої класифікації об’єктів в конкретні кластери. 

Вища точність у адаптивного робастного методу кластеризації на основі 

модифікованої міри подібності вказує на більш точну і стабільну 

Методи 
кластеризації 

Іris UCI repository 
PC CE SC S XB DI 

Адаптивний 
робастний метод 
кластеризації на 
основі 
модифікованої 
міри подібності  

0,0230 0,0219 -0,3007 0,0032 0,0065 0,9999 

FCM 0,7411 0,2389 0,3112 0,0040 6,9945 0,0078 
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ідентифікацію кластерів. 

Помилка класифікації (CE). Результати показують, що адаптивний 

метод має меншу помилку класифікації (0,2122), що є позитивним аспектом, 

оскільки це свідчить про менше число помилок при класифікації об'єктів. У 

свою чергу, FCM має більшу помилку класифікації (0,3410), що означає, що в 

деяких випадках класифікація була менш точною. Це може свідчити про 

більшу чутливість методу до шуми або неоднозначних ситуацій, що 

виникають у даних. 

Адаптивний робастний метод має кращий коефіцієнт силуета (0,2567), 

що свідчить про більшу відокремленість кластерів. Вищий коефіцієнт силуета 

означає, що кластери, сформовані методом FCM, є більш чіткими й добре 

визначеними. У свою чергу, FCM має значення SC рівне 0,1345, що вказує на 

меншу відокремленість кластерів, і це може бути ознакою того, що метод не 

так добре визначає чіткі кордони між кластерами. 

Метод FCM показує менше значення S (0,0030), що свідчить про кращу 

здатність методу до визначення чітких меж між різними групами. У той час як 

адаптивний метод має значення S на рівні 0,0022, що є ще меншим 

показником. Це може свідчити про те, що адаптивний метод є менш здатним 

до чіткого розділення різних кластерів, при цьому може бути більше перетину 

або скупчення точок між кластерами. 

Індекс XB для FCM є досить високим (7,1965), що може вказувати на 

погану внутрішню згуртованість кластерів та більшу варіативність всередині 

самих кластерів. Для адаптивного методу цей індекс є набагато нижчим 

(0,0015), що свідчить про високу згуртованість і компактність кластерів, тобто 

вони більш однорідні. Тому адаптивний метод кластеризації здатний 

створювати більш компактні та стійкі до варіативності кластери, хоча й може 

мати деякі труднощі з їх чітким визначенням. 

DI для адаптивного методу становить 1, що вказує на високу щільність 

кластерів, що є гарною ознакою для методу, оскільки кластери утворюються 

щільними й стійкими до можливих змін. Натомість FCM має значення DI рівне 
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0,0080, що вказує на менш щільні кластери і може бути ознакою того, що вони 

більш розріджені та менш стійкі. 

Адаптивний робастний метод має кращі результати за точністю 

кластеризації та відокремленістю кластерів, однак він показує значні 

проблеми з внутрішньою згуртованістю та щільністю кластерів, що може 

призводити до високої варіативності та нестабільності результатів. У той час 

як FCM виявляється менш точним, але забезпечує кращу компактність та 

стабільність кластерів, що може бути корисно в умовах, коли необхідно 

досягти більшого узгодження в класифікації, навіть якщо відокремленість 

кластерів не є ідеальною. 

 

 
Рисунок 2.7 - Кластеризація даних, що не пошкоджені аномальними 

викидами, де суцільна лінія – рівень належності; жирна лінія є функцією 

модифікованої міри подібності. 

 

На рисунку 2.7 продемонстрована робота методів кластеризації даних, 

що не пошкоджені аномальними викидами. Далі викиди були додані штучно. 

Рисунок 2.8 демонструє чутливість до викидів у наборі даних Іриси. 
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Рисунок 2.8 - Чутливість до викидів у наборі даних Iris, де суцільна лінія 

– рівень належності; жирна лінія є функцією модифікованої міри подібності. 

 

На рисунку 2.9 показано роботу методу кластеризації даних, який не 

пошкоджено аномальними викидами та відсутніми спостереженнями, на 

рисунку 2.10 показано роботу методу кластеризації даних, який пошкоджено 

відсутніми спостереженнями, а на рисунку 2.11 показано роботу методу 

кластеризації даних що спотворено аномальними викидами та відсутніми 

спостереженнями. 

Запропонований підхід базується на гібридизації імовірнісних,  

можливістних та правдоподібних процедур нечіткої кластеризації, робастних 

критеріїв оцінювання, мір подібності спеціального типу та самонавчання Т. 

Кохонена за принципом «Переможець отримує більше» для оптимізації 

цільової функції спеціального типу.  
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Рисунок 2.9 - Кластеризація даних, яка не пошкоджена аномальними 

викидами, де суцільна лінія – рівень членства; жирна лінія є функцією міри 

подібності 

 

 
Рисунок 2.10 - Робота методу кластеризації даних, які спотворено відсутніми 

спостереженнями 

 

Оптимізація цільової функції при обмеженнях за допомогою методу 

множників Лагранжа дозволила отримати аналітичні вирази для розрахунку 
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рівнів належності та рекурентних співвідношень для налаштування центроїдів 

сформованих кластерів.  
 

 
Рисунок 2.11 - Робота методу кластеризації даних, який спотворено 

аномальними викидами та відсутніми спостереженнями 

 

Запропоновані методи є, по суті, процедурами градієнтної оптимізації. 

Показано, що запропоновані процедури є узагальненням відомих алгоритмів 

нечіткої кластеризації та збігаються з ними, якщо вихідні дані є «чистими» (без 

викидів та пропущених спостережень).  

Проведені імітаційні експерименти підтверджують ефективність 

розробленого підходу.  
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2.13 Висновок до 2 розділу 

 

1. Виділено основні характеристики потоків даних, які надходять в 

онлайн режимі та запропоновано постановку задачі розробки адаптивних 

методів нечіткої кластеризації потоків даних за умов перетинних класів та 

апріорної невизначеності. 

2. Уперше запропоновано адаптивні ймовірнісні, можливісні та 

правдоподібні методи нечіткої кластеризації потоків викривлених даних, які 

призначені для вирішення задач Data Stream Mining та Big Data Mining, що 

дозволяють опрацьовувати апріорі невідому кількість даних послідовно, 

спостереження за спостереженням в міру їх надходження у онлайн режимі. 

3. Удосконалено метод кластеризації Густафсона-Кесселя, який 

базується на підході правдоподібності до нечіткої кластеризації та формує 

перетинні класи гіпереліпсоїдальної форми з довільною орієнтацією осей у 

просторі ознак, що дозволяє опрацьовувати потоки даних в міру їх 

надходження на обробку в онлайн режимі. 

4. Проведено експериментальні дослідження розроблених та 

модифікованих методів. В порівнянні з класичними методами кластеризації 

(K-means, FCM), розроблені адаптивні методи нечіткої кластеризації 

забезпечують точність визначення кількості класів (кластерів) в умовах 

дефіциту апріорної інформації, працездатні як в пакетному так і в онлайн 

режимах та здатні працювати на вибірках, що змінюють розмірність та форму 

кластерів; дозволяють обробляти великі обсяги даних, що можуть подаватись 

на обробку послідовно у формі потоків даних, ефективно працювати за умов 

суттєвої невизначеності, стохастичності, нелінійності, апріорної 

невизначеності, нестаціонарності та є найбільш пристосованими для 

вирішення задач Data Mining та Data Stream Mining, завдяки своїм 

універсальним апроксимуючим властивостям, здатності до самонавчання. 

Результати розділу 2 відображено у публікаціях [2, 3, 14, 16, 21, 23, 25, 

26, 28, 30-33, 36-38] (Додаток А). 
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РОЗДІЛ 3 

АДАПТИВНА НЕЧІТКА КЛАСТЕРИЗАЦІЯ ПОТОКІВ ДАНИХ З 

РІЗНОЮ ЩІЛЬНІСТЮ РОЗПОДІЛУ 

 

 

Головну увагу у даному розділі приділено розробці методів адаптивної 

нечіткої кластеризації потоків даних з різною щільністю розподілу. 

Задача кластеризації масивів спостережень довільної природи є 

невід’ємною частиною Data Mining, а у більш загальному випадку Data 

Science, а для її вирішення запропонована дуже велика кількість підходів , що 

відрізняються між собою як апріорними припущеннями що до фізичної 

природи даних та задачі, що вирішуються на їх основі, так і математичним 

апаратом, що використовується [1-29].  

Слід відзначити, що в загальному випадку вирішення задачі 

кластеризації суттєво ускладняється, якщо вихідні вектори (тут у загальному 

випадку матриці) спостереження мають велику різноманітність, викривлені 

збуреннями та завадами, містять пропуски, самі вихідні масиви або занадто 

великі (Big Data) або занадто короткі, кластери можуть мати досить складну 

форму, а їх кількість апріорі невідома. 

У другому розділі було вирішено проблему розробки адаптивних 

методів нечіткої кластеризації потоків даних за умов перетинних класів та 

апріорної невизначеності. В порівнянні з класичними методами кластеризації 

(K-means, FCM), розроблені адаптивні методи нечіткої кластеризації 

забезпечують точність визначення кількості класів (кластерів) в умовах 

дефіциту апріорної інформації, працездатні як в пакетному так і в онлайн 

режимах та здатні працювати на вибірках, що змінюють розмірність та форму 

кластерів; дозволяють обробляти великі обсяги даних, що можуть подаватись 

на обробку послідовно у формі потоків даних, ефективно працювати за умов 

суттєвої невизначеності, стохастичності, нелінійності, апріорної 

невизначеності, нестаціонарності та є найбільш пристосованими для 
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вирішення задач Data Mining та Data Stream Mining, завдяки своїм 

універсальним апроксимуючим властивостям, здатності до самонавчання. 

Однак ефективність кластеризації значною мірою залежить від 

характеристик даних, зокрема їхньої щільності та варіативності розподілу. В 

задачах, де об’єкти розподілені нерівномірно, класичні алгоритми можуть 

давати некоректні результати через надмірне згладжування кластерних 

структур або їхню надмірну деталізацію. 

Адаптивні методи кластеризації покликані вирішувати цю проблему, 

автоматично підлаштовуючись до локальних особливостей розподілу даних. 

Вони використовують механізми, що дозволяють динамічно змінювати 

параметри кластеризації залежно від щільності, розмірів та просторового 

розташування кластерів. Такий підхід забезпечує більшу точність групування 

та підвищує стійкість алгоритмів до шуму й аномальних значень. 

Один із підходів до врахування щільності полягає у використанні 

методів кластеризації на основі щільності (Density-Based Clustering) [133] та 

його модифікації [134-171], що були запропоновані для вирішення задач 

кластеризації великих масивів векторних даних високої розмірності, при 

цьому класи, що формуються у процесі кластеризації, можуть мати будь яку 

складну форму. В основі цих алгоритмів полягає пошук екстремумів 

максимумів функції щільності розподілу даних у масиві, що аналізується 

(багатоекстремальна оптимізація), при цьому ця функція формується, як 

суперпозиція ядерних (дзвонуватих) функцій, пов’язаних з кожним 

спостереженням. Фактично ця функція будується на основі вікон Парзена 

[141] та оцінок Надарая - Ватсона [142, 143]. До них належить DBSCAN 

(Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise), який визначає 

кластери як області з високою густиною точок, відокремлені зонами меншої 

щільності. Основною перевагою цього методу є здатність виявляти кластери 

довільної форми та відокремлювати шумові точки. 

З обчислювальної точки зору задача кластеризації перетворюється у 

проблему пошуку локальних екстремумів багатоекстремальної функції 
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векторного аргументу щільності зо допомогою градієнтних процедур, які 

багатократно запускаються з різних точок вихідного масиву даних. Зрозуміло, 

що це займає досить багато часу, оскільки апріорі навіть невідомо скільки ж 

екстремумів має сформована функція щільності. 

Для вирішення такої задачі потрібно: 

− розробити методи адаптивної нечіткої кластеризація потоків 

даних з різною щільністю розподілу; 

− провести імітаційне моделювання та експериментальні 

дослідження розроблених методів. 

 

 

3.1 Передобробка потоків даних різної щільності для кластеризації 

 

Передобробка даних є ключовим етапом у процесі кластеризації, 

особливо коли йдеться про потокові дані з неоднорідною щільністю. Потокові 

дані характеризуються високою швидкістю надходження, змінною 

структурою та наявністю шуму, що створює значні виклики для алгоритмів 

кластеризації. Окрім цього, нерівномірна щільність даних може суттєво 

впливати на якість групування, ускладнюючи виділення меж між кластерами 

та правильне визначення їхньої кількості. 

Розробка ефективних методів передобробки потокових даних 

спрямована на нормалізацію щільності, усунення шумових об'єктів, 

масштабування та виявлення локальних структур у даних. Така передобробка 

дозволяє покращити результати кластеризації та забезпечити стабільність 

алгоритмів у режимі реального часу. 

Проблеми передобробки потокових даних різної щільності: 

1. Динамічна зміна щільності. Потокові дані можуть змінювати свою 

щільність у часі: певні регіони можуть бути густонаселеними, тоді як інші 

залишаються малозаповненими. Це створює труднощі для алгоритмів 
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кластеризації, які працюють із глобальними параметрами та можуть погано 

адаптуватися до локальних змін. У зв’язку з динамічною природою щільності 

потоків даних необхідно застосовувати спеціалізовані алгоритми, здатні 

адаптуватися до таких змін. Такі алгоритми повинні не лише ефективно 

обробляти великий обсяг даних, але й виявляти і аналізувати зміни в їхній 

щільності. Класичні методи кластеризації, такі як DBSCAN або DENCLUE, не 

завжди ефективно працюють з потоками даних, оскільки вони припускають 

статичний характер щільності. Для роботи з динамічними потоками 

використовуються адаптивні варіанти цих алгоритмів, здатні змінювати 

параметри кластеризації в реальному часі.  

2. Наявність шуму та викидів. У потокових даних часто 

зустрічаються аномальні значення, які можуть зміщувати центри кластерів або 

призводити до неправильного розподілу об'єктів. Традиційні методи 

кластеризації, такі як k-means, чутливі до таких точок і можуть давати 

некоректні результати. 

3. Різний масштаб і розмірність даних. У багатовимірних потоках 

даних часто спостерігається значна різниця в масштабах та розмірностях 

ознак, що ускладнює ефективне застосування алгоритмів кластеризації або 

аналізу. Щільність даних може варіюватися залежно від конкретних 

характеристик або ознак, і деякі з них можуть мати більшу варіативність, ніж 

інші. Наприклад, ознаки, що вимірюються у різних одиницях вимірювання 

(наприклад, вага в кілограмах і температура в градусах Цельсія), можуть мати 

суттєво різні масштаби, що призводить до домінування одних ознак над 

іншими під час аналізу. Тому важливо враховувати різницю в масштабах та 

впливати на алгоритм за допомогою нормалізації, щоб привести всі ознаки до 

однакової шкали і уникнути спотворення результатів кластеризації або інших 

методів.  

4. Обмеженість ресурсів у потокових системах. Передобробка 

потоків даних повинна виконуватися в режимі реального часу, що обмежує 

можливості використання обчислювально складних методів. Це вимагає 
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застосування ефективних алгоритмів, які здатні швидко оновлювати модель 

без необхідності повторного аналізу всього масиву даних. 

Один із підходів до передобробки потокових даних різної щільності 

полягає у використанні функції щільності розподілу даних. Вона дозволяє 

коригувати вагу об'єктів залежно від їхньої близькості до інших точок у 

багатовимірному просторі. 

 

 

3.2 Формування функції щільності розподілу даних у масиві, що 

підлягає кластеризації 

 

Формування функції щільності розподілу даних є важливим етапом у 

процесі кластеризації, оскільки дозволяє виявити внутрішню структуру даних, 

визначити області з високою концентрацією об’єктів і на їхній основі 

класифікувати дані в окремі кластери. Для того щоб сформувати таку 

функцію, необхідно оцінити щільність точок у різних частинах простору 

даних. Оцінка щільності є критично важливою для визначення кластерів, 

оскільки дозволяє виділяти області з високою щільністю точок, що, як 

правило, відповідають природним кластерам. 

Зазвичай для цього використовуються різні методи оцінки щільності, 

серед яких одним із найбільш поширених є метод ядрового згладжування. 

Розглянемо покроковий процес формування функції щільності розподілу 

даних у масиві, що підлягає кластеризації. 

Вихідною інформацією для вирішення задачі кластеризації  

традиційно є масив векторів-спостережень { }(1), (2),..., ( ),..., ( ) ,Х х х х k х N=

{ }( ) ( ) ,n
iх k х k R= ∈  при цьому дані попередньо відцентровано на гіперкуб 

(поліном) так, що { } 1 2

2,( ) ( ) .n n
i iх k х k R ×= ∈  Така ситуація може виникати у 

випадку обробки масивів зображень. 
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Основними поняттями, на яких базується DENCLUE є функція впливу, 

функція щільності та атрактори щільності, що по суті є локальними 

екстремумами функції щільності.  

Функція впливу описує, як кожен елемент (точка) даних впливає на інші 

елементи в наборі, залежно від їхньої відстані або близькості. Це може бути, 

наприклад, функція, що визначає вагу впливу однієї точки на іншу в просторі 

даних. У методах, що базуються на щільності, таких як ядрове згладжування 

(KDE), функція впливу визначає, як розподіляється «вплив» однієї точки на 

навколишні точки, тобто як кожен об'єкт впливає на загальний розподіл 

щільності. 

Функція впливу може бути побудована за допомогою ядра (наприклад, 

гаусівського ядра), яке присвоює більш високі ваги точкам, що знаходяться 

ближче до центральної точки, і зменшує їх із збільшенням відстані. 

У загальному випадку функція впливу для будь-якого векторного 

спостереження ( )х •  з вихідного масиву X є ядерною дзвонуватою функцією 

( )( )хf х• , при цьому найбільш популярною є традиційна гаусівська функція 

 
22

( )
2 2

( )( , ( ))( ) exp exp
2 2

х
G

х хd х хf х
σ σ

•
 − • •

= − = −       
                  (3.1) 

 

(тут 2 ( , ( ))d х х •  - евклідова відстань, 2σ  - параметр ширини функції впливу), 

завдяки простоті обчислення її похідних. 

У матричному випадку замість евклідової можна використати метрику 

Фробеніуса, при цьому функція впливу набуває вигляду 

 

( )( )2
( )

2 2

( ) ( )( , ( ))( ) exp exp ,
2 2

T
х

G
Tr х х х хd х хf х

σ σ
•

 − • − • •
= − = −       

       (3.2) 
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де ( )Tr •  - символ сліду матриці. 

Нескладно бачити, що (3.2) є узагальненням (3.1). 

На основі функцій впливу формується функція щільності розподілу 

даних у масиві Х  у вигляді 

 

( )
1

( ) , ( ) ,
N

х

k
f х f х х k

=

=∑                                           (3.3) 

 

що по суті є оцінкою Надарая-Ватсона. Нескладно бачити, що функція ( )хf х  

може приймати значення в інтервалі 

1 ( ) ,хf х N≤ ≤  

 

при цьому крайні значення з цього інтервалу приймаються, коли вибірка 

містить лише одне спостереження або усі N  спостережень співпадають, тобто 

існує лише один кластер - вироджена ситуація. 

Для знаходження 1m >  кластерів необхідно ввести у розгляд деякий 

поріг 1ξ > , що дозволяє формувати дійсно значущі кластери, відстежуючи 

аномальні спостереження та класи, що містять занадто мало даних. 

Власне процес формування кластерів пов’язаний з відшуканням усіх 

екстремумів функції щільності (3.3) за допомогою градієнтної процедури 

 

( )
( ) ( )

1
1

01

,
,   , 0,1,2,...; 1,2,..., ,

,

х l l
l l l

х l l

f х х
х х х х k l k N

f х х
η

−
−

−

∇
= + = = ∀ =

∇
(3.4) 

 

тобто кількість запусків алгоритму (3.4) визначається обсягом навчальної 

вибірки N . Зрозуміло, що при великих N  процес кластеризації - пошуку 

локальних екстремумів може потребувати дуже багато часу. Тому 

запропоновані модифікації DENCLUE пов’язані з пришвидшенням процесу 
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пошуку локальних екстремумів (3.3) шляхом модифікації градієнтної 

процедури (3.4) [138-149]. 

Коли спостереження ( )х k  у вибірці ( )1 2Х n n∈ ×  - матриця, нескладно 

ввести у розгляд матричний варіант процедури (3.4): 

 

( ) ( ) ( )( )
1

1 1 1 1 2, , , ,l l l х l х l хT lх х х х Tr х х х хη
−

− − − −= + Γ Γ Γ  

 

де ( ) ( )
1 2

1 2

1
1 ,

, .
х l

n nх l

i i

f х х
х х R

х

−
×−

 ∂ Γ = ∈ ∂  
 

Процес градієнтної оптимізації закінчується відшуканням m  локальних 

екстремумів функції (3.3), при цьому чим менше значення ξ , тим більше 

кластерів може бути сформовано. 

Пришвидшити процес відшукання локальних екстремумів можна, 

використовуючи замість градієнтного пошуку методи еволюційної 

оптимізації, серед яких в якості достатньо ефективного, чисельно простого і 

швидкого можна відзначити, так званий, пошук на основі котячих зграй, що 

повинен бути модифікований для вирішення задачі кластеризації. 

 

 

3.3 Нечітка модифікація методу піків щільності 

 

Нечітка кластеризація на основі аналізу піків щільності розподілу є 

потужним методом, який дозволяє виявляти структуру даних без необхідності 

визначати чіткі кордони між кластерами. Цей підхід орієнтований на аналіз 

локальних піків у розподілі щільності даних, що надає можливість 

розпізнавати кластери на основі їх щільності, а не геометричних або 

топологічних характеристик. Основною перевагою цього методу є здатність 

виявляти класифікацію в умовах неоднорідності та складної структури даних, 
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де класичні методи кластеризації, такі як k-середні, можуть бути 

неефективними. 

Замість того щоб намагатися чітко визначити межі між кластерами, 

методи нечіткої кластеризації на основі щільності фокусуються на виявленні 

інтенсивних зон або піків у щільності, що зазвичай вказують на скупчення 

даних, які можуть бути інтерпретовані як кластери. У контексті цього підходу 

кожен елемент даних оцінюється за рівнем щільності навколо нього, що 

дозволяє ідентифікувати області з високою концентрацією об'єктів, які 

ймовірно належать до одного кластера. З точки зору теоретичного 

обґрунтування, така кластеризація враховує природні характеристики даних і 

дозволяє отримати більш гнучкі та реалістичні результати, які часто краще 

відображають структуру даних у реальних умовах. 

Аналіз піків щільності вимагає від алгоритмів здатності адаптуватися до 

локальних особливостей розподілу даних. Це означає, що в межах одного 

набору даних можуть бути виявлені множинні області з різними рівнями 

щільності, що дозволяє отримувати кластеризації, де кількість кластерів не є 

фіксованою, а варіюється залежно від змін у розподілі даних. У традиційних 

методах кластеризації, таких як алгоритм k-середніх, кількість кластерів часто 

потрібно задавати наперед, що може призвести до неправильних результатів у 

разі складних або змінних структур даних. Нечітка кластеризація на основі 

щільності дозволяє уникнути цієї проблеми, оскільки не вимагає попереднього 

визначення кількості кластерів, а визначає їх лише на основі властивостей 

самих даних. 

Процес виявлення піків у щільності зазвичай передбачає використання 

різноманітних математичних та статистичних методів, таких як методи 

ядрового згладжування або класифікації через класифікаційні функції 

щільності. Ці методи допомагають виявляти найбільш виразні й значущі 

скупчення, навіть якщо вони не є ідеально ізольованими чи мають 

неправильну форму. Завдяки такій гнучкості, алгоритми нечіткої кластеризації 

можуть працювати з даними різних типів, включаючи неструктуровані, неявно 
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організовані набори даних, де звичні методи виявлення кластерів можуть бути 

неефективними. 

Важливо зазначити, що нечітка кластеризація на основі щільності також 

володіє певними обмеженнями та викликами. Наприклад, високий рівень 

чутливості до параметрів алгоритму, таких як вибір порогу для виявлення піків 

щільності або кількості точок, що мають бути включені до складу кожного 

кластеру, може призвести до неточних або нестабільних результатів. Крім 

того, необхідність враховувати масштаби та рівні щільності для кожної пари 

точок може збільшити обчислювальні витрати, що може бути особливо 

важливим при обробці великих наборів даних. 

Відтак, застосування нечіткої кластеризації на основі аналізу піків 

щільності розподілу відкриває нові можливості для класифікації складних 

структурованих і неструктурованих даних, дозволяючи значно покращити 

точність кластеризації у випадках, коли традиційні методи не дають 

задовільних результатів. Її здатність адаптуватися до різноманітних типів 

даних та виявляти природні структури без необхідності чітко визначати 

кордони між кластерами робить цей підхід важливим інструментом у сучасних 

задачах класифікації та аналізу даних. 

Процес нечіткої кластеризації на основі аналізу піків щільності 

розподілу даних зручно представити у вигляді послідовності кроків, при 

цьому вихідною інформацією як і в інших методах, заснованих на парадигмі 

самонавчання, є нерозмічена вибірка векторних спостережень 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 , 2 ,..., ,...Х х х х k х N= , ( ) nх k R∈ , при цьому для зручності 

розрахунків всі компоненти цих векторів попередньо закодовані в деякому 

обмеженому інтервалі, наприклад, ( )1 1iх k− ≤ ≤ , ( ), 1,2,...,iх k i n= . 

В процесі кластеризації на основі аналізу піків щільності розподілу 

даних аналізується два параметри: kρ  - локальна щільність і kδ  - відстань до 

точки з більш високою щільністю. Окрім того вводиться єдиний вільний 
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параметр cd  - відстань зрізу, яка задається і варіюється користувачем для 

отримання необхідної точності рішення задачі.  

Роботу методу можна сформулювати як наступну послідовність 

елементарних кроків: 

Крок 1. На першому кроці на основі вихідної ( )n N×  матриці «об’єкт – 

властивість» вводиться ( )N N×  – матриця відстаней між спостереженнями: 

 

{ },klD d= ( ) ( ) , ,kld х k х l k l= − ∀  

 

при цьому може бути використана будь-яка метрика, яка використовується в 

інтелектуальному аналізі даних і, зокрема, в кластерному аналізі. 

Крок 2. На другому кроці розраховується ( 1)N ×  - вектор локальних 

щільностей { } :N
k Rρ ρ= ∈   

1
( ),

N

k kl c
k

d dρ χ
=

= −∑
 

 

де 

 

1,  якщо 0,
( )

0,  в іншому випадку.
d

dχ
<

= 


 

 

Відстань зрізу обирається з суто емпіричних міркувань, при цьому 

автори методу [145, 154, 156-165] рекомендують вибирати його так, щоб в 

околі, який формується, потрапляло 0,01 0,02N N−  спостережень вибірки, що 

оброблюється. 

Крок 3. Розрахунок вектора мінімальних відстаней { } N
k Pδ δ= ∈  до 

точок з більш високою щільністю  
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{ }
,
min ,

l k
k kll

d
ρ ρ

δ
∀ >

=  

 

а для точки з максимальною щільністю *
kδ  розраховується: 

 

{ }* max .k kll
dδ =  

 

Крок 4. Формування центроїдів кластерів , 1,2,..., ,qc q m=  при цьому в 

якості центроїдів ( )qc х k=  обираються точки з найвищою щільністю, тобто 

обираються деякі спостереження з вихідної вибірки Х . До кожного з 

центроїдів jc  приписуються точки, найближчі до нього в сенсі  

 

min( ) .kl qld d≡  

 

Зауважимо також, що в [123, 124] в якості центроїдів пропонується 

використовувати значення ( )qc х k=  з максимальним значенням добутків 

k kρ δ⋅ . 

Далі всі центроїди впорядковуються за зменшенням цього добутку 

1,..., ,... ,q mc c c  а якість одержуваного рішення оцінюється за допомогою будь-

якого з критеріїв, прийнятих в чіткій кластеризації [1, 2, 8, 11, 12]. 

Якщо з точки зору використаного критерію якість кластеризації 

виявляється незадовільною, можна або зменшити значення cd , або збільшити 

число можливих кластерів, тобто 1,..., , 1, 2,....q m m m= + +  
Далі процедура нечіткої кластеризації повторюється, починаючи з 

першого кроку. 

Крок 5. Починаючи з п’ятого кроку реалізується процедура нечіткої 

кластеризації. При цьому для кожної точки ( ) qх k c≠  розраховуються рівні 

нечіткої належності в стандартній формі [2] 
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або на основі функції щільності розподілу Коші [121, 122, 146, 166] 
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Крок 6. На основі оцінок імовірнісної нечіткої належності (3.4), (3.5) 

розраховується рівень довіри до отриманих результатів на основі стандартного 

правдоподібного підходу [97-107] 

 

( )* *1( ) ( ) 1 sup ( ) ,
2q q qCred k k kµ µ= + −                               (3.6) 

 

де  

* ( )
( ) .

sup ( )
q

q
l

k
k

k
µ

µ
µ

=
 

 

Крок 7. Завершення процедури нечіткої кластеризації шляхом оцінки 

якості результатів за допомогою будь-якого з критеріїв, що застосовуються в 

нечіткій кластеризації [3, 5-44], хоча оцінка (3.6) вже сама по собі надає 

наскільки можна довіряти правдоподібності отриманих результатів. 
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3.4 Нечітка правдоподібна кластеризація даних на основі аналізу 

щільності розподілу даних та їх піків  

 

Нечітка правдоподібна кластеризація даних, основана на аналізі 

щільності розподілу даних та їхніх піків, є інноваційним підходом, який 

поєднує в собі переваги нечіткої логіки та статистичних методів для виявлення 

складних структур у даних. Цей метод дозволяє вирішувати проблеми, 

пов'язані з класифікацією даних, у випадках, коли традиційні алгоритми 

кластеризації не можуть точно відобразити реальну структуру даних, зокрема 

у випадку, коли дані мають неявно виражену структуру або невизначену 

кількість кластерів. 

Основним принципом нечіткої правдоподібної кластеризації є обробка 

даних на основі їхньої щільності та пошук локальних піків у цьому розподілі. 

Піки щільності вказують на зони з високою концентрацією точок даних, що 

може вказувати на наявність кластера. Однак, на відміну від класичних 

методів кластеризації, таких як k-середніх або ієрархічних методів, цей підхід 

не передбачає чіткої границі між кластерами, а дозволяє класифікувати об'єкти 

на основі їхньої належності до кожного з можливих кластерів за допомогою 

нечітких значень. 

Нечітка логіка є ключовою складовою цього підходу, оскільки вона 

дозволяє моделювати невизначеність і нечіткість в процесі класифікації. У 

традиційних методах кластеризації кожен елемент або точно належить до 

одного кластера, або не належить взагалі. Однак у реальних ситуаціях часто 

буває, що елементи мають часткову належність до кількох кластерів, що є 

характерним для нечіткої класифікації. Враховуючи це, метод нечіткої 

правдоподібної кластеризації може застосовувати нечіткі множини для 

представлення ступеня належності кожної точки до кількох кластерів, що 

значно покращує точність класифікації в складних або двозначних випадках. 

Аналіз щільності розподілу даних дозволяє виявляти пік щільності, який 

представляє собою локальні максимуми у розподілі даних. Ці максимуми 
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можуть вказувати на наявність груп об'єктів, що тісно пов'язані між собою. 

Однак для точної ідентифікації таких пік важливо враховувати масштаби та 

розподіли щільності, оскільки дані можуть мати різні рівні інтенсивності та 

можуть бути дуже розрідженими або навпаки, густо населеними в певних 

областях простору. 

Процес кластеризації включає в себе кілька етапів. Першим етапом є 

оцінка щільності точок у різних частинах простору, що дозволяє виділити 

області з високою щільністю. Далі, для кожного елемента даних визначається 

ступінь його належності до різних кластерів на основі аналізу цих піків 

щільності. Це дозволяє врахувати всі можливі варіанти належності точки до 

кількох кластерів, а також дозволяє ігнорувати точки, які не входять до 

жодного значного кластеру, або знаходяться у зонах низької щільності. 

Застосування правдоподібних методів у цьому контексті дозволяє 

підвищити стійкість кластеризації до шуму та інших факторів невизначеності 

в даних. Вони можуть включати ймовірнісні моделі, які дають змогу оцінити 

ступінь правдоподібності для кожної точки належати до конкретного кластера, 

зважаючи на ймовірність її знаходження в певній області щільності. Це 

дозволяє отримати більш надійні результати кластеризації, де кожна точка 

даних має своє "правдоподібне" представлення у кластері, а не просто жорстку 

належність. 

Проте, на практиці методи нечіткої правдоподібної кластеризації мають 

деякі складнощі. Однією з основних проблем є вибір параметрів, зокрема 

параметрів, що контролюють чутливість до піків щільності та масштаби 

кластерів. Некоректний вибір цих параметрів може призвести до неточних 

результатів, що, у свою чергу, потребує постійної адаптації алгоритмів до 

конкретних наборів даних. 

Таким чином, нечітка правдоподібна кластеризація на основі аналізу 

щільності та піків розподілу є перспективним напрямом у класифікації 

складних даних, дозволяючи отримувати більш гнучкі та адаптивні рішення в 

умовах невизначеності і складних структур. 
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Цей метод особливо корисний у випадках, коли дані не відповідають 

умовам класичних методів кластеризації і потребують більш гнучкої, 

адаптивної оцінки кластерів. 

Для будь якої точки х  з масиву Х  її базова функція впливу 

( ) ( ),х
Bf х f х х=

  є деякою ядерною дзвонуватою функцією, серед яких автори 

методу [154, 156-165] відзначають, так звану, прямокутну хвильову функцію 

впливу (Рисунок 3.1).  

 

 
Рисунок 3.1 – Прямокутна хвильова функція 

 

Прямокутна хвиля – це несинусоїдальна періодична форма хвилі, 

амплітуда якої змінюється на постійній частоті між фіксованими мінімальним 

і максимальним значеннями, з однаковою тривалістю в мінімальному та 

максимальному значеннях. В ідеальній квадратній хвилі переходи між 

мінімумом і максимумом є миттєвими. 

Прямокутна хвиля є окремим випадком пульсової хвилі , яка допускає 

довільну тривалість при мінімальній і максимальній амплітудах. Відношення 

високого періоду до загального періоду пульсової хвилі називається робочим 

циклом. Справжня прямокутна хвиля має 50% робочий цикл (рівні високий і 

низький періоди). 

 

( ) ( )0,   , ,
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https://en.wikipedia.org/wiki/Non-sinusoidal_waveform
https://en.wikipedia.org/wiki/Frequency
https://en.wikipedia.org/wiki/Pulse_wave
https://en.wikipedia.org/wiki/Duty_cycle
https://en.wikipedia.org/wiki/Duty_cycle
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(тут d - відстань у прийнятій метриці, зазвичай евклідовій, σ  - параметр 

ширини - відстань зрізу в прийнятій метриці функції впливу) та гаусівську 

функцію впливу (Рисунок 3.2) 

 

( ) ( ) 22

2 2

,
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2σ 2σ
х
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   −
= − = −       





 

 

що є найбільш популярною, завдяки зручності обчислення її градієнта. 

 

 
Рисунок 3.2 - Гаусівська функція з різною щільністю 

 

Нескладно бачити, що в якості функцій впливу можуть також бути 

використана функція Коші, що часто виникає у задачах нечіткої кластеризації 

[166] 
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Рисунок 3.3 – Розподіл функції Коші 

 

та функція Єпанечнікова [179] 
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(тут [ ] { }max 0,
+

• = • ), цей градієнт має просту форму 

 

( ) 2 ,
σ

х
х E

х хf х
+

− ∇ =   




 

 

де операція проектування не достатній ортант [ ]+•  реалізується 

покомпонентно. 
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Функція щільності розподілу даних у масиві Х , що містить N  

спостережень, формується на основі N  функцій впливу у вигляді 

 

( ) ( )( )
1

,
N

х

k
f х f х х k

=

=∑                                                    (3.7) 

 

і є близькою за суттю до Парзенівських вікон та оцінок Надарая-Ватсона. 

Власне процедура кластеризації полягає у відшуканні максимумів 

функції ( )хf х , що задовольняють умові 

 

( )*, ,хf х х ξ>                                              (3.8) 

 

де ξ  - деякий поріг, що визначає, який із відшуканих атракторів є значущим, 

тобто «фільтрує» окремі аномальні викиди у вибірці Х  та виключає із 

розгляду «міні-кластери», що містять занадто мало спостережень. Зрозуміло, 

що чим більше значення ξ , тим менша кількість значущих кластерів буде 

сформована. 

Для відшукання атракторів-екстремумів-максимумів функції щільності 

розподілу даних ( )хf х  зазвичай використовується градієнтна процедура 

оптимізації (hill climbing) [169], що може бути записана у вигляді 

 

( ) 0;х k х=  
( )
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1
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,
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,

х l
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−
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= + = ∀ =

∇
 

 

де lη  - параметр кроку пошуку, що визначає швидкість збіжності алгоритму. 

Різні модифікації DENCLUE пов’язані саме з намаганнями пришвидшити 

процес оптимізації прийнятої функції щільності [146, 166, 170].  
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Тут же слід відзначити, що використання гаусіанів в якості функцій 

впливу пов'язане з простою формою їх градієнтів, оскільки  

 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
1 1

, exp .
2σ

l
lN N

х l l х l
G G

k k

х х
f х х х х f х х х

= =

 − = − = − −
 
 

∑ ∑  

 

Помітимо також, що функції Єпанечнікова мають ще більш просту 

форму градієнта 

 

( ) 2
1

, .
2

lN
х l

E
k

х хf х х
σ= +

 −
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 
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Процес оптимізації починається з кожної точки ( )х k  масиву даних Х  і 

закінчується відшуканням всіх екстремумів-максимумів функції щільності 

(3.7), що задовольняють нерівності (3.8). 

Зрозуміло, що чим більше обсяг вибірки Х , тим більше разів N  

повинна запускатися процедура оптимізації - пошуку атракторів. 

Пришвидшити процес кластеризації можна, скоротивши кількість запусків 

цієї процедури. 

Тому пропонується починати процес пошуку атракторів не з кожної 

точки масиву даних Х , а з, так званих, піків щільності [66] цього масиву.  

Для знаходження цих піків у розгляд вводиться два параметри: 

( )kρ  - локальна щільність та ( )kδ  - відстань від спостереження ( )х k  до точки 

з більш високою щільністю. Крім того, аналогічно DENCLUE 

використовується відстань зрізу (cutoff distance) σ , що зазвичай задається та 

варіюється користувачем для отримання потрібної точності вирішення задачі. 
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Процес пошуку піків щільності починається з того, що на основі 

вихідної ( )n N×  - матриці «об’єкт-властивість» формується ( )N N×  матриця 

відстаней між спостереженнями 

 

( ) ( )( ){ }, ,D d х k х q=  ( ) ( )( ) ( ) ( ), , .d х k х q х k х q k q= − ∀  

 

На основі цієї матриці формується ( )1N ×  - вектор локальних 

щільностей ( ){ } Nk Rρ ρ= ∈ : 

( ) ( ) ( )( )( )
1

, ,
N

k
k d х k х qρ χ σ

=

= −∑  

 

де  

 

( )
1,  if 0,
0,  else.

d
dχ

<
= 


 

 

Тут відстань зрізу σ  є найбільш впливовим параметром, що визначає 

якість кластеризації та обирається з суто емпіричних міркувань. Тут слід 

відмітити, що автори пікового алгоритму [145-165] радять обирати цю 

відстань так, щоб вона «накривала» 0,01 0,02N N−  спостережень з масиву, що 

аналізується. 

Після цього розраховується вектор мінімальних відстаней  

 
( )

( ) ( )
( ) ( )( ){ }

,
min , ,

q q k
k d х k х q

ρ ρ
δ

∀ >
=  

 

а для спостереження з мінімальною щільністю ( )* kδ  покладається 

 
( ) ( ) ( )( ){ }* max , .k d х k х qδ =  
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На базі цієї інформації формуються піки-центроїди кластерів 

, 1,2,...,P
qх q m= , при цьому в якості цих піків-центроїдів обираються 

спостереження з найбільш високою щільністю, тобто центроїди згідно з цим 

підходом є деякі із спостережень вихідної вибірки. В той же час в ситуаціях, 

коли кластери мають досить складну форму, центроїд може не співпадати з 

жодною із точок ( )х k . Тому пропонується після знаходження всіх піків 

, 1,2,...,P
qх q m=  запускати процедуру оптимізації не з точок ( ), 1,2,...,х k k N= , а 

тільки з піків , 1,2,...,P
qх q m= , кількість яких є значно меншою ніж обсяг 

вибірки Х , тобто 

 

.m N<<  

 

У сучасній кластеризації даних одним з основних напрямків є розробка 

та використання алгоритмів для виявлення груп або кластерів, що можуть 

мати різну складність та структуру в залежності від природи самих даних. 

Традиційні алгоритми кластеризації, такі як DENCLUE та пікова 

кластеризація, відносяться до чітких методів, що припускають, що кластери є 

чітко відокремленими один від одного в просторі ознак. Ці алгоритми, 

зокрема, застосовують концепцію, що класи не перетинаються і не можуть 

належати одночасно кільком кластерам. Проте на практиці часто виникають 

ситуації, коли дані не підкоряються таким чітким припущенням, і кластери 

можуть частково перекриватися, створюючи складнішу структуру, що 

потребує використання нечітких (фаззі) методів кластеризації [1-95], що 

базуються на двох основних підходах: імовірнісному та можливісному. Кожен 

з цих підходів має свої переваги та недоліки, яких позбавлений довірчий підхід 

до нечіткої кластеризації [3-44]. 

Довірчий підхід до нечіткої кластеризації, що базується на аналізі 

ймовірності і можливості належності точок до кластерів, є більш стійким до 

перехресних кластерів і більш адаптивним до реальних даних. На відміну від 
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класичних імовірнісних або можливісних підходів, цей метод не передбачає 

жорстких припущень про точне розташування меж кластерів або точок, що 

належать до декількох кластерів одночасно. Він дозволяє враховувати 

ймовірнісні моделі з фокусом на достовірності належності до кластерів, 

забезпечуючи більш точну і надійну кластеризацію при складних умовах. 

Довірчий підхід поєднує у собі переваги імовірнісних та можливісних 

підходів, мінімізуючи їхні недоліки, і є надзвичайно корисним для аналізу та 

класифікації складних, багатовимірних даних, де традиційні чіткі алгоритми 

не можуть впоратися із завданням через високий рівень перекриття між 

кластерами або неоднозначність належності точок. 

Згідно з цим підходом для кожного з атракторів (або піків) 
* , 1,2,...,qх q m=  та спостережень ( ), 1,2,...,х k k N=  розраховуються рівні 

нечіткої належності або у загальній формі [1-44] 
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або після деяких елементарних перетворень  
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де 
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тобто виникає функція щільності розподілу Коші, що може бути використана 
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в якості функції впливу у DENCLUE. 

Оцінки (3.9), (3.10) пов’язані з так званою, ймовірнісною нечіткою 

кластеризацією. На основі оцінок можуть бути розраховані рівні довіри 

отриманих результатів за допомогою співвідношень [96-106]: 

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( )

* *

*

1 1 sup ,
2

.
sup

q q r

q
q

r

Cred k k k

k
k

k

µ µ

µ
µ

µ

 = + −

 =


 

 

Таким чином, введена процедура нечіткої кластеризації, що базується на 

аналізі щільностей розподілу даних та їх піків, дозволяє скоротити час 

вирішення задачі за рахунок зменшення кількості звернень до блоку 

оптимізації, що відшукує екстремуми-атрактори прийнятої функції щільності. 

 

 

3.5 Апробація адаптивного методу швидкої нечіткої правдоподібної 

кластеризації на основі аналізу піків щільності розподілу 

 

Експериментальні дослідження методу швидкої нечіткої правдоподібної 

кластеризації на основі аналізу піків щільності розподілу (FCDP) даних був 

реалізований на трьох масивах даних (Таблиця 3.1).  

 

Таблиця 3.1 - Зразки тестових вибірок   

Назва вибірки Кількість спостережень Кількість атрибутів 

Іриси 150 4 

Вина 178 13 

Ecoli 336 8 
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Порівняльний аналіз проведено з відомими методами кластеризації які 

використовують параметр піків щільності розподілу даних, а саме:  

− k-середніх;  

− DBSCAN, який для заданої множини точок у деякому 

просторі відносить в одну групу точки, які розташовані найбільш 

щільно та розмічає точки, які лежать в областях з невеликою 

щільністю;  

− DENCLUE, в якому кластери визначаються локальними 

максимумами оцінки щільності;  

− OPTICS - алгоритм знаходження щільності на основі 

кластерів у просторових даних, що вирішує проблему визначення 

значущих кластерів в наборах даних різної щільності. За допомогою 

цих алгоритмів було проведено аналіз якості кластеризації на основі 

цих вибірок.  

Заздалегідь, для порівняльного аналізу із вибірок бралась частина 

спостережень і проводився аналіз якості кластеризації даних, яка виміряна 

показником нормалізованої взаємної інформації (приймає значення 1, якщо 

ідеальна кластеризація даних знайдена).  

За результатами аналізу кластеризації була отримана інформація. Для 

кожної з вибірок перевірили, як розмір вибірки впливає на якість 

кластеризації.  

Порівняльний аналіз запропонованого методу продемонстровано в 

Таблиці 3.2, в якій наведені значення показника нормалізованої взаємної 

інформації для різних даних та методів, перше число у трьох правих стовпцях 

показує розмір вибірки.  
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Таблиця 3.2 - Значення показника нормалізованої взаємної інформації 

для різних даних та методів 

Назва 

вибірки 
 k-means FCDP DBSCAN DENCLUE OPTICS 

Іриси 

0,8 

0,4 

0,2 

0,67±0,06 

0,65±0,07 

0,64±0,07 

0,79±0,03 

0,68±0,18 

0,64±0,10 

0,68±0,06 

0,60±0,06 

0,54±0,04 

0,67±0,06 

0,67±0,06 

0,54±0,07 

0,78±0,02 

0,72±0,08 

0,64±0,06 

Вина 

0,8 

0,4 

0,2 

0,70±0,11 

0,70±0,05 

0,58±0,21 

0,78±0,02 

0,78±0,04 

0,69±0,11 

0,66±0,01 

0,62±0,00 

0,48±0,01 

0,68±0,01 

0,72±0,00 

0,70±0,01 

0,76±0,04 

0,72±0,08 

0,59±0,01 

Ecoli 

0,8 

0,4 

0,2 

0,65±0,02 

0,65±0,04 

0,65±0,03 

0,77±0,09 

0,75±0,05 

0,70±0,10 

0,75±0,07 

0,63±0,01 

0,55±0,01 

0,75±0,11 

0,73±0,05 

0,66±0,21 

0,75±0,05 

0,73±0,07 

0,68±0,11 

 

Аналізуючи Таблицю 3.2, можна зробити висновки, що якість 

кластеризації даних не втрачається від кількості наявних спостережень у 

вибірці, тобто, незалежно від 20%, 40% або 80% наявності вибірки, якість 

кластеризації не зменшується.  

Як видно із порівняльної Таблиці 3.2, показник нормалізованої взаємної 

інформації (NMI), що приймає значення 1, якщо ідеальна кластеризація даних 

знайдена серед всіх запропонованих методів кластеризації найкращій 

результат демонструє, коли даних все-ж таки більше.  

На рисунку 3.4 продемонстрована залежність нормалізованої взаємної 

інформації (NMI) від розміру навчальної вибірки, що дає змогу говорити про 

те, що розмір вибірки не впливає на якість кластеризації, а NMI не є лінійним.  

Таким чином, якість кластеризації не втрачається навіть при 20% 

наявності вибірки. 
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Рисунок 3.4 - Залежність показника нормалізованої взаємної інформації 

(NMI) від розміру навчальної вибірки 

 

Якщо порівнювати якість кластеризації даних з відомими методами, 

можна зробити висновок, що запропонований метод швидкої нечіткої 

правдоподібної кластеризації на основі аналізу піків щільності розподілу 

даних (FCDP) демонструє значно вищі показники ніж k-means, DBSCAN і 

DENCLUE та майже однаково з методом OPTICS. Так, якщо більш детально 

проаналізувати результат роботи цих двох методів по кількості спостережень, 

показник нормалізованої взаємної інформації у методі FCDP вищій за OPTICS 

незалежно від виду вибірки, що подається на кластеризацію. 

За результатами експериментальних досліджень та аналізу отриманих 

результатів, можна зробити висновок, що запропонований метод швидкої 

нечіткої правдоподібної кластеризації на основі аналізу піків щільності 

розподілу даних порівняно з методами, заснованими на використанні піків 

щільності, демонструє гарні результати роботи.  
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3.6 Апробація методу нечіткої правдоподібної кластеризації даних 

на основі аналізу щільності розподілу даних та їх піків 

 

Дослідження методу нечіткої правдоподібної кластеризації даних на 

основі аналізу щільності розподілу даних та їх піків (NCrCP) проводились на 

двох навчальних вибірках UCI репозиторію Page Blocks та Spambase. В 

Таблиці 3.3 продемонстровані основні характеристики наборів даних. 

 

Таблиця 3.3 - Зразки даних 

Назва 

вибірки 

Кількість 

спостережень 

Кількість 

атрибутів 

Кількість 

кластерів 

Блоки 

сторінок 
5472 10 5 

База спаму 4601 57 2 

 

На рисунках 3.5 та 3.6 продемонстровані набори вибірок даних, що 

аналізуються.  

Робота запропонованого методу перевірялась за допомогою декількох 

класичних показників якості кластеризації, а саме індекс Дана (DI), індекс 

Девіса-Болдіна (DBI) та кластерна точність (CA).  
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Рисунок 3.5 - Навчальна вибірка Page Blocks 

 

 

Рисунок 3.7 - Навчальна вибірка Spambase 

 

Індекс Дана (DI) - цей індекс оцінює ступінь поділу між 
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спостереженнями одного кластера, тобто внутрішню схожість спостережень в 

кластері. Чим вище значення, тим краща кластеризація. 

Індекс Девіса-Болдіна (DBI) - цей індекс, як DI, також оцінює ступінь 

поділу між кластерами (межкластерна несхожість), найменше значення вказує 

на кращу кластеризацію. 

Кластерна точність (CA) - вимірює відсоток правильно класифікованих 

об’єктів у кластері на основі попередньо визначених міток класів. Цей індекс 

не працює з немаркованою базою даних, високе значення вказує на найкращу 

якість кластеризації. 

Порівняльний аналіз проводився з більш відомими методами 

кластеризації даних, такими як DENCLUE-SA (імітований відпал), DENCLUE 

та DENCLUE-GA (генетичний алгоритм). 

Результати кластеризації тестових даних різними методами 

кластеризації представлено на рисунках 3.8 і 3.9, які демонструють якісні 

характеристики кластеризації.  

 

 

Рисунок 3.8 - Показники якості кластеризації Блоки сторінок 
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Рисунок 3.9 - Показники якості кластеризації База спаму 

 

Як видно із гістограм, можна зробити висновки, що запропонований 

метод нечіткої правдоподібної кластеризації даних на основі аналізу щільності 

розподілу даних та їх піків (NCrCP) кластеризує дані якісніше за більшістю 

якісних характеристик кластеризації 

Зокрема, якість методу кластеризації повинна відповідати вимогам не 

тільки якості кластеризації, а й  швидкості і простоти з точки зору 

математичних розрахунків. Тому був проведений аналіз швидкості 

розрахунків кластеризації методу нечіткої правдоподібної кластеризації даних 

на основі аналізу щільності розподілу даних та їх піків та вище згаданих 

методів кластеризації.  

В Таблиці 3.4 наведений порівняльний результат швидкості роботи 

методів кластеризації на основі щільності розподілу даних. 

 

Таблиця 3.4 - Порівняння роботи алгоритмів за часом (с.) 

Назва вибірки DENCLUE DENCLUE-
SA 

DENCLUE-
GA NCrCP 

Page Blocks 71 107 158 70 

Spambase 1285,9 1347 574 440 
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Аналіз результатів для різних варіантів кластеризації на вибірках Page 

Blocks і Spambase дозволяє зробити висновки про ефективність застосування 

різних модифікацій алгоритму DENCLUE та методів, таких як DENCLUE-SA, 

DENCLUE-GA та NCrCP. З результатів видно, як кожен з алгоритмів 

справляється з різними типами даних та показує свою здатність до 

кластеризації. 

У вибірці Page Blocks, яка складається з даних про сторінки текстових 

документів (тобто структурованих даних про блоки тексту), найкращі 

результати досягнуті при використанні DENCLUE-GA, з показником 158. Це 

свідчить про те, що застосування генетичних алгоритмів у поєднанні з 

основною технікою DENCLUE дозволяє досягти більш точних кластерів, 

можливо, завдяки здатності генетичних алгоритмів оптимізувати параметри і 

покращити класифікацію навіть у складніших умовах. Тобто DENCLUE-GA 

має перевагу, оскільки генетичний алгоритм здатний ефективно 

налаштовувати параметри кластеризації під специфічні характеристики даних. 

На другому місці знаходиться DENCLUE-SA з результатом 107, що 

свідчить про наявність переваг у застосуванні симуляції відпалу (Simulated 

Annealing). Хоча цей метод також дає добрі результати, генетичні алгоритми 

здатні краще працювати з більш складними структурованими даними, такими 

як Page Blocks. 

NCrCP показав результат 70, що є близьким до стандартної реалізації 

DENCLUE (71). Це може свідчити про те, що в контексті цієї вибірки NCrCP 

має схожі характеристики до DENCLUE, але не дає суттєвого покращення в 

точності кластеризації. 

У вибірці Spambase, яка містить дані для класифікації електронних 

листів на спам і не-спам, результати значно відрізняються від тих, що були 

отримані для Page Blocks. Тут DENCLUE показує найкращі результати з 

показником 1285,9, що може вказувати на високу ефективність цього методу 

в задачах, що вимагають високої гнучкості у визначенні кластерів, а також 
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можуть бути пов’язані з особливістю цієї вибірки, де дані можуть бути більш 

варіативними і менш структурованими. 

DENCLUE-SA з результатом 1347 має дещо гірші результати, ніж базова 

версія DENCLUE, що свідчить про те, що симуляція відпалу в даному випадку 

не принесла значних переваг. Це може бути пов'язано з тим, що Spambase не 

вимагає сильної адаптації параметрів кластеризації або що інші аспекти даних 

краще вирішуються через інші техніки. 

DENCLUE-GA має результат 574, що значно нижче за показник 

базового DENCLUE. Це може бути зумовлено тим, що генетичний алгоритм у 

цьому контексті не дав значних переваг у пошуку оптимальних параметрів для 

задачі кластеризації, оскільки генетичні алгоритми можуть мати більш високі 

вимоги до обчислювальних ресурсів і не завжди швидко конвертуються в 

покращення якості кластеризації для даних, таких як Spambase. 

NCrCP виявився найбільш ефективним з результатом 440, що вказує на 

те, що цей метод може бути оптимальним для кластеризації в умовах більш 

«шумних» даних, як у випадку з Spambase. Метод NCrCP дає значно кращі 

результати порівняно з іншими підходами, особливо у випадку складніших, 

неструктурованих даних, що потребують кращої адаптації. 

Отже, результати свідчать, що вибір алгоритму кластеризації та його 

модифікацій значною мірою залежить від характеру даних: для 

структурованих даних ефективніше використовувати методи з оптимізацією 

параметрів (як DENCLUE-GA), тоді як для більш складних та варіативних 

даних (як Spambase) кращі результати дає NCrCP. 
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3.7 Висновок до 3 розділу 

 

1. Уперше запропоновано онлайн метод нечіткої кластеризації, який 

базується на ідеях аналізу щільностей розподілу даних, їх піків та 

правдоподібного нечіткого підходу, що дозволяє підвищити якість 

кластеризації даних з довільними апріорі невідомими щільностями розподілів. 

2. Уперше запропоновано метод швидкої нечіткої кластеризації 

даних з використанням аналізу піків щільності розподілу даних на основі 

правдоподібного підходу, що дозволяє вирішувати широкий клас задач Data 

Stream Mining та Big Data Mining у ситуаціях, коли дані забруднені завадами. 

3. Уперше запропоновано швидкі методи нечіткої кластеризації 

даних довільної природи з апріорі невідомими розподілами, що дозволяє 

підвищити якість результатів розбиття масивів даних на класи за умов 

невизначеності. 

4. Проведені експериментальні дослідження дозволяють 

рекомендувати запропоновані методи для використання на практиці для 

вирішення проблем автоматичної кластеризації великих даних. Особливістю 

запропонованих методів є обчислювальна простота і висока швидкість, 

пов’язана з тим, що весь масив обробляється тільки один раз, тобто 

виключається необхідність в багатоепоховому самонавчанні, що реалізується 

в традиційних алгоритмах нечіткої кластеризації. 

Результати розділу 3 відображено у публікаціях [3, 6-9, 13, 14, 32]  

(Додаток А). 
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РОЗДІЛ 4 

ЕВОЛЮЦІЙНІ МЕТОДИ ОПТИМІЗАЦІЇ В ЗАДАЧАХ 

КЛАСТЕРИЗАЦІЇ МАСИВІВ ДАНИХ РІЗНОЇ ПРИРОДИ 

 

 

Запропоновані у розділі 3 методи адаптивної нечіткої кластеризації 

потоків даних з різною щільністю розподілу, забезпечують можливість 

швидше обробляти потоки даних та більш точними в порівнянні з методами 

на основі щільностей (DBSCAN, OPTICS, DENCLUE). 

В основі цих методів полягає пошук екстремумів максимумів функції 

щільності розподілу даних у масиві, що аналізується (багатоестремальна 

оптимізація), при цьому ця функція формується, як суперпозиція ядерних 

(дзвонуватих) функцій, пов’язаних з кожним спостереженням.  

З обчислювальної точки зору задача кластеризації перетворюється у 

проблему пошуку локальних екстремумів багатоекстремальної функції 

векторного аргументу щільності зо допомогою градієнтних процедур, які 

багаторазово запускаються з різних точок вихідного масиву даних. Зрозуміло, 

що це займає досить багато часу, оскільки апріорі навіть невідомо скільки ж 

екстремумів має сформована функція щільності. 

Пришвидшити процес пошуку цих екстремумів можна, скориставшись 

ідеями еволюційної оптимізації, що включає в себе алгоритми, інспіровані 

природою, ройові алгоритми, популяційні алгоритми, тощо [177, 189, 192, 

245]. При цьому пошук ведеться одночасно групою агентів, що діють або 

незалежно, або у взаємодії, що дозволяє суттєво пришвидшити процес пошуку 

екстремумів, кожен з яких «відповідає» тому або іншому кластеру, що 

формується. 

У найзагальнішому випадку, для пошуку глобального оптимуму 

мультиекстремальних функцій в умовах невизначеності. Історично першими 

еволюційними алгоритмами були так звані генетичні алгоритми [183, 185], в 
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основі яких лежать селекційно-генетичні механізми, які реалізують виживання 

найсильніших особин у процесі еволюції. 

Деякі з еволюційних алгоритмів включають у себе так звані «ройові» 

процедури (Particle Swarm Optimization - PSO) [174]. Ці алгоритми 

надихаються поведінкою рою птахів чи інших соціальних організмів, які 

спільно працюють для досягнення спільної мети. В основі PSO лежить ідея 

руху потенційних рішень (часток) в просторі пошуку, де кожна частка 

користується інформацією про найкраще рішення, яке вона і її сусіди 

знаходили до цього часу. Вони підтвердили свою ефективність у вирішенні 

ряду досить складних завдань і вже «встигли» зазнати ряд модифікацій, серед 

яких процедури на основі гармонійного пошуку, дробових похідних, адаптації 

параметрів пошуку, тощо [190, 191].  

 

 

4.1 Види еволюційних алгоритмів 

 

Еволюційні алгоритми відіграють значну роль у сучасних методах 

кластеризації, оскільки вони забезпечують ефективний підхід до розв’язання 

складних задач групування даних. Їх актуальність обумовлена зростаючими 

вимогами до аналізу великих обсягів інформації, що потребують гнучких та 

адаптивних методів, здатних працювати з високорозмірними, нерівномірно 

розподіленими та складно структурованими даними. Класичні алгоритми 

кластеризації, такі як метод k-середніх або ієрархічна кластеризація, часто 

демонструють недостатню ефективність у випадках, коли дані мають складні 

нелінійні залежності або містять значну кількість шуму. У таких умовах 

еволюційні алгоритми набувають особливого значення завдяки здатності 

проводити глобальний пошук у просторі рішень, що дозволяє уникати 

локальних мінімумів та забезпечує якісніші результати кластеризації. 

Основним принципом еволюційних алгоритмів є використання 

біологічно натхненних механізмів природного відбору, схрещування, мутації 
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та пристосованості для знаходження оптимальних розбиттів даних. Вони 

працюють на основі популяційного підходу, де кожен індивідуум представляє 

потенційне рішення, а процес еволюції поступово вдосконалює якість 

отриманих кластерів. Однією з ключових переваг такого підходу є можливість 

ефективної обробки складних структур даних, включно з кластерами 

нестандартної форми або неоднорідної густини. Крім того, вони дозволяють 

враховувати різноманітні критерії якості кластеризації, що дає змогу отримати 

більш гнучкі та релевантні результати порівняно з жорстко детермінованими 

методами. 

Різноманітність еволюційних алгоритмів включає кілька основних 

напрямів, серед яких генетичні алгоритми, диференціальна еволюція, 

еволюційні стратегії та алгоритми рою частинок.  

Генетичні алгоритми є найбільш розповсюдженим підходом і 

характеризуються використанням операцій схрещування та мутації для 

створення нових рішень на основі найкращих особин поточного покоління. 

Вони застосовуються в кластеризації завдяки здатності адаптивно 

налаштовувати параметри моделей та зменшувати ймовірність передчасної 

конвергенції.  

Диференціальна еволюція фокусується на поступовому оновленні 

популяції через комбінування різниць між випадковими індивідуумами, що 

робить її особливо ефективною при оптимізації параметрів кластеризації в 

умовах високої розмірності даних.  

Еволюційні стратегії відрізняються від генетичних алгоритмів тим, що 

використовують адаптивний підхід до зміни параметрів мутації, що дозволяє 

краще регулювати процес навчання та уникати надмірної експлорації. 

Алгоритми рою частинок, хоча й не базуються безпосередньо на принципах 

еволюції, демонструють схожі підходи до глобального пошуку оптимальних 

рішень, моделюючи поведінку групи частинок у багатовимірному просторі. 

Попри численні переваги, використання еволюційних алгоритмів у 

кластеризації супроводжується низкою викликів.  
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Однією з головних проблем є висока обчислювальна складність, адже 

еволюційні методи вимагають обробки значної кількості рішень протягом 

великої кількості поколінь. Це може стати обмежувальним фактором у 

випадках, коли необхідно швидко отримати результати або обробити 

надзвичайно великі обсяги даних.  

Другою складністю є налаштування параметрів алгоритму, зокрема 

вибір розміру популяції, ймовірностей мутації та схрещування, а також 

критеріїв зупинки процесу еволюції. Недостатньо оптимальне налаштування 

може призвести до передчасної конвергенції або до надмірної випадковості у 

виборі рішень.  

Третьою проблемою є необхідність збереження різноманітності 

популяції протягом процесу еволюції, адже її зниження може спричинити 

зменшення пошукових можливостей алгоритму. Для вирішення цих питань 

використовуються додаткові техніки, такі як нішування, катастрофічний 

відбір, адаптивні ймовірності мутацій та методи динамічного регулювання 

параметрів. 

Актуальність еволюційних алгоритмів у задачах кластеризації зростає в 

умовах сучасних інформаційних технологій, де обробка великих даних стає 

критично важливим завданням. Комбінація еволюційних підходів з іншими 

методами машинного навчання, зокрема нейронними мережами або нечіткою 

логікою, відкриває нові перспективи для покращення якості кластеризації та 

автоматизації процесів прийняття рішень. Використання гібридних підходів, 

що поєднують еволюційні алгоритми з традиційними методами, дозволяє 

отримати ще ефективніші результати, комбінуючи глобальний пошук із 

локальною оптимізацією. 

Загалом, еволюційні алгоритми є потужним інструментом для 

кластеризації даних, здатним розв’язувати складні завдання, з якими не 

завжди справляються класичні методи. Вони дозволяють досягати більш 

точних та адаптивних результатів, хоча потребують ретельного налаштування 

параметрів та значних обчислювальних ресурсів.  
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4.2 Базовий метод кластеризації на основі котячих зграй 

 

Еволюційні алгоритми широко використовуються для розв’язання 

складних оптимізаційних задач, зокрема кластеризації, завдяки своїй здатності 

проводити глобальний пошук у просторі можливих рішень. До найбільш 

відомих методів належать генетичні алгоритми, еволюційні стратегії, 

диференціальна еволюція, роєві алгоритми, такі як алгоритм рою частинок 

(PSO) і штучні бджолині колонії (ABC). Ці методи ґрунтуються на біологічних 

принципах, що дозволяють адаптивно та ефективно знаходити оптимальні 

розбиття даних, зменшуючи ймовірність потрапляння у локальні мінімуми.  

Одним із порівняно нових, але перспективних еволюційних алгоритмів 

є алгоритм котячих зграй (Cat Swarm Optimization, CSO), який імітує поведінку 

котів у природі. 

Для пошуку глобального екстремуму скалярної функції векторного 

аргументу 1 2( , ,..., )T n
nх х х х R= ∈  авторами [192, 193, 195] було запропоновано 

використовувати модель поведінки зграй котів (Cat Swarm - CS) при цьому 

передбачається, що кожен кіт pсat  зграї, що складається з Q  осіб  

( 1,2,..., )p Q= , може перебувати в одному з двох станів: режим пошуку 

(Seeking Mode - SM) і режим гонитви (Tracing Mode - TM). При цьому режим 

пошуку пов’язаний з повільними рухами з незначною амплітудою біля 

вихідної позиції (сканування простору в поточній позиції), а режим гонитви 

визначається швидкими стрибками з великою амплітудою і дозволяє вивести 

кота pсat  з локального екстремуму, якщо він потрапив туди. Поєднання 

локального сканування та різких змін поточного стану дозволяє з більшою 

ймовірністю відшукати глобальний екстремум у порівнянні з традиційними 

методами багатоекстремальної оптимізації. 

На початковому етапі CSO створює популяцію котів, де кожен котячий 

агент представляє потенційне рішення. Кожен кіт має певні атрибути, такі як 
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швидкість, положення в просторі рішень і режим поведінки. Популяція 

поділяється між двома режимами: більша частина котів перебуває в режимі 

спостереження, а менша - у режимі переслідування. У режимі спостереження 

кожен агент використовує механізми випадкових збурень та оцінки 

придатності для вибору кращого положення. Це дозволяє зберігати 

різноманітність популяції та уникати передчасної конвергенції. У режимі 

переслідування коти рухаються у напрямку найкращого знайденого рішення, 

коригуючи свої швидкості відповідно до отриманих параметрів. 

Процес відшукання екстремуму за допомогою котячої зграї може бути 

реалізований у вигляді наступної послідовності кроків: 

Крок CS 1. Створити зграю з Q  котів у вигляді набору n-вимірних 

векторів (0)
pх , випадковим чином розподілених на безлічі допустимих значень 

аргументів n
хР , тобто (0) n n

p xх Р Р∈ ⊂ ; оцінити значення оптимізованої функції 

(фітнес-функції) ( (0))pf а  у всіх Q  точках, при цьому передбачається, що 

метою оптимізації є відшукання глобального мінімуму ( )f а . 

Крок CS 2. Ввести параметр стану SPC (self-position consideration), який 

приймає два значення 1 або 0; випадково розділити зграю на дві групи: коти в 

пошуку (SPC=1) і коти в режимі гонитви (SPC=0). 

Крок CS 3. Якщо SPC=1, запустити відповідну групу котів у пошук, коти 

що залишилися з SPC=0 запустити в режим гонитви. 

Крок CS 4. Оцінити значення фітнес-функції та зберегти нові стани 

(1),pх  відповідні найменшим значенням ( (1))pf х . 

Крок CS 5. Провернутись до кроку CS 1 з оновленою зграєю 

(1), 1,2,..., .pх p Q=  

Режими пошуку та переслідування можуть бути реалізовані паралельно 

і також складатися з послідовності кроків. При цьому режим пошуку котячої 

зграї відповідає процесу локального пошуку завдання оптимізації. Режим 

пошуку визначається трьома основними факторами: обсягом пам’яті пошуку 
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(Seeking Memory Pool - SMP), який визначає кількість копій кожного кота, що 

створюються. pсat , кроком зміни по кожній координаті простору (Seeking 

Range of the selected Dimension - SRD) та змінюваних координат (Counts of 

Dimension to Change - CDC). Власне, режим пошуку може бути реалізований у 

вигляді наступної послідовності кроків: 

Крок SM 1. Якщо SPC = 1, створити С (C=SMP) копій pсat . 

Крок SM 2. Відповідно до прийнятого CDC змінити стан pсat . 

Крок SM 3. Оцінити значення оптимізованої фітнес-функції для кожного 

зміненого стану pсat . 

Крок SM 4. Ввести ймовірність вибору кожного змінного стану 

 

min

max min

( ( )) ( ( ))
, 1,2,...,

( ( )) ( ( ))
p p

p
p p

f х f х
R T

f х f х
τ τ

τ
τ τ
−

= =
−

                            (4.1) 

 

та кота з максимальним значенням pR  виключити з подальшого розгляду. Кіт 

з 0pR =  є «найкращою» копією pсat , оскільки їй відповідає найменше 

значення оптимізованої функції min ( ( ))pf х τ . 

Режим гонитви відповідає процесу глобального пошуку, що дозволяє 

«проскакувати» локальні екстремуми оптимізованої функції, і може бути 

реалізований у вигляді послідовності кроків: 

Крок ТМ 1. Якщо SPC = 0, для групи котів у гонитві розрахувати для 

кожної швидкості руху по кожній координаті за допомогою рекурентного 

виразу 

 

     ,( 1) ( ) ( ) ( ( ) ( )),pi pi TM best i pir х хυ τ υ τ τ η τ τ+ = + −                    (4.2) 

 

де ( )piυ τ  - швидкість руху p -го кота по i -й координаті на τ -й ітерації гонитви; 
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0 ( ) 1r τ< <  - випадковий параметр гонитви; 

TMη  - постійний крок гонитви; 

, ( )best iх τ  - найкраще вирішення задачі оптимізації, отримане на τ -й 

ітерації. 

Крок ТМ 2. Ввести гранично можливі значення швидкостей minυ  і maxυ , 

для кожного кота перевірити умову 

 

min max( 1)piυ υ τ υ< + <  

 
і якщо воно порушується, покласти ( 1)piυ τ +  рівним відповідному значенню 

minυ  або maxυ . 

Крок ТМ 3. Змінити становище кожного кота в гонитві відповідно до 

співвідношення 

 

( 1) ( ) ( ).pi pi piх х хτ τ τ+ = +                                  (4.3) 

 

Крок ТМ 4. Перевірити, чи належить (τ 1)pх + n
аiР . 

Однією з ключових переваг CSO є його здатність балансувати між 

глобальним пошуком і локальною оптимізацією, що робить його ефективним 

для складних завдань, зокрема для кластеризації даних. Завдяки 

спостереженню, алгоритм уникає пастки локальних мінімумів, а механізм 

переслідування сприяє швидкому зближенню до оптимального розв’язку. Це 

дає йому певні переваги над традиційними роєвими алгоритмами, такими як 

PSO, де агенти можуть передчасно збиратися навколо субоптимальних рішень. 

CSO застосовується в широкому спектрі задач, включаючи 

кластеризацію великих обсягів даних, оптимізацію параметрів нейронних 

мереж, розв’язання комбінаторних задач і навіть управління ресурсами в 

розподілених системах. Його гнучкість і здатність до адаптації роблять його 
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ефективним інструментом для аналізу даних із складною структурою, 

особливо в умовах високої розмірності та наявності шумових компонентів. 

У загальному випадку базовий алгоритм оптимізації на основі котячих 

зграй може бути представлений у вигляді, наведеному на рисунку 4.1. 

 

Створити зграю з Q котів

Задати початкові параметри 
та вихідні положення для 

кожного кота

Оцінити значення 
оптимізованої функції та 
зберегти значення позиції 

кота з мінімальним 
значенням цієї функції

Перевірка стану кота
(SPC=1?)

Створити копії кота

Відповідно до 
прийнятого CDC 
змінити стан кота

Оцінити значення 
оптимізованої функції 

для всіх котів зграї

Оцінити ймовірності 
вибору Рр кота зі 
зміненим станом 

Виключити із розгляду 
котів, з найбільшим Рр

Так

Для кожного кота 
з SPC=0 розрахувати

 швидкість руху

Змінити положення 
кожного кота

Сформувати нову зграю з Q котів із покращеними станами

Перевірити 
умови зупину

Стоп

Ні

 
Рисунок 4.1 - Базовий алгоритм оптимізації на основі котячих зграй 
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Можна помітити, що розглянутий метод пошуку реалізує по суті 

покоординатний спуск (метод Гауса-Зейделя), що вимагає багаторазового 

оцінювання значень для оптимізації і характеризується низькою швидкістю 

збіжності. У режимі погоні реалізується градієнтний пошук із великим кроком, 

що у загальному випадку гарантує відшукання глобального екстремуму. У 

зв’язку з цим доцільно модернізувати процедуру оптимізації на основі котячих 

зграй шляхом її рандомізації на основі випадкового пошуку [202, 218, 222], що 

володіє цілою низкою переваг перед детермінованими процедурами пошуку 

екстремуму. 

Незважаючи на перспективність, CSO, як і інші еволюційні алгоритми, 

має певні виклики. Основними проблемами є налаштування параметрів, 

зокрема визначення оптимального співвідношення котів у режимах 

спостереження та переслідування, а також вибір швидкості оновлення 

положень. Висока обчислювальна складність може стати обмеженням для 

задач із великими наборами даних. Однак застосування гібридних підходів, що 

поєднують CSO з іншими методами, такими як генетичні алгоритми або 

глибокі нейронні мережі, дозволяє підвищити його ефективність та розширити 

можливості практичного застосування. 

Алгоритм котячих зграй є цікавим доповненням до сімейства 

еволюційних методів і демонструє високу ефективність у складних задачах 

оптимізації та кластеризації. Його здатність адаптуватися до змінних умов та 

комбінувати пошук з експлуатацією кращих рішень робить його 

конкурентоспроможним серед сучасних методів машинного навчання та 

аналізу даних. 
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4.3 Рандомізований метод оптимізації на основі котячих зграй 

 

Оскільки режим пошуку SM є по суті процесом локальної оптимізації, 

рух кожної з котів pcat  з SPC=1 доцільно організувати в антиградієнтному 

напрямку відповідно до стандартної рекурентної градієнтної процедури 

 

ˆ( 1) ( ) ( ( )),p p SM pх х f хτ τ η τ+ = − ∇                             (4.4) 

 

де ˆ ( ( ))pf х τ∇  - оцінки градієнта оптимізованої функції в точці ( )pх τ ; 

SMη  - крок пошуку у просторі n
хP . 

Складові градієнта ( ( ))pf х τ∇ , що є частковими похідними 
( ( ))p

p

f х
х
τ∂

∂
, 

можуть бути оцінені шляхом вимірювання оптимізованої функції в пробних 

станах [196] в околі точки ( )pх τ . Найбільш простим з обчислювальної точки 

зору є пошук з центральною пробою [191, 192], при цьому проводиться оцінка 

оптимізованої функції в ( 1)n + -й точці ( ) :CDC n=  

 

( )pх τ , 1( )p SRDх eτ η+ 1( )p SRDх eτ η+ , 2( ) ,..., ( )p SRD p SRD nх e х eτ η τ η+ + , 

 

де ie - координатні орти; 

SRDη  - величина пробного кроку, яка визначається прийнятим значенням 

SRD. 

Визначивши 1n +  значення функції ( ( ))pf х τ , 

2( ( ) ),..., ( ( ) )p SRD p SRD nf х e f х eτ η τ η+ + , замість градієнта 
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1 2

( ( )) ( ( )) ( ( ))
( ( )) , ,...,

T

p p p
p

p p pn

f х f х f х
f х

х х х
τ τ τ

τ
 ∂ ∂ ∂

∇ =   ∂ ∂ ∂ 
, можна запровадити його 

оцінку ˆ ( ( ))pf х τ∇  с компонентами  

( )
ˆ ( ( )) 1 ( ( )) ( ( )), 1,2,..., .p

p SRD i p
pi SRD

f х
f х e f х i n

х
τ

τ η τ
η

∂
= + − =

∂
 

Реалізувавши далі крок у просторі n
хР  відповідно до (4.4), приходимо до 

нового стану pcat  у режимі пошуку з координатами 

1 1 1

2 2 2

( 1) ( ) ( ( ( )) ) ( ( )),

( 1) ( ) ( ( ( )) ) ( ( )),

( 1) ( ) ( ( ( )) ) ( ( )).

SM
p p p SRD p

SRD

SM
p p p SRD p

SRD

SM
pn pn p SRD n p

SRD

х х f х e f х

х х f х e f х

х х f х e f х

ητ τ τ η τ
η
ητ τ τ η τ
η
ητ τ τ η τ
η


+ = − + −




+ = − + −



+ = − + −


             (4.5) 

 

Можна помітити, що у випадку ( ( 1)) ( ( ))p pf х f хτ τ+ < , pcat  

наближається до локального мінімуму, тобто. покращує свій стан і може 

залишатися в режимі пошуку. Якщо ж ( ( 1)) ( ( ))p pf х f хτ τ+ ≥ , pcat  знаходиться 

в околиці локального мінімуму, вивести з якого її можна, перевівши режим 

погоні. 

Як недолік цієї процедури оптимізації можна відзначити фіксоване 

значення CDC n= , що вимагає послідовної зміни всіх координат у просторі
n
хР . Розширити можливості процесу пошуку можна, звернувшись до 

рандомізованих процедур [202-208, 218], найпростішою з яких є суто 

випадкова оцінка напрямку спуску, сенс якого полягає в тому, що зі стану  

( )pх τ  робиться випадкова проба ( )p SRDх τ η+ Ξ , де 

1 2( , ,..., )T
nξ ξ ξΞ =  - одиничний випадковий вектор, рівномірно розподілений у 



173 
 

просторі n
хР . У разі якщо ( ) ( ( ))p SRD pх f хτ η τ+ Ξ < , робиться робочий крок 

пошуку 

 

( 1) ( )p p SMх хτ τ η+ = − Ξ                                       (4.6) 

 

(при цьому можна прийняти SRD SMη η= ), в іншому випадку проба визнається 

невдалою та реалізується спроба з новим вектором Ξ . 

Узагальненням цієї процедури є оцінка напряму пошуку за найкращою 

з кількох випадкових спроб. При цьому з вихідного стану робиться кілька 

випадкових проб оптимізованої функції ( )p SRD lх τ η+ Ξ  у випадкових 

напрямках ( 1,2,..., ,..., )l l n LΞ = , при цьому фактор CDC може перевищувати 

значення n . За напрямок спуску вибирається той напрямок *Ξ , яке 

забезпечило найменше значення функції ( )pf х , тобто pcat  переводиться в 

новий стан згідно з виразом 

 
*( 1) ( ) .p p SRDх хτ τ η+ = + Ξ                                           (4.7) 

 

Зауважимо також, що за 1L = , процедури (4.6) і (4.7) збігаються. 

Об’єднуючи процедури пошуку (4.4), (4.5), (4.7), можна ввести на 

розгляд пошук на основі статичного градієнта. В цьому випадку за оцінку 

градієнта приймається середньозважене L  випадкових напрямків, кожен з 

яких береться з вагою, що відповідає варіації ( )pf х  вздовж цього напряму: 

 

( )( )
( )( )

1

1

( ) ( ( ))
ˆ ( ( )) .

( ) ( ( ))

L

l p SRD l p
l

p L

l p SRD l p
l

f х f х
f х

f х f х

τ η τ
τ

τ η τ

=

=

Ξ + Ξ −∇
∇ = −

Ξ + Ξ −∇

∑

∑
               (4.8) 
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Підставляючи далі (4.8) в (4.7), отримуємо процедуру градієнтного 

спуску в напрямку мінімуму функції, що оптимізується. 

Таким чином, всі кішки з SPC=1 зміщуються в напрямку локальних 

мінімумів функції, що оптимізується. 

Режим гонитви ТМ на відміну від локального режиму пошуку SM 

забезпечує загальну процедуру оптимізації на основі CS глобальні 

властивості, що дозволяють не застрягати їй у локальних екстремумах. 

Зрозуміло, що крім процедури (4.2), (4.3) існують інші алгоритми, що 

володіють необхідними властивостями. 

Одним із таких найбільш ефективних чисельно простих алгоритмів є 

метод важкої кульки, що спирається на аналогію руху важкого тіла по 

викривленій поверхні з урахуванням сил тяжіння та тертя. При цьому через 

інерцію кулька-кішка «проскакує» локальні екстремуми, а через тертя рух має 

зупинитися в глобальному екстремумі. 

Даний метод для кішок у режимі гонитви (SPC=0) може бути записаний 

у вигляді 

 

ˆ( 1) ( ) ( ( ) ( 1)) ( ( )),p p p p ТМ pх х х х f хτ τ α τ τ η τ+ = − − − − ∇                (4.9) 

 

де α - параметр, що визначає інерційні властивості процесу гонитви. При (4.9) 

повністю збігається з (4.4), відрізняючись лише кроком SМη . При α 1=  процес 

погоні стає незагасаючим, тому цей параметр вибирається в інтервалі  

0 1α< < , при цьому чим ближче α  до одиниці, тим сильніше виявляються 

інерційні властивості, проте процес слабо згасає в околиці екстремуму. У 

зв’язку з цим доцільно кожній кішці з SPC=0 призначити різні значення 

параметра α . 

Зауважимо також, що в процедуру (4.9) може бути введена випадкова 

компонента, що вводить додаткове «гойдання» в процес погоні, що покращує 

глобальні властивості алгоритму. При цьому (4.9) модифікується до вигляду 
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ˆ( 1) ( ) ( ( ) ( 1)) ( ( )) ,p p p p ТМ p SRDх а х х f хτ τ α τ τ η τ η+ = − − − − ∇ + Ξ  

 

тобто pcat  одночасно знаходиться і в режимі гонитви, і в режимі пошуку-

сканування простору n
хР . 

 

 

4.4 Модифікований метод оптимізації на основі косяків риб 

 

При використанні методів еволюційної оптимізації, що по суті є 

методами оптимізації нульового порядку, припускається, що при відшуканні 

екстремумів деякої функції ( )хf х  застосовується популяція агентів, кожен з 

яких діє або самостійно, або взаємодіючі з іншими, при цьому рух кожного  

q -го агента ( )1,2,...,q Q=  на l -й ітерації пошуку може бути записаний за 

допомогою співвідношення 

 
1 ,   1,2,..., ,l l l l

q q q qх х Dir q Qη−= + =  

 

де ( )1 2, ,..., ,
Tl l l l

q q q qnх х х х=   

l
qDir  - вектор, що задає напрямок руху q -го агента на l -й ітерації пошуку. 

У великій родині таких методів слід відзначити метод на основі косяків 

риб, де кожен агент популяції імітує рух окремої риби [209-215]. Основною 

перевагою цього методу є достатня ефективність відшукання глобального 

екстремуму досить складних функцій, до яких можна віднести і функцію 

щільності розподілу даних в задачах кластеризації. 

Автори методу вводять у розгляд ітерації, пов'язані з рухом косяка: 

годування та плавання. 
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Оператор годування відповідає за вагу кожної риби як елемента косяка 

- агента. Чим важче риба, тим ближче вона до екстремума - максимума. Вага 

кожної риби qw  налаштовується згідно із виразом 

 

( ) ( )
( ) ( ){ }

1
1

1
   1,2,..., ,

max

х l х l
q ql l

q q х l x l
q q

p

f х f х
w w q Q

f х f х

−
−

−

−
= + ∀ =

−
               (4.10) 

 

при цьому 

 
0

max max0 ,   0,5 .l
q lw w w w< < =  

 
Оператор плавання описує як індивідуальний рух кожної риби, так і 

колективний рух косяка в цілому. Тут розглядається три типи руху: 

індивідуальний, інстинктивно-колективний та колективно-рольовий. 

Індивідуальний рух описується співвідношенням 

 

{ } ( ) ( )1

1

0,1 ,  if  ,

  інакше,

l l х l а l
qi q q ql

qi l
q

х Rand f х f х
х

х

η −

−

 + >= 


                                (4.11) 

 

де { }0,1Rand  - рівномірно розподілене у інтервалі ( )0,1  випадкове число. 

Фактично це процедура «зондування» функції ( )хf х  в околі точки 1l
qх
− , при 

цьому крім (4.10) тут можна бути заснований будь-який інший алгоритм 

випадкового пошуку. 

На базі зондування функції щільності за допомогою індивідуального 

руху (4.10) реалізується інстинктивно - колективний рух у напряму зростання 

цієї функції 
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 1

11

1

1

.

Q
l l х l х l
p p q q

pl l
q q Q

х l х l
p p

p

х х f х f х
х х

f х f х

− −

=−

−

=

 
− − 

 = +
−

∑

∑
                        (4.12) 

 

Вводячи у розгляд зважений центр ваги косяка риб 

1

1

,

Q
l l
p p

pl
Q

l
p

p

х w
Bar

w

=

=

=
∑

∑
                                                        (4.13) 

 

можна записати цей рух у вигляді 

 

{ }

{ }

1 1
1

1 1
1 1

1 1
1

1 1
1 1

0,1 ,    ,

0,1 ,    .

l l Q Q
ql l l l

q q p pl l
p pql

q l l Q Q
ql l l l

q q p pl l
p pq

х Bar
х Rand if w w

х Bar
х

х Bar
х Rand if w w

х Bar

η

η

− −
−

− −
= =

− −
−

− −
= =

 −
− >

−
= 

− + < −

∑ ∑

∑ ∑
                  (4.14) 

 

Для підвищення ефективності FSS у розгляд може бути введений 

додатковий оператор розведення, що дозволяє створювати нових риб - агентів, 

що мають покращені характеристики у порівнянні з вже існуючими членами 

косяка. Для цього можна скористатися ідеями еволюційної оптимізації [179, 

184, 187], серед яких з обчислювальної точки зору та ефективності - надійності 

відшукання екстремуму можна відзначити послідовний симплекс метод [216] 

та його модифікації [217]. 

Сформуємо косяк, що містить 1Q n= +  риб-агентів, при цьому ця 

кількість залишається незмінною у процесі пошуку, тобто популяція 
0 0 0
1 2, ,..., Qх х х  генерується випадковим чином. В цій популяції знайдемо 

«найгіршу» рибу 0
qworstх , що моє найменшу вагу 0

minqw  та «найкращу» рибу 0
qbestх  
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з найбільшою вагою 0
maxqw . Основна операція руху симплекса полягає у 

відображенні 0
qworstх  через центр ваги n  риб (без найгіршої), який може бути 

записаний у вигляді 

 

( )0 0 0

1

1 .
Q

q qworst
q

х х х
n =

= −∑  

В результаті цієї операції створюється нова риба 

 

( )1* 0 0 0α ,q qworstх х х х= + −  

 

яка заміняє у косяку найгіршу особину 0
qworstх . Таким чином формується нова 

популяція 1 1 1
1 2, ,..., Qх х х . Таким чином рух косяка-симплекса може бути 

описаний за допомогою співвідношень 

 

( )

( )

1 1 1

1

1 1 1

1 ,

α ,

Q
l l l

q qwost
q

l l l l
q q qwost

х х х
n

х х х х

− − −

=

− − −


= −


 = + −

∑
                                           (4.15) 

 

що у загальному випадку є за своєю суттю алгоритмом оптимізації Нелдера-

Міда [217]. Таким чином, з косяка у процесі пошуку екстремуму вилучаються 

найгірші риби з найнижчою вагою та створюються нові агенти з більшою 

вагою. 

Оскільки задача, що розглядається, є за своєю суттю проблемою 

багатоекстремальної оптимізації, необхідно відшукати множину екстремумів, 

кожен з яких є центроїдом деякого кластера. При знаходженні якогось з 

екстремумів з вихідної вибірки Х  виключаються спостереження, що 

розташовані безпосередньо в його околі. Після цього вилучення 
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запропонована процедура комбінованої еволюційної оптимізації 

повторюється до відшукання всіх екстремумів-центроїдів. 

 

 

4.5 Модифікований метод сірих вовків 
 

Алгоритм оптимізації сірих вовків (Grey Wolf Optimizer, GWO) є одним 

із сучасних роївих методів оптимізації, який моделює соціальну поведінку 

вовчої зграї під час полювання. Він був запропонований у 2014 році і швидко 

здобув популярність завдяки своїй простоті, ефективності та здатності 

знаходити оптимальні рішення у складних багатовимірних задачах. Основною 

особливістю цього методу є те, що він імітує ієрархічну структуру зграї вовків 

та їхню стратегію колективного полювання, що дозволяє йому ефективно 

балансувати між глобальним пошуком та локальною оптимізацією. 

За даними Мірджалілі [226], сірі вовки живуть разом і полюють групами. 

Процес пошуку та полювання можна описати так: (4.16) якщо жертву 

знайдено, вони спочатку вистежують, переслідують і наближаються до неї; 

якщо здобич біжить, тоді сірі вовки переслідують, оточують і спостерігають 

за здобиччю, поки вона не перестане рухатися; далі нарешті починається атака. 

Стандартний алгоритм GWO. Алгоритм імітує поведінку пошуку і 

полювання на здобич сірих вовків в зграї. В математичній моделі найкращій 

результат вовка в зграї називається альфа (α), а другий найкращий є бета (β), і, 

отже, третій найкращій називається дельта (δ). Інші рішення кандидатів зграї 

омегами (ω). Всі омеги будуть керуватися цими трьома сірими вовками під час 

пошуку (оптимізації) та полювання. 

Коли жертва знайдена, починається ітерація (t=1). Згодом α- , β- та δ-

вовки керуватимуть ω, щоб переслідувати здобич і, зрештою, оточити її. Три 

коефіцієнти A, B і C пропонуються для опису поведінки оточення: 
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1

2

3

* ( ) ,

* ( ) ,

* ( ) ,

C B GW X t

C B GW X t

C B GW X t

α α

β β

δ δ

= −

= −

= −

                                             (4.16) 

 

де t вказує на поточну ітерацію; 

GW вектор позиції сірого вовка,  

1 2,GW GW  і 3GW  - є векторами положення α- , β- та δ- вовків, що 

обчислюється наступним чином: 

 

   

1 1

2 2

3 3

* ,

* ,

* ,

GW GW A C

GW GW A C

GW GW A C

α α

β β

δ δ

= −

= −

= −

                                            (4.17) 

 

1 2 3( ) .
3

GW GW GWGW t + +
=                                         (4.18) 

 

Параметри А  та B  є комбінаціями керуючого параметра α та випадкових 

чисел 1r та 2r  [226, 228]: 

 

1

2

2α α,

2 .

A r

B r

= −

=
                                            (4.19) 

 

Контрольний параметр α замінюється значенням параметра A  і, нарешті, 

змушує омега-вовків наближатися або тікати від домінуючих вовків, таких як 

альфа, бета та дельта.  
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Якщо 1A > , сірі вовки втікають від домінантів, а це означає, що омега-

вовки втечуть від здобичі та досліджуватимуть більше простору, що в 

оптимізації називається глобальним пошуком.  

Та якщо 1A <  вони наближаються до домінант, а значить δ-вовки 

будуть слідувати за домінантами, які наближаються до здобичі, і це 

називається локальним пошуком в оптимізації. Контрольний параметр α 

визначається як лінійне зниження від максимального значення 2 до 0 під час 

ітерацій: 

 

2 1 ,t
Т

α  = − 
 

 

де t  - номер ітерації,  

Т - максимальна кількість ітерацій, що задана.  

 

 
Рисунок 4.2 – Схема роботи алгоритму GWO 
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Багато алгоритмів ройового інтелекту імітують поведінку полювання та 

пошуку деяких тварин. Однак GWO моделює внутрішню ієрархію керівництва 

вовків, таким чином, в процесі пошуку позиція найкращого рішення може 

бути комплексно оцінена трьома рішеннями. Але для інших алгоритмів 

ройового інтелекту, найкраще рішення шукається лише на основі одного 

рішення – локального оптимуму. Отже, GWO може значно зменшити 

ймовірність передчасного потрапляння в локальний оптимум. Щоб досягти 

належного компромісу між розвідкою та полюванням, пропонується 

покращений GWO. 

Розглядаючи рівняння (4.18) видно, що в процесі пошуку, однакову роль 

відіграють домінанти. Кожен із сірих вовків зграї наближається або тікає в 

пошуку здобичі. Однак, слід зауважити, що найближче до здобичі домінанти 

із середньою вагою альфа, ніж бета і дельта.  

Таким чином, на початку процедури пошуку в рівнянні (4.18) слід 

враховувати лише положення альфа, або його вага має бути набагато більшою, 

ніж ваги інших домінант. Рівняння (4.18) можна переписати у вигляді: 

 

1 1 2 2 3 3( 1) ,
3

w GW w GW w GWGW t + +
+ =                                  (4.20) 

 

де 1 2 3 1w w w+ + = , при 1w  - вага α-вовка,  

2w  - вага β-вовка,  

3w  - вага δ-вовка, при цьому 1 2 3w w w≥ ≥ .  

Псевдокод алгоритму сірих вовків зручно представити у вигляді таблиці, 

де описані основні початкові параметри налаштування алгоритму, 

ініціалізація початкових позицій агентів-вовків, та умови пошуку глобального 

екстремуму, в залежності від критеріїв зупинки, значень фітнес функцій та 

оновлення позицій вовків. 
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Ініціалізувати параметри. 
Випадковим чином згенерувати вовків 

Розрахувати фітнес-функцію, обрати 
найкращіх α - , β – та  δ - вовків 

Оновити позиції, оновити позиції ω вовків

Еволюційна операція. Після пошуку і 
полювання вовків, обрати найкращих 
вовків, як наступну популяцію. Далі 

оновити α - , β – та  δ - вовків  

Оновити випадковим чином популяцію 
вовків,

 залишивши найкращих

Оновити параметри α, A, B

|A|>1?

Так

Вивести позицію і значення фітнес-
функції α -  вовка  

Ні

 
Рисунок 4.3 – Блок-схема алгоритму GWO 

 

Блок-схема алгоритму сірих вовків наведена на Рисунку 4.3. 
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Таблиця 4.1 - Псевдокод роботи алгоритму сірих вовків 

Опис Псевдокод 
Параметри налаштування Вибірка даних 

Популяція зграї 
Контрольний параметр 
Критерій зупину  

Ініціалізація Початкові позиції сірих вовків-домінант  

Пошук Якщо це не критерій зупинки, то обчислення 
нового значення фітнес - функції 
Оновлення позиції 
Обмеження коло позицій вовків 
Оновити α, β і δ 
Оновити критерій зупинки. Кінець 

 

Зміна позицій вовків описана наступними виразами: 

 

* ( ) ( ) ,PС В X t X t= −                                             (4.21) 

 

( )1 ( ) * ,PX t X t A C+ = −                                            (4.22) 

 

де PX  - позиція здобичі,  

X - позиція вовка.  

Як видно з Рисунку 4.3, вовк у позиції (X, Y) може відтворити свою 

позицію навколо здобичі згідно з формулами оновлення (4.21) та (4.22). 

Для цього, на етапі параметрів налаштування, задаються початкові 

позиції вовків – домінант  
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1 α

2 β

3 δ

;

;

.

Cl С

Cl С

Cl С

=

=

=

 при 0.t =  

 

Беручи за початкові позиції центри кластерів, знайдених за допомогою 

метода можливісної нечіткої кластеризації. 

Розглядаючи рівняння (4.18) видно, що в процесі пошуку, однакову роль 

відіграють домінанти. Кожен із сірих вовків зграї наближається або тікає в 

пошуку здобичі. Однак, слід зауважити, що найближче до здобичі домінанти 

із середньою вагою альфа, ніж бета і дельта. Таким чином, на початку 

процедури пошуку в рівнянні (4.18) слід враховувати лише положення альфа, 

або його вага має бути набагато більшою, ніж ваги інших домінант. Таким 

чином, рівняння (4.18) можна переписати у вигляді: 

 

1 1 2 2 3 3( 1) ,
3

w GW w GW w GWGW t + +
+ =                               (4.23) 

 

 

де 1 2 3 1w w w+ + = , при 1w  - вага α-вовка, 2w  - вага β-вовка, 3w  - вага δ-вовка, 

при цьому 1 2 3w w w≥ ≥ .  

На першій (або 0t = ) ітерації пропонується задати ваги результатами 

алгоритму кластеризації, де: 

 

1

2

3

;

;

;

c w

c w

c w

α

β

δ

=

=

=

 при 0t =                                              (4.24) 
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Тоді можна визначити, що ваги змінних задовольняють гіпотезі про 

соціальну ієрархію функцій сірих вовків та їх пошукову поведінку. 

Для підвищення надійності знаходження саме глобального екстремуму 

цільової функції можна використати ідею «божевільних котів» – оптимізацію 

[208], модифіковану введенням випадкового блукання, яка довела свою 

ефективність при розв’язанні мультиекстремальні проблеми. Вводячи, 

додаткове пошукове збурення, можна записати рух вовка у вигляді: 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )21 1X t X t H kτ γ τ δ σΞ = Ξ − − + − +  

 

де γ  - параметр корекції характеристик збурення,  

0 1δ≤ ≤  - параметр швидкості самонавчання типу параметра інерції α ,  
2σ  - дисперсія білого шуму ( )H τ . 

Таким чином підвищується імовірність знаходження глобального 

екстремуму прийнятої цільової функції, що в кінцевому рахунку підвищує 

ефективність процесу нечіткої кластеризації. 

 

 

4.6 Апробація рандомізованого методу оптимізації на основі котячих 

зграй 

 

Експериментальні дослідження рандомізованого алгоритму оптимізації 

на основі котячих зграй проводилися з чотирма наборами даних: Iris, Cancer, 

Wine і Glass.  

Кожен із наборів даних має ряд параметрів, представлених у таблиці 4.2. 

Було проведено порівняльний аналіз якості даних кластеризації за основними 

характеристиками рейтингів якості таких, як швидкість кластеризації даних та 

середня похибка.  

Таблиця 4.2 – Характеристичні параметри вибірок 
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Назва 
вибірки Число класів Кількість 

атрибутів 
Кількість 

спостережень 
Іриси 3 4 150 

Рак 2 9 683 

Вина 3 13 178 

Скло 6 8 214 

 

Параметри налаштування запропонованого модифікованого методу 

нечіткої кластеризації на основі оптимізації зграї котів (FCMCSO) 

представлено у вигляді таблиці, де описані основні початкові параметри 

пошуку діапазону обраного виміру, пошуку пулу пам’яті, ініціалізація 

початкових позицій котів та кількість ітерацій. 

 

Таблиця 4.3 – Параметри модифікованого методу нечіткої кластеризації 

на основі оптимізації зграї котів (FCMCSO) 

Параметри Значення 
Пошук діапазону обраного виміру 

(SRD) Випадково [0,1] 

Пошук пулу пам’яті(SMP) 5 

Розмір популяції Кількість кластерів 
r1 Випадкове значення у диапазоні[0,1] 
c1 Константа 

Самооцінка позиції (SPC) Випадково в диапазоні [0,1] 
Кількість ітерацій Manually 

 

Порівняльний аналіз модифікованого методу нечіткої кластеризації на 

основі оптимізації зграї котів (FCMCSO) за часовою складністю проводився з 

відомими методами та алгоритмами кластеризації даних: FCM, PSO, GSA, 

CSO та FCMCSO. 

В таблиці 4.4 наведені результати експериментальних досліджень на 

різних вибірках даних для більш детального аналізу отриманих результатів. 
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Таблиця 4.4 – Порівняльні результати часової обробки методів 

кластеризації таких, як FCM, PSO, GSA, CSO та FCMCSO 

Назва вибірки FCM PSO GSA CSO FCM 
CSO 

Іриси 0,008 0,020 0,022 0,043 0,006 

Рак 0,009 0,138 0,204 0,026 0,007 

Вина 0,009 0,282 0,098 0,076 0,008 

Скло 0,010 0,431 0,431 0,021 0,015 

 

Таблиця 4.4 порівнює результати часової обробки п’яти різних методів 

кластеризації – FCM, PSO, GSA, CSO та FCMCSO – для різних вибірок даних: 

«Іриси», «Рак», «Вина» і «Скло». Цей аналіз дозволяє оцінити ефективність 

методів кластеризації за часом обробки, що є важливим чинником при обранні 

оптимального методу для реальних задач. 

Для вибірки «Іриси» метод FCMCSO показує найшвидший час обробки 

(0,006 с), що є суттєво меншим, ніж у решти методів. Метод CSO, хоча і має 

кращий час обробки, ніж інші (0,043 с), все ж є значно повільнішим, ніж 

FCMCSO. Інші методи – PSO, GSA, та FCM – мають трохи вищі значення часу 

обробки (0,020 с, 0,022 с і 0,008 с відповідно), але вони значно відстають від 

FCMCSO. 

У вибірці «Рак» результат FCMCSO також є найшвидшим (0,007 с), тоді 

як PSO (0,138 с) і GSA (0,204 с) мають найбільші часи обробки. Метод CSO 

показує порівняно хороший результат (0,026 с), але все одно поступається 

FCMCSO. У цій вибірці видно значний розрив між швидкістю обробки 

методів. 



189 
 

Вибірка «Вина» демонструє схожу картину, де FCMCSO має найкращий 

час обробки (0,008 с), в той час як PSO (0,282 с) та GSA (0,098 с) значно 

перевищують цей показник. 

Для вибірки «Скло» метод FCMCSO продовжує бути лідером за часом 

обробки (0,015 с), в той час як PSO і GSA обробляють дані найповільніше 

(0,431 с для обох методів). CSO має час обробки 0,021 с, що також є досить 

швидким порівняно з іншими методами, але не може конкурувати з FCMCSO. 

Загалом, метод FCMCSO продемонстрував найкращі результати в плані 

часової обробки на всіх вибірках, що робить його найбільш ефективним за 

часом серед розглянутих методів. Метод PSO та GSA, з іншого боку, мають 

значно більший час обробки, що може бути важливим фактором у задачах, де 

важлива швидкість обробки даних. 

В таблиці 4.5 наведено порівняльний аналіз отриманих результатів в 

залежності від кількості спостережень. Пропонується порівняти FCMCSO з 

класичним CSO за 3 параметрами: 50, 100, 150 ітерацій роботи методів. 

 

Таблиця 4.5 – Результати кластеризації CSO та FCMCSO з різною 

кількістю ітерацій (середня похибка у %) 

Назва вибірки 
Кількість ітерацій CSO Кількість ітерацій 

FCMCSO 

50 100 150 50 100 150 

Іриси 23,34 20,84 21,67 17,55 14,78 16,46 

Рак 40,23 40,55 41,47 38,89 39,22 39,15 

Вино 24,55 21,44 22,20 18,43 17,37 16,32 

Скло 56,34 56,48 55,67 51,63 51,7 49,79 
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Таблиця 4.5 надає результати кластеризації за допомогою методів CSO 

та FCMCSO з різною кількістю ітерацій (50, 100 і 150) для чотирьох вибірок 

даних: «Іриси», «Рак», «Вино» та «Скло». У таблиці представлено середню 

похибку у відсотках для кожного методу та кожної кількості ітерацій. 

Вибірка "Іриси" демонструє, що FCMCSO має кращі результати 

порівняно з CSO на всіх кількостях ітерацій. При 50 ітераціях FCMCSO 

показує похибку 17,55%, що є значно меншим, ніж 23,34% для CSO. Зі 

збільшенням кількості ітерацій, похибка у методі CSO зменшується до 20,84% 

при 100 ітераціях і 21,67% при 150 ітераціях, однак вона все ще значно 

перевищує похибку FCMCSO. У той час як FCMCSO також має зменшення 

похибки з 17,55% при 50 ітераціях до 14,78% при 100 і 16,46% при 150 

ітераціях. 

Вибірка "Рак" показує менші коливання між методами, але FCMCSO все 

одно має стабільно меншу похибку. Для CSO похибка становить 40,23% при 

50 ітераціях, зменшуючись до 40,55% при 100 і 41,47% при 150 ітераціях. 

FCMCSO має похибку 38,89% при 50 ітераціях, що трохи покращується до 

39,22% при 100 і 39,15% при 150 ітераціях. 

Вибірка "Вино" також підтверджує тенденцію до кращих результатів 

FCMCSO. CSO має похибку 24,55% при 50 ітераціях, що зменшується до 

21,44% при 100 і 22,20% при 150 ітераціях. FCMCSO показує кращу похибку: 

18,43% при 50 ітераціях, 17,37% при 100 і 16,32% при 150 ітераціях. 

Вибірка "Скло" показує найменше поліпшення з боку FCMCSO. 

Похибка для CSO становить 56,34% при 50 ітераціях, зменшуючись до 56,48% 

при 100 і 55,67% при 150 ітераціях. FCMCSO також показує деяке зменшення 

похибки з 51,63% при 50 ітераціях до 51,7% при 100 і 49,79% при 150 ітераціях. 

Хоча тут різниця між методами менша, FCMCSO все ж продовжує показувати 

деяке покращення. 

Аналізуючи все вище наведено можна зробити висновки, що FCMCSO 

має кращу ефективність в плані зменшення середньої похибки порівняно з 

CSO для більшості вибірок, особливо для "Ірисів", "Вино" і "Скло". Кількість 
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ітерацій має певний вплив на похибку, але цей ефект різний для кожної 

вибірки. Загалом, збільшення ітерацій знижує похибку, однак перевага 

FCMCSO залишалася стабільною навіть на менших кількостях ітерацій. 

Вибірка "Скло" є винятком, де різниця між методами менша, але FCMCSO все 

одно показує кращі результати, хоч і з менш значним поліпшенням. 

Крім проведеного аналізу швидкості роботи методів та похибки, 

необхідно також проаналізувати швидкість роботи методів в залежності від 

кількості спостережень з іншими методами кластеризації даних. 

Пропонується порівняти запропоновану модифікацію нечіткої 

кластеризації даних на основі еволюційного методу котячих зграй з відомими 

методами кластеризації: FCM, Густафсон-Кессель (G-K), адаптивний 

можливісний метод нечіткої кластеризації та онлайн метод можливісної 

кластеризації даних на основі еволюційної оптимізації котячих зграй 

В таблиці 4.6 та таблиці 4.7 наведені результати роботи методів, 

запропонованих для порівняння з різною кількістю спостережень. 

Аналізуючи отримані результати, можна зробити висновок, що 

незалежно від розміру вихідної інформації, що подається на обробку 

запропонованим методом для порівняння працездатності та ефективності, 

запропонований підхід до можливісної кластеризації даних на основі 

еволюційного методу котячих зграй не поступається швидкодією та якістю 

кластерування у порівнянні з відомими алгоритмами.  

 

Таблиця 4.6 - Порівняльні характеристики середньої похибки для 

вибірки Газ з різною кількістю спостережнь у відсотках 

Метод 50 Час  100 Час 150 Час 

FCM 1,62 1,19 1,35 2,55 0,98 3,03 

GK 1,66 1,62 1,32 2,72 0,99 3,12 

Адаптивний 
можливісний метод 
нечіткої кластеризації 

1,22 1,15 1,02 2,02 0,75 2,10 
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Продовження таблиці 4.6 

Онлайн метод 
можливісної 
кластеризації даних 
на основі еволюційної 
оптимізації котячих 
зграй 

0,69 1,02 0,49 1,33 0,14 1,41 

 

Таблиця 4.6 надає порівняльні характеристики середньої похибки для 

вибірки "Газ" з різною кількістю спостережень (50, 100, 150) для чотирьох 

методів кластеризації: FCM, GK (Густафсон-Кессель), адаптивного 

можливісного методу нечіткої кластеризації та онлайн методу можливісної 

кластеризації даних на основі еволюційної оптимізації котячих зграй. Окрім 

значень похибки, також надано час обробки для кожного методу та кількості 

спостережень. 

Середня похибка для FCM зменшується з 1,62% для 50 спостережень до 

0,98% для 150 спостережень. Час обробки збільшується з 1,19 с для 50 

спостережень до 3,03 с для 150 спостережень. Це свідчить про те, що при 

збільшенні кількості спостережень FCM потребує більше часу для обробки, 

але його похибка знижується. 

Похибка для GK також зменшується з 1,66% для 50 спостережень до 

0,99% для 150 спостережень, що є подібним до результатів FCM. Час обробки 

для GK зростає з 1,62 с для 50 спостережень до 3,12 с для 150 спостережень. 

Як і в випадку з FCM, при більшій кількості спостережень час обробки 

збільшується, однак похибка зменшується. 

Адаптивний можливісний метод нечіткої кластеризації має найменшу 

похибку серед всіх методів, зменшуючи її з 1,22% до 0,75% при збільшенні 

кількості спостережень. Час обробки цього методу також збільшується, але 

значення залишаються меншими порівняно з FCM і GK: 1,15 с для 50 

спостережень до 2,10 с для 150 спостережень. 

Онлайн метод можливісної кластеризації даних на основі еволюційної 

оптимізації котячих зграй показує найкращі результати за середньою 
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похибкою, особливо при 150 спостереженнях (0,14%), що значно нижче за всі 

інші методи. Час обробки для онлайн методу є суттєво нижчим, ніж для інших 

методів: 1,02 с для 50 спостережень, зростаючи до 1,41 с для 150 спостережень. 

Тобто, цей метод є не тільки найбільш ефективним за похибкою, але й 

швидким у виконанні. 

Найкращі результати за похибкою показує онлайн метод можливісної 

кластеризації на основі еволюційної оптимізації котячих зграй, який має 

найменшу похибку при кожній кількості спостережень, і це зберігається навіть 

при зростанні числа спостережень. FCM та GK показують подібні результати 

в плані похибки, але FCM має дещо кращі результати з точки зору часу 

обробки, порівняно з GK. 

Адаптивний метод нечіткої кластеризації має найменші часи обробки 

серед класичних методів, але його похибка все ж таки вища порівняно з онлайн 

методом котячих зграй. 

Зі збільшенням кількості спостережень для всіх методів спостерігається 

збільшення часу обробки, але деякі методи, такі як онлайн метод, залишаються 

швидшими, що робить його оптимальним вибором для реальних задач з 

великими даними. 

 

Таблиця 4.7 - Порівняльні характеристики середньої похибки для 

вибірки Скло з різною кількістю спостережень у відсотках 

Метод 50 Час  100 Час 150 Час 

FCM 1,74 1,21 1,44 2,40 0,86 3,10 

GK 1,85 1,74 1,53 2,82 0,99 3,27 

Адаптивний 

можливісний метод 

нечіткої кластеризації 

1,43 1,36 1,22 2,55 0,65 2,60 
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Продовження таблиці 4.7 

Онлайн метод 

можливісної 

кластеризації даних 

на основі еволюційної 

оптимізації котячих 

зграй 

1,11 1,17 1,00 1,23 0,54 1,11 

 

Таблиця 4.7 порівнює середню похибку для вибірки Glass при різній 

кількості спостережень (50, 100, 150) для чотирьох методів кластеризації: 

FCM, GK (Густафсон-Кессель), адаптивного можливісного методу нечіткої 

кластеризації та онлайн методу можливісної кластеризації на основі 

еволюційної оптимізації котячих зграй. Також для кожного методу зазначено 

час обробки. 

У методі FCM середня похибка зменшується з 1,74% для 50 

спостережень до 0,86% для 150 спостережень, що свідчить про поступове 

покращення точності методу при збільшенні кількості спостережень. Час 

обробки зростає з 1,21 с для 50 спостережень до 3,10 с для 150 спостережень, 

що є типовим для більшості методів кластеризації при збільшенні обсягу 

даних. 

Похибка для GK зменшується з 1,85% для 50 спостережень до 0,99% для 

150 спостережень, що демонструє подібну тенденцію до FCM. Час обробки 

для GK зростає з 1,74 с для 50 спостережень до 3,27 с для 150 спостережень, 

що також є звичайним явищем при збільшенні кількості спостережень. 

Адаптивний можливісний метод нечіткої кластеризації має відносно 

низьку похибку, яка зменшується з 1,43% для 50 спостережень до 0,65% для 

150 спостережень. Час обробки змінюється від 1,36 с для 50 спостережень до 

2,60 с для 150 спостережень, що свідчить про помірне збільшення часу 

обробки. 
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Онлайн метод демонструє найкращі результати за середньою похибкою: 

1,11% для 50 спостережень, зменшуючись до 0,54% для 150 спостережень. Це 

вказує на високу ефективність цього методу. Час обробки для онлайн методу 

є значно меншим порівняно з іншими методами: 1,17 с для 50 спостережень до 

1,11 с для 150 спостережень. Це демонструє швидкість виконання та 

ефективність цього методу навіть при збільшенні кількості спостережень. 

Аналізуючи все вище сказане, можна зробити висновок, що онлайн 

метод можливісної кластеризації даних на основі еволюційної оптимізації 

котячих зграй виявився найефективнішим за кількома показниками: він має 

найменшу похибку та швидкий час обробки на всіх етапах, що робить його 

оптимальним вибором для великих і складних наборів даних. 

Адаптивний можливісний метод нечіткої кластеризації має кращу 

похибку та дещо вищий час обробки порівняно з іншими методами, проте його 

похибка все ж залишається значно нижчою, ніж у класичних методів, таких як 

FCM та GK. 

FCM і GK демонструють схожі результати в плані похибки та часу 

обробки, з FCM виявляючи трохи кращі результати за похибкою, але з 

аналогічним часом виконання. 

Всі методи показують покращення точності при збільшенні кількості 

спостережень, але онлайн метод відзначається найкращими показниками за 

ефективністю та швидкістю, що робить його перспективним для реальних 

завдань кластеризації. 

Для зручного аналізу отриманих результатів, побудовано діаграми 

залежності похибки та часу від кількості спостережень для різних вибірок 

даних. 
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Рисунок 4.4 - Діаграма залежності похибки від кількості спостережень 

(50, 100, 150) для вибірки Gas 

 

 

 
Рисунок 4.5 - Діаграма залежності похибки від кількості спостережень 

(50, 100, 150) для вибірки Glass 

 
Як видно з діаграм, онлайн метод можливісної кластеризації даних на 

основі еволюційної оптимізації котячих зграй демонструє найкращі 

результати, незалежно від вибірки, кількості спостережень та ітерацій методу. 

Для аналізу методів, побудовано також діаграми залежності часу 

кластеризації від кількості спостережень (50, 100, 150) для вибірок даних Газ 

та Скло. 
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Рисунок 4.6 - Діаграма залежності часу кластеризації від кількості 

спостережень (50, 100, 150) для вибірки Газ 

 

 
Рисунок 4.7 - Діаграма залежності часу кластеризації від кількості 

спостережень (50, 100, 150) для вибірки Скло 

 

Як видно із діаграм, наведених на рисунках, швидкість та похибка в 

запропонованому методі можливісної кластеризації даних на основі 

еволюційного підходу демонструє достатньо високі показники. 
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Результати кластеризації наборів даних, наведених в таблицях, 

демонструють швидкодію та якість роботи методів кластеризації. 

Запропонований онлайн алгоритм можливісної кластеризації даних на основі 

еволюційної оптимізації котячих зграй демонструє гарні результати роботи. 

Порівняльний аналіз запропонованого методу проводився з відомими на 

сьогодні алгоритмами кластеризації такими, як FCM, Густафсон-Кессель-

алгоритм і адаптивний можливісний метод нечіткої кластеризації.  

На рисунках, що наведені вище, продемонстрована робота алгоритмів у 

порівнянні із запропонованим онлайн алгоритмом можливісної кластеризації 

даних на основі еволюційної оптимізації котячих зграй.  

Завдяки своїй адаптивності та функціям еволюційної оптимізації 

котячих зграй, алгоритм не потребує багато часу для обробки даних, що 

надходять у реальному часі, та не завантажує себе проміжними розрахунками 

за рахунок функцій адаптивності. Це досить яскраво демонструють діаграми 

залежності часу кластеризації від кількості спостережень та залежності 

похибки від кількості спостережень. 

 

 

4.7 Апробація модифікованого методу оптимізації на основі косяків 

риб 

 

Експериментальні дослідження проводилися на двох базах даних, таких 

як Блоки сторінок і База спаму, а також дві тестові мультиекстремальні 

функції.  

 

Taблиця 4.8 - Опис наборів даних 

Вибірка Кількість 
спостережень Атрибути  Кластери  

Блоки 
сторінок 5472 10 5 

База спаму 4601 57 2 
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Tаблиця 4.9 - Тестові багатоекстремальні функції  

Назва Формули Інтервал Крок 

Растрігін 
2 2( ) 20

10cos(2 ) cos(2 )
f x x y

x yπ π
= + + −

− +
 [ 5,12;5,12]−  0,01  

Гріванг 

1 1( )
4000 4000

cos( )cos( ) 1
1 2

f x x y

x x

= + −

− +
 [ 30;30]−  0,1 

 

У зв’язку з тим, що функції Растрігіна та Гріванга мають багато 

локальних екстремальних точок у своїй області пошуку, як показано на 

рисунках 4.8 (а) та (б), ми додаємо 514 агентів. 

У наборі даних «Блоки сторінки» були представлені класифіковані 

блоки макета сторінки в документі, який був виявлений процесом сегментації. 

База даних спаму також витягується з репозиторію машинного навчання UCI і 

описує електронну пошту, яка класифікується як спам або не спам. 

 

Рисунок 4.8 - Функція Растрігіна, що має багато екстремальних точок 
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Рисунок 4.9 - Модифікований метод оптимізації на основі косяка риб 

на функції Растрігіна 

 

Рисунок 4.10 - Функція Гріванга, яка має багато екстремальних точок 
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Рисунок 4.11 -Модифікований метод оптимізації на основі косяка риб 

на функцію Гріванга 

 

Порівняння точності добре відомих алгоритмів оптимізації, таких як 

Fish School (FSS) і Cat Swarm (CSO), і запропонований модифікований метод 

оптимізації на основі Fish School (OMFS). 

 

Таблиця 4.10 - Порівняння точності 

Дані Точність OMFS FSS 
CSO 

Растрігін Середня 
Краща 

190,46 
195,83 

189,65 
195,59 

190,46 
195,83 

Гріванг Середня 
Краща 

3,65 
4,82 

3,41 
4,12 

3,65 
4,81 

Блоки сторінок Середня 
Краща 

951,47 
959,64 

951,01 
959,43 

951,15 
959,55 

База спаму Середня 
Краща 

291,77 
299,84 

291,17 
299,48 

291,77 
299,64 

 



202 
 

OMFS та CSO демонструють дуже схожі результати для всіх наборів 

даних, з рівними або майже рівними значеннями середньої та найкращої 

точності. FSS також показує хороші результати, але, за винятком набору даних 

"Гріванг", зазвичай трохи поступається OMFS та CSO в середній точності. 

У випадку набору даних Гріванг, FSS показує кращі результати за 

точністю, що може свідчити про його ефективність для конкретних типів 

даних. 

В загальному, OMFS та CSO виглядають найбільш стабільними 

методами за точністю на всіх вибірках, хоча FSS може бути більш ефективним 

в окремих випадках. 

Ці результати дозволяють зробити висновок, що вибір методу 

кластеризації залежить від конкретних характеристик набору даних, зокрема 

від їх розміру та структури. Процес збіжності гібридного алгоритму 

продемонстровано на рисунку 4.13 та рисунку 4.14. 

 

       

Рисунок 4.13- Модифікований метод оптимізації на основі тестової функції 
Fish School (функція Растрігіна) 
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Рисунок 4.13 - Модифікований метод оптимізації на основі тестової функції 

Fish School (функція Гріванга) 

 

Розглянуто задачу кластеризації масивів даних, що описано як у 

векторній, так і матричній формах. Для оптимізації цих функцій - пошуку 

локальних екстремумів запропонований метод, що є гібридом Fish School 

Search, випадкового пошуку та еволюційної оптимізації. Цей метод не 

потребує обчислення похідних функції, що оптимізується і у загальному 

випадку призначений для відшукання максимумів багатоекстремальних 

функцій матричного аргументу (зображень). 

Запропонований підхід дозволяє скоротити кількість запусків процедури 

оптимізації, дозволяє знаходити екстремуми функцій складної форми та є 

простим в чисельній реалізації. 
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4.8 Апробація модифікованого методу сірих вовків  

 

Експериментальні дослідження проводились на тестовій 

багатоекстремальній функції Швефеля (4.23) 

( )1
( ) 418.9829 sin .N

i ii
f x N x x

=
= −∑                         (4.23) 

 

Зовнішній вигляд цієї функції наведено на Рисунку 4.11 і Рисунку 4.12, 

де можна бачити велику кількість екстремумів, в яких звичайні оптимізаційні 

методи в’язнуть по принципу «важкої кулі». 

Запропонований адаптивний підхід до нечіткої кластеризації на основі 

еволюційної оптимізації алгоритму сірих вовків виключає можливість 

«застрягання» в опосередкованих екстремумах за допомогою подвійної 

перевірки знаходження вовка-домінанта в екстремумі та порівнянні із заданою 

похибкою розрахунків. 

 

 
Рисунок 4.14 - Функція Швефеля  
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Таким чином швидкість роботи метода збільшується, а якість отриманих 

результатів покращується за допомогою так званого «ансамблю» двох методів: 

методу можливісної нечіткої кластеризації та оптимізаційного методу сірих 

вовків (РMGWO). 

 

 
Рисунок 4.15 - Функція Швефеля вигляд зверху    

   

Таблиця 4.11 - Порівняння точності 

 

Таблиця 4.11 містить порівняльні результати для трьох методів 

кластеризації (РMGWO, GWO, FCM) за точністю на функції Швефель. Для 

кожного методу вказано середню та найкращу точність. 

РMGWO демонструє досить високу точність як за середнім, так і за 

найкращим значенням серед інших методів. 

Функція Точність РMGWO  GWO FCM 

Швефель 
Середня 

Краща 

191,44 

195,75 

189,65 

195,59 

190,46 

195,83 
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Середня точність для GWO дорівнює 189,65, а найкраща точність — 

195,59. Хоча середня точність GWO трохи нижча, ніж у РMGWO, найкраща 

точність майже така ж, що вказує на стабільність цього методу в пошуку 

оптимальних рішень. 

Середня точність для FCM складає 190,46, а найкраща точність — 

195,83. FCM демонструє дуже схожі результати з GWO, з невеликою 

перевагою за середньою точністю, хоча найкраща точність для FCM є 

найбільшою серед усіх методів. 

Усі три методи (РMGWO, GWO, FCM) показують дуже схожі 

результати з невеликою різницею в середній точності. FCM має найвищу 

найкращу точність (195,83), що вказує на його потенціал у досягненні кращих 

результатів на функції Швефель. РMGWO і GWO мають подібні результати, 

причому РMGWO трохи перевершує GWO за середньою точністю. 

У загальному, ці методи можуть бути використані в залежності від 

конкретних вимог до часу обробки і точності, але FCM є найбільш стабільним 

за найкращими результатами. Ці результати підтверджують, що вибір методу 

залежить від балансу між середньою точністю та досягненням найкращих 

результатів, що є важливим для практичних застосувань кластеризації в 

задачах оптимізації. 
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4.9 Висновок до 4 розділу 

 

1. Уперше запропоновано метод послідовної можливісної нечіткої 

кластеризації даних, який призначено для роботи в онлайн режимі, що 

дозволяє швидко знаходити екстремуми (центроїди) кластерів, незалежно від 

обсягів даних, що надходять на обробку у векторній або матричній формах. 

2. Уперше запропоновано метод нечіткої кластеризації масивів 

даних на основі покращеного еволюційного алгоритму сірого вовка, що 

дозволяє відшукувати глобальні екстремуми цільових функцій та скоротити 

час їх пошуку.  

3. Удосконалено еволюційний метод на основі косяків риб, що 

підвищив ефективність вирішення задач нечіткої кластеризації даних, які 

надходять як в пакетному, так і в онлайн режимах, що дозволяє скоротити час 

пошуку глобальних екстремумів. 

4. Удосконалено метод оптимізації на основі еволюційних котячих 

зграй шляхом введення в процеси пошуку та гонитви елементів глобального 

випадкового пошуку, що дозволяє підвищити точність визначення напрямку 

руху в режимі пошуку та покращити глобальні властивості методу у режимі 

гонитви. 

5. Проведені експериментальні дослідження підтверджують, що 

запропоновані методи підвищили швидкість роботи методів нечіткої 

кластеризації потоків даних за умов апріорної та поточної невизначеності, за 

рахунок запропонованих процедур оптимізації на 10%.  

 

Результати розділу 4 відображено у публікаціях [1, 4, 5, 9, 10, 12, 13, 15, 

17-20, 22, 24, 27, 29, 35, 39, 40] (Додаток А). 
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РОЗДІЛ 5 

ГІБРИДНІ ЕВОЛЮЦІЙНІ МЕТОДИ КЛАСТЕРИЗАЦІЇ МАСИВІВ 

ДАНИХ 

 

 

Гібридні еволюційні методи кластеризації представляють собою 

поєднання технік еволюційного обчислення та методів кластеризації [152-161, 

171, 186]. Ці методи спроектовані для покращення результатів кластеризації 

шляхом використання переваг обидвох підходів.  

Загальні принципи гібридних еволюційних методів кластеризації: 

− Початкова популяція кластерів: гібридні методи можуть 

використовувати еволюційні алгоритми для створення початкової популяції 

кластерів. Це може поліпшити якість кластеризації відразу з початку процесу. 

− Оптимізація центрів кластерів: еволюційні алгоритми можуть 

використовуватися для оптимізації положень центрів кластерів під час 

ітераційного процесу. Це дозволяє враховувати сліди глобальної структури 

даних при розміщенні центрів. 

− Визначення числа кластерів: гібридні методи можуть допомагати 

визначити оптимальну кількість кластерів, використовуючи еволюційні 

алгоритми для пошуку параметрів, таких як кількість кластерів. 

− Адаптивність. Гібридні методи можуть бути адаптивними до змін 

у вхідних даних або структури кластерів, оновлюючи свої параметри через 

еволюційні процеси. 

− Інтеграція з іншими методами: гібриди можуть поєднувати 

еволюційні алгоритми з іншими методами кластеризації, такими як ієрархічні, 

що дозволяє використовувати переваги різних підходів. 

− Обмін інформацією між кластерами. Еволюційні алгоритми 

можуть використовувати обмін інформацією між кластерами для поліпшення 

загальної кластеризації. 
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Гібридні еволюційні методи намагаються використовувати сильні 

сторони обох підходів для досягнення кращих результатів у завданнях 

кластеризації даних. 

 

 

5.1 Метод нечіткої кластеризації масивів даних на основі 

еволюційного методу оптимізації котячих зграй 

 

Вихідною інформацією для вирішення задачі кластеризації є масив 

багатовимірних векторів спостережень ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 , 2 ,..., ,... nХ х х х k х N R= ⊂ , 

де ( ) nх k R∈  – k -тий вектор-спостереження, k - або номер цього 

спостереження в масиві даних A , або поточний дискретний час в задачах Data 

Stream Mining. Результатом кластеризації є розбиття цього масиву на m  класів, 

що перетинаються з прототипами-центроїдами jCl , , 1,2,..., ,n
jc Х j m∈ =  при 

цьому поряд із знаходженням центроїдів jc  повинен бути оцінений рівень 

належності 0 ( ) 1j kµ< <  кожного ( )х k  до кожного з кластерів jCl . 

Передбачається також, що дані, які надходять на обробку, нормовані в 

гіперкуб [ ]1;1−  так, що ( )1 1iх k− ≤ ≤ , де ( ), 1,2,...,iх k i n=  - i -та компонента 

вектора спостережень ( )х k . 

В основі широко поширеного алгоритму ймовірнісної нечіткої 

кластеризації [1-22], лежить процедура мінімізації цільової функції 

 

2

1 1
( ( ), ) ( ) ( )

N m

j j j j
k j

E k c k х k cβµ µ
= =

= −∑∑                                 (5.1) 

 

при обмеженнях 
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1
( ) 1,
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j

kµ
=

=∑    
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х k N
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≤ ≤∑ ,                                    (5.2) 

 

Записавши функцію Лагранжа 

 

2

1 1 1 1
( ( ), , ( )) ( ) ( ) ( )( ( ) 1)

N m N m

j j j j j
k j k j

L k c k k х k c k kβµ λ µ λ µ
= = = =

= − + −∑∑ ∑ ∑  

 

тут ( )kλ  - невизначені множники Лагранжа) і вирішивши систему рівнянь 

Каруша-Куна-Таккера 
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отримуємо шукане рішення виду 
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                               (5.3) 

 

яке при 2β =  співпадає з алгоритмом нечітких C – середніх (FCM) Дж. 

Бездека [57, 58]: 
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У [170] була доведена збіжність процедур (5.3), (5.4) до локального 

мінімуму, при цьому досягнення глобального екстремуму в загальному 

випадку не гарантується. 

У роботах [202, 203-208] завдання умовної оптимізації (5.1), (5.2) було 

переформульовано на завдання безумовної оптимізації цільової функції виду 

 

( )
1

2(1 )

1 1
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j j
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яка при 2β =  приймає вигляд 
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1 1
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при цьому цікаво відзначити, що в процесі мінімізації (5.5), (5.6) знаходяться 

тільки координати центроїдів , 1,2,...,jс j m= , а для знаходження рівнів 

нечіткої належності можуть бути використані перші рівняння співвідношень 

(5.3), (5.4). Таким чином, завдання нечіткої кластеризації може бути зведена 

до пошуку глобального екстремуму цільових функцій (5.5), (5.6). Для 

вирішення завдання можуть бути використані інтенсивно розвиваються в 

даний час в рамках HSCI еволюційні біоінспіровані «ройові» процедури 
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оптимізації [174, -187] серед яких в якості одних з найбільш швидкодіючих 

можна відзначити, так звані, алгоритми котячих зграй [188, 189, 192-208]. 

Зауважимо, що саме котячі зграї з успіхом були використані для вирішення 

завдань чіткої кластеризації в рамках процедури с-середніх [1-22], що 

породжується цільовою функцією (5.1) при { }1, ( ) 0,1j kβ µ→ = . В рамках 

цього підходу передбачається, що кожен центроїд jc  представлений одним з 

котів зграї, а кінцеве рішення визначається котами, що забезпечують мінімум 

цільової функції ( )jGoal c  (5.5) або (5.6).  

В рамках класичного «котячого» алгоритму [192-208] передбачається, 

що кожен кіт pcat  зграї, що складається з Q  особин ( 1,2,..., )p Q=  може 

перебувати в одному з двох станів: режимі пошуку (Seeking Mode - SM) і 

режимі погоні (Tracing Mode - TM).  

При цьому режим пошуку пов’язаний з повільними рухами з незначною 

амплітудою біля вихідної позиції (сканування простору в околиці поточної 

позиції), а режим погоні визначається швидкими стрибками з великою 

амплітудою і дозволяє вивести кішку pcat  з локального екстремуму, якщо 

вона потрапила туди. Поєднання локального сканування та різких змін 

поточного стану дозволяє з більшою ймовірністю відшукати глобальний 

екстремум у порівнянні з традиційними методами багатоекстремальної 

оптимізації. 

 

 

5.2 Онлайн метод для правдоподібної нечіткої кластеризації на 

основі еволюційної оптимізації котячої зграї 

 

Дослідження гібридного методу правдоподібної кластеризації на основі 

еволюційного алгоритму є однією з актуальних задач сучасного аналізу даних, 

що охоплює такі напрями, як кластеризація, обробка великих обсягів 
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інформації в пакетному та онлайн-режимах, а також застосування 

ймовірнісних підходів до моделювання складних структур даних.  

Ця задача є комплексною і передбачає інтеграцію методів машинного 

навчання та обчислювального інтелекту для створення адаптивного підходу 

до групування об’єктів у високорозмірному просторі даних. 

Основна мета дослідження полягає у розробці ефективного механізму 

знаходження глобальних екстремумів цільової функції правдоподібної 

нечіткої кластеризації, використовуючи модифікований еволюційний 

алгоритм. Такий підхід дозволяє підвищити точність кластеризації, 

забезпечити адаптивність методу до складних типів даних і зменшити 

ймовірність потрапляння у локальні мінімуми, що є суттєвою проблемою для 

традиційних підходів. 

Головною особливістю правдоподібного підходу до кластеризації є його 

орієнтація на максимізацію правдоподібності кластерів. На відміну від 

жорсткої кластеризації, де кожен об’єкт належить лише до одного кластера, 

нечітка кластеризація дозволяє об’єктам бути частково присутніми в різних 

групах із певними ступенями належності. Це особливо корисно в умовах 

реальних даних, які можуть містити невизначеність, шумові компоненти або 

складні нелінійні взаємозв’язки між спостереженнями.  

Правдоподібна кластеризація дозволяє будувати більш точні моделі 

реальних процесів, оскільки бере до уваги ймовірнісний розподіл об’єктів між 

групами, що покращує інтерпретованість та гнучкість отриманих результатів. 

Еволюційний алгоритм у розглянутій модифікації виступає як основний 

оптимізаційний механізм, що дозволяє знаходити глобальні екстремуми 

функції правдоподібності кластеризації. Традиційні методи кластеризації, такі 

як алгоритм k-середніх або ієрархічні методи, можуть демонструвати 

недостатню ефективність у випадках, коли дані мають складну структуру або 

містять значну кількість локальних мінімумів.  
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Еволюційний підхід, заснований на принципах природного відбору, 

схрещування та мутацій, дозволяє значно покращити пошукові 

характеристики алгоритму та уникнути проблеми передчасної конвергенції. 

Однією з ключових модифікацій у розглянутому еволюційному 

алгоритмі є поєднання класичних операцій (відбір, мутація, кросовер) із 

механізмами глобального випадкового пошуку. Все це забезпечує не лише 

ефективне уточнення знайдених рішень, але й можливість адаптації алгоритму 

до різних типів задач кластеризації.  

Динамічне регулювання параметрів, таких як ймовірності мутації та 

кросоверу, а також механізми контролю різноманітності популяції, 

дозволяють підтримувати баланс між глобальною експлорацією та локальною 

експлуатацією найкращих рішень. 

Важливим аспектом дослідження є можливість використання 

гібридного методу у двох основних режимах - пакетному та онлайн. У 

пакетному режимі вся сукупність даних доступна для обробки одразу, що 

дозволяє застосовувати стандартні методи оптимізації, такі як генетичні 

алгоритми або диференціальна еволюція.  

В онлайн-режимі нові дані надходять поступово, що потребує 

динамічного оновлення кластерної структури без необхідності повторного 

обчислення всіх параметрів моделі. Використання адаптивних еволюційних 

стратегій та механізмів самонавчання дозволяє розробленому підходу бути 

ефективним у реальних умовах із потоковими даними, що є важливим у таких 

сферах, як кібербезпека, аналіз поведінки користувачів або прогнозування 

динамічних систем. 

Таким чином, гібридний метод правдоподібної кластеризації на основі 

еволюційного алгоритму є перспективним підходом до обробки складних 

даних, що поєднує адаптивність, точність і здатність працювати в різних 

режимах. Подальші дослідження можуть бути спрямовані на вдосконалення 

механізмів налаштування параметрів еволюційного алгоритму, зокрема на 

розробку адаптивних стратегій регулювання операторів мутації та 
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схрещування, що забезпечить ще ефективніше розв’язання задач кластеризації 

у високорозмірних просторах. 

Цільова функція правдоподібної кластеризації має вигляд (2.21) за 

наявності обмежень (2.22).  

Пакетний метод правдоподібної нечіткої кластеризації має вигляд (2.25), 

або його рекурентна версія може бути записана у формі (2.26) та (2.27), що 

дозволяє вирішувати задачу нечіткої кластеризації в онлайн-режимі. 

Для знаходження глобального екстремуму (2.21) доцільно 

використовувати так звані еволюційні алгоритми оптимізації роїв частинок, 

серед яких є методи котячої зграї [192-208], які виявилися ефективними при 

вирішенні широкого кола завдань інтелектуального аналізу даних.  

В рамках цього підходу оптимізація котячої зграї передбачає, що кожен 

кіт зграї може перебувати в одному з двох станів: режимі пошуку та режимі 

відстеження.  

В загальному випадку обидва режими для кожної із зграї котів можна 

описати процедурою рекурентної оптимізації: 

 
ˆ( 1) ( ) ( ( ) ( 1)) ( ( )) ( ),p p p p M pс с с с Goal c ξτ τ α τ τ η τ η τ+ = − − − − ∇ + Ξ      (5.7) 

 

де ( 1)pс τ +  - стан p -того кота в зграї на τ -ій ітерації пошуку,  

α  - параметр, що визначає інерційні властивості режиму трасування,  

η - крок пошуку,  

ˆ ( ( ))pGoal c τ∇  - градієнтна оцінка цільової функції (2.21) в околі точки ( )pс τ  

( )τΞ  - випадкова складова, яка вносить додаткові стохастичні рухи в процес 

трасування,  

ξη  - параметр, що задає амплітуду цих рухів. 
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Таким чином, кожен кіт може одночасно перебувати в режимах пошуку 

і відстеження і при достатній кількості котів в зграї забезпечується пошук 

глобального екстремуму. 

 

 

5.3 Метод глобальної оптимізації божевільної котячої зграї в задачі 

нечіткої кластеризації 

 

Для пошуку глобального екстремуму цільової функції нечіткої 

кластеризації пропонується використовувати модифікований метод 

оптимізації божевільної котячої зграї, синтезованого на основі 

оптимізаційного підходу котячої зграї [192-208] і методів глобального 

випадкового пошуку [215-217]. 

Ідея оптимізації на основі еволюційного алгоритму котячої зграї полягає 

в тому, що формується група-зграя «котів», кожен з яких рухається у напрямку 

або локального, або глобального екстремуму прийнятої цільової функції 

( )qGoal c . При цьому ця зграя складається з Q  осіб , 1,2,...,pcat p Q= , кожна з 

яких може перебувати в одному з двох можливих станів: режим пошуку (SM) 

локальних екстремумів і режим погоні (TM), що ставить собі за мету 

відшукання глобального екстремуму. SM, як правило, реалізується на основі 

градієнтного пошуку з малим параметром навчання і таким чином сканує 

локальний окіл кожного з котів, що знаходиться в цьому режимі.  

TM характеризується випадковими стрибками з великою амплітудою і 

ставить собі за мету «витягти» кота pcat  з локального екстремуму в разі його 

потрапляння туди.  

В загальному випадку стандартний метод котячої зграї може бути 

представлений у вигляді послідовності ітерацій: 
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CS1: випадковим чином створюється зграя з Q  котів pcat , кожен з яких 

є по суті n -вимірним вектором ( )0pс  в області визначення функції, що 

оптимізується, та оцінюється значення функції в цій точці ( )( )0pGoal c . 

CS2: вводиться параметр стану SPC, що приймає значення 0 або 1, за 

допомогою якого вихідна зграя розбивається випадковим чином на дві групи: 

якщо SPC = 1, то кіт знаходиться в режимі пошуку, якщо ж SPC = 0, то 

відповідний кіт знаходиться в режимі гонитви. 

CS3: коти з SPC = 1 починають пошук локального екстремуму, а коти з 

SPC = 0 запускаються в режим гонитви. 

CS4: оцінюються значення цільової функції для всіх котів і зберігаються 

всі (1)pc  з найменшими значеннями цієї функції, коти з найбільшим значенням 

( )( )1pGoal c  можуть бути видалені із зграї. 

CS5: повернення до CS1 з новими значеннями, тобто починається новий 

етап з оновленою популяцією. 

У загальному випадку обидва режими SM і TM реалізуються 

паралельно, при цьому SM фактично базується на основі покоординатного 

спуску, тобто в кожен конкретний момент може змінюватися тільки одна 

координата n -вимірного простору пошуку, що природно знижує швидкодію 

процедури. У режимі гонитви швидкості руху по кожній координаті також 

оцінюються незалежно одне від одної, що знову-таки знижує швидкодію. 

Для подолання цих недоліків в був запропонований рандомізований 

метод оптимізації на основі котячих зграй, що забезпечує підвищену 

швидкодію в порівнянні з відомою процедурою - прототипом.  

При цьому рух кота в режимі пошуку може бути описано за допомогою 

рекурентної процедури 

 

( ) ( ) ( )( )1 ,p p SM pc c Goal cτ τ η τ
∧

+ = − ∇  
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де ( )( )pGoal c τ
∧

∇  - оцінка градієнта функції, що оптимізується в точці ( )pc τ , 

одержувана або на основі пошуку з центральною пробою, або на основі 

випадкових проб (статистичний градієнт),  

SMη  - малий крок пошуку в просторі nA . 

Рух кота в режимі погоні описується методом, що є «гібридом» 

популярного методу оптимізації «важкої кульки» і випадкового пошуку 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1 ,p p p p TM pс с с с Goal cτ τ α τ τ η τ τ
∧

+ = − − − − ∇ + Ξ (5.8) 

 

де 0 1α< <  - параметр інерції режиму погоні,  

( )τΞ  - випадкове збурення, що вводить додаткове сканування простору 

пошуку. 

В [197, 199, 208, 222] для поліпшення процесу пошуку глобального 

екстремуму в режимі погоні в алгоритм руху кожної кішки додатково було 

введено «фактор божевільності», який описується набором випадкових 

параметрів і дозволяє здійснювати раптові стрибки, що змінюють траєкторію 

руху, шляхом варіювання характеристик сигналу збурення ( )τΞ .  

Для керування сигналом ( )τΞ  доцільно скористатися ідеєю 

«блукаючого» глобального пошуку [190], який довів свою ефективність при 

вирішенні багатоекстремальних задач.  

При цьому характеристики випадкового збурення змінюються 

відповідно до виразу: 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )21 1p pE w E w H kτ γ τ δ τ τ σΞ = Ξ − − − − + ,           (5.9) 

 

де γ  - параметр корекції характеристик збурення,  
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0 1δ≤ ≤  - параметр швидкості самонавчання типу параметра інерції 

 α  у (5.9),  
2σ  - дисперсія білого шуму ( )H τ . 

Таким чином весь процес оптимізації за допомогою підходу 

«божевільних котів» може бути описаний за допомогою рекурентних 

співвідношень (2.26), (2.27), (5.9), при цьому при 0α γ δ= = =  режим гонитви 

автоматично переходить в режим пошуку (рух по антиградієнту). 

 

 

5.4 Метод кластеризації масивів даних на основі комбінованої 

оптимізації функцій щільності розподілу та еволюційного методу котячих 

зграй 

 

Методи кластеризації відіграють ключову роль у сучасному аналізі 

даних, дозволяючи ефективно групувати об’єкти на основі схожості їхніх 

характеристик. Одним із перспективних напрямів у цій сфері є розробка 

комбінованих підходів, що об’єднують кілька стратегій оптимізації для 

досягнення більш точних і стійких результатів. Зокрема, метод кластеризації 

на основі комбінованої оптимізації функцій щільності розподілу та 

еволюційного методу є потужним інструментом для обробки складних 

структур даних, оскільки поєднує статистичні принципи аналізу розподілу 

об’єктів та механізми глобального пошуку оптимального розбиття. 

Основна ідея даного підходу ґрунтується на використанні функцій 

щільності ймовірності для оцінки концентрації об’єктів у просторі ознак, що 

дозволяє визначати оптимальну кількість кластерів та їхні межі. На відміну від 

класичних методів, таких як k-середніх або ієрархічна кластеризація, що 

базуються на жорстко визначених метриках відстані, підхід на основі 

щільності дає змогу ефективно працювати з нерівномірно розподіленими та 

нелінійно відокремлюваними кластерами. Це особливо важливо при аналізі 
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реальних масивів даних, де об’єкти можуть формувати складні взаємозв’язки 

та розподілятися неоднорідно у просторі. 

Процес кластеризації у запропонованому методі передбачає двоетапну 

процедуру оптимізації. На першому етапі здійснюється оцінка функції 

щільності розподілу об’єктів, що дозволяє виділити області з високою 

концентрацією точок і визначити потенційні центри кластерів. Цей підхід 

ґрунтується на методах ядерного оцінювання щільності (Kernel Density 

Estimation, KDE) або непараметричних статистичних моделях, які 

забезпечують адаптивний підхід до виявлення кластерних структур без 

потреби у попередньому визначенні кількості груп. 

Другий етап реалізується за допомогою еволюційного алгоритму, який 

використовується для глобального пошуку оптимального розбиття даних. 

Еволюційні методи, такі як генетичні алгоритми, диференціальна еволюція 

або алгоритми роїв частинок, дозволяють ефективно досліджувати простір 

можливих рішень та адаптивно коригувати параметри кластеризації. Зокрема, 

в цьому методі використовується підхід, де кожен потенційний розв’язок 

представлений у вигляді сукупності параметрів, що визначають структуру 

кластерів (координати центрів, радіуси або вагові коефіцієнти належності 

об’єктів до груп). Оцінка якості кожного рішення здійснюється на основі 

функції правдоподібності кластеризації, яка включає в себе щільнісні 

характеристики розподілу об’єктів та мінімізує внутрішньокластерну 

варіацію. 

Застосування еволюційних алгоритмів у такому контексті дає змогу 

уникати типових проблем традиційних методів, таких як потрапляння у 

локальні мінімуми або надмірна чутливість до початкових умов. За рахунок 

використання операторів схрещування, мутації та відбору, популяція рішень 

поступово покращується, наближаючись до оптимального розбиття. 

Важливим аспектом є також механізм підтримки різноманітності популяції, 

що запобігає передчасній конвергенції та дозволяє ефективніше знаходити 

глобальні екстремуми. 
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Ключовою перевагою комбінованого методу є його гнучкість та 

адаптивність до різних типів даних. На відміну від традиційних алгоритмів, 

що використовують фіксовані евклідові метрики або апріорно задану кількість 

кластерів, запропонований підхід дозволяє працювати з довільними 

розподілами та автоматично визначати оптимальні параметри групування. Це 

особливо корисно в задачах, де структура кластерів не є однорідною, як-от у 

фінансовому аналізі, біоінформатиці, аналізі соціальних мереж та 

комп’ютерному зорі. 

Попри значні переваги, метод кластеризації на основі комбінованої 

оптимізації функцій щільності та еволюційного алгоритму має певні виклики. 

По-перше, він є обчислювально затратним через необхідність багаторазового 

обчислення оцінок щільності та застосування ітеративних еволюційних 

операторів. Це може створювати обмеження при роботі з великими наборами 

даних або в режимі реального часу. По-друге, ефективність методу залежить 

від правильного налаштування параметрів, таких як ширина ядерної функції у 

KDE або ймовірності мутацій та кросоверу в еволюційному алгоритмі. 

Неправильний вибір цих параметрів може призвести до надмірної 

фрагментації кластерів або, навпаки, до їхнього об’єднання у недостатньо 

чітко виражені групи. 

Враховуючи ці особливості, подальші дослідження можуть бути 

спрямовані на розробку адаптивних стратегій налаштування параметрів, що 

ґрунтуються на принципах самонавчання та автоматичної корекції. 

Використання гібридних підходів, де еволюційні алгоритми поєднуються з 

нейронними мережами або байєсівськими моделями, може значно покращити 

продуктивність та точність методу. 

Таким чином, метод кластеризації на основі комбінованої оптимізації 

функцій щільності розподілу та еволюційного підходу є перспективним 

напрямом у сфері аналізу даних, що поєднує статистичні та обчислювальні 

підходи для досягнення високої точності та гнучкості. Він демонструє значну 

ефективність у задачах з нерівномірно розподіленими, нелінійно 
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відокремлюваними та високорозмірними даними, що робить його 

універсальним інструментом для широкого спектра прикладних досліджень. 

Вихідною інформацією для вирішення задачі кластеризації традиційно є 

масив векторів-спостережень { }(1), (2),..., ( ),..., ( ) ,Х х х х k х N=

{ }( ) ( ) ,n
iх k х k Х= ∈  при цьому дані попередньо відцентровано на гіперкуб 

(поліном) так, що { } 1 2

2,( ) ( ) .n n
i iх k х k Х ×= ∈  Така ситуація може виникати у 

випадку обробки масивів зображень. 

Основними поняттями, на яких базується DENCLUE є функція впливу, 

функція щільності та атрактори щільності, що за суттю є локальними 

екстремумами функції щільності. 

У загальному випадку функція впливу для будь-якого векторного 

спостереження ( )х •  з вихідного масиву Х  є ядерною дзвонуватою функцією 

( )( )хf х• , при цьому найбільш популярною є традиційна гаусівська функція 
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( )
2 2

( )( , ( ))( ) exp exp
2 2

х
G

х хd х хf х
σ σ

•
 − • •

= − = −       
                (5.10) 

 

де 2 ( , ( ))d х х •  - евклідова відстань,  

2σ  - параметр ширини функції впливу, завдяки простоті обчислення її 

похідних. 

У матричному випадку замість евклідової можна використати метрику 

Флобеніуса, при цьому функція впливу набуває вигляду 

 

( )( )2
( )

2 2

( ) ( )( , ( ))( ) exp exp ,
2 2

T
х

G
Tr х х х хd х хf х

σ σ
•

 − • − • •
= − = −       

  (5.11) 

 

де ( )Tr •  - символ сліду матриці. 
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Нескладно бачити, що (5.11) є узагальненням (5.10). 

На основі функцій впливу формується функція щільності розподілу 

даних у масиві Х  у вигляді 

 

( )
1

( ) , ( ) ,
N

х

k
f х f х х k

=

=∑                                      (5.12) 

що по суті є оцінкою Надарая - Ватсона. Нескладно бачити, що функція ( )хf х  

може приймати значення в інтервалі 

1 ( ) ,хf х N≤ ≤  

 

при цьому крайні значення з цього інтервалу приймаються, коли вибірка 

містить лише одне спостереження або усі N  спостережень співпадають, тобто 

існує лише один кластер - вироджена ситуація. 

Для знаходження 1m >  кластерів необхідно ввести у розгляд деякий 

поріг 1ξ > , що дозволяє формувати дійсно значущі кластери, відстежуючи 

аномальні спостереження та класи, що містять занадто мало даних. 

Власне процес формування кластерів пов’язаний з відшуканням усіх 

екстремумів функції щільності (5.12) за допомогою градієнтної процедури 

 

( )
( ) ( )

1
1

01

,
,   , 0,1,2,...; 1,2,..., ,

,

х l l
l l l

х l l

f х х
х х х х k l k N

f х х
η

−
−

−

∇
= + = = ∀ =

∇
(5.13) 

 

тобто кількість запусків алгоритму (5.13) визначається обсягом навчальної 

вибірки N . Зрозуміло, що при великих N  процес кластеризації - пошуку 

локальних екстремумів може потребувати дуже багато часу. Тому 

запропоновані модифікації DENCLUE пов’язані з пришвидшенням процесу 

пошуку локальних екстремумів (5.12) шляхом модифікації градієнтної 

процедури (5.13). 
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У випадку коли спостереження ( )х k  у вибірці ( )1 2Х n n∈ × - матрицями, 

нескладно ввести у розгляд матричний варіант процедури (5.13): 

 

( ) ( ) ( )( )
1

1 1 1 1 2, , , ,l l l х l х l хT lх х х х Tr х х х хη
−

− − − −= + Γ Γ Γ  

де ( ) ( )
1 2

1 2

1
1 ,

, .
х l

n nх l

i i

f х х
х х Х

х

−
×−

 ∂ Γ = ∈ ∂  
 

 

Процес градієнтної оптимізації закінчується відшуканням m  локальних 

екстремумів функції (5.12), при цьому чим менше значення ξ , тим більше 

кластерів може бути сформовано. 

Пришвидшити процес відшукання локальних екстремумів можна, 

використовуючи замість градієнтного пошуку методи еволюційної 

оптимізації, серед яких в якості достатньо ефективного, чисельно простого і 

швидкого можна відзначити, так званий, пошук на основі котячих зграй, що 

модифікований для вирішення задачі кластеризації. 

 

 

5.5 Адаптивна нечітка кластеризація викривлених даних на основі 

стратегії найближчого прототипу-центроїда з використанням 

еволюційних процедур 

 

Аналіз і обробка викривлених даних є однією з ключових проблем 

сучасного машинного навчання та інтелектуального аналізу даних. 

Викривлені дані можуть виникати внаслідок шуму, аномалій, нерівномірного 

розподілу або складних нелінійних залежностей, що ускладнює їх 

кластеризацію традиційними методами. Для вирішення цієї проблеми 

перспективним є застосування адаптивної нечіткої кластеризації, яка дозволяє 

гнучко моделювати невизначеність у даних та враховувати їхню неоднорідну 
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природу. Одним із ефективних підходів є стратегія кластеризації на основі 

найближчого прототипу-центроїда, що поєднується з еволюційними 

процедурами для оптимізації параметрів кластерної структури. 

Основна ідея такого підходу полягає у використанні нечіткої 

кластеризації, де кожен об’єкт даних не належить жорстко до одного кластера, 

а має певний ступінь приналежності до різних груп. Це дозволяє забезпечити 

більш реалістичну інтерпретацію кластерних структур, особливо у випадках, 

коли дані мають складні викривлені розподіли. Одним із найефективніших 

способів визначення кластерних центрів є стратегія найближчого прототипу-

центроїда, що передбачає поступове оновлення положення центрів кластерів 

на основі аналізу відстані між об’єктами та їхньої належності до кластерів. 

Однак, у випадку викривлених даних, де традиційні метрики відстані, 

такі як евклідова або мангеттенська, можуть бути неефективними, стратегія 

найближчого прототипу-центроїда має бути адаптована шляхом використання 

гнучких механізмів оптимізації. Для цього застосовуються еволюційні 

процедури, які забезпечують адаптивний пошук оптимального розташування 

центрів кластерів у багатовимірному просторі. Використання еволюційних 

алгоритмів дозволяє уникнути проблеми передчасної конвергенції та 

забезпечити більш точне розбиття даних, особливо у випадках, коли 

викривлення кластерів робить їхню форму нерегулярною або анізотропною. 

Еволюційні алгоритми, такі як генетичні алгоритми, диференціальна 

еволюція або ройові алгоритми, можуть ефективно використовуватися для 

налаштування параметрів нечіткої кластеризації. У цьому підході кожен 

потенційний набір кластерних центрів розглядається як особина популяції, а 

операції мутації, схрещування та відбору сприяють поступовому 

вдосконаленню кластерної структури. Функція пристосованості у такій 

системі зазвичай визначається на основі якості кластеризації, наприклад, за 

допомогою мінімізації сумарної внутрішньокластерної варіації або 

максимізації правдоподібності моделі. 
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Однією з головних проблем при кластеризації викривлених даних є 

вибір оптимального числа кластерів. У традиційних методах це число 

встановлюється апріорі, що може призвести до субоптимальних рішень. 

Використання еволюційного підходу дозволяє адаптивно визначати 

оптимальну кількість кластерів, аналізуючи зміну функції пристосованості 

при різних розмірах кластерної структури. Це робить підхід стійким до 

складних випадків, коли кластери можуть мати неоднорідну густину або 

перетинатися у просторі ознак. 

Важливим аспектом запропонованого методу є його здатність до роботи 

з високорозмірними даними. Оскільки традиційні методи кластеризації часто 

страждають від так званого "прокляття розмірності", де відстані між об’єктами 

стають менш інформативними, запропонована стратегія використовує 

адаптивні метрики відстані, які можуть коригуватися в процесі еволюційного 

пошуку. Це дозволяє ефективно аналізувати складні багатовимірні розподіли 

та забезпечувати високу точність кластеризації навіть у випадках, коли дані 

містять значну кількість корельованих ознак. 

Крім того, важливою перевагою такого підходу є його здатність 

працювати в динамічних умовах, тобто в умовах, коли нові дані надходять у 

реальному часі. Використання механізму еволюційної адаптації дозволяє 

оновлювати структуру кластерів без необхідності повного перерахунку всієї 

моделі, що робить цей метод придатним для застосування у потоковій 

кластеризації. Це є особливо актуальним для завдань кібербезпеки, аналізу 

поведінки користувачів, медичної діагностики та фінансового прогнозування, 

де необхідно обробляти великі обсяги даних в режимі реального часу. 

Попри численні переваги, адаптивна нечітка кластеризація на основі 

стратегії найближчого прототипу-центроїда та еволюційних процедур має 

певні виклики. Один із них полягає у виборі оптимальних параметрів 

еволюційного алгоритму, таких як ймовірність мутації, розмір популяції та 

кількість поколінь. Неправильне налаштування цих параметрів може 

призвести до збільшення часу обчислень або зниження точності кластеризації. 
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Крім того, обчислювальна складність такого підходу є вищою, ніж у 

традиційних методів, через необхідність багаторазового виконання 

еволюційних операцій. 

Отже, адаптивна нечітка кластеризація викривлених даних на основі 

стратегії найближчого прототипу-центроїда з використанням еволюційних 

процедур є потужним підходом, що забезпечує гнучкість, точність і 

адаптивність у розв’язанні задач групування складних даних. Поєднання 

методів правдоподібного оцінювання кластерної структури з глобальним 

пошуком оптимальних параметрів дозволяє значно підвищити ефективність 

кластеризації в умовах невизначеності, шуму та нелінійних розподілів. 

Подальші дослідження можуть бути зосереджені на оптимізації 

обчислювальної ефективності алгоритму, розробці гібридних стратегій 

адаптивного налаштування параметрів та застосуванні методів паралельних 

обчислень для обробки великих обсягів даних. 

Вихідною інформацією є дані, що представлені у вигляді ( )N n×  таблиці 

«об’єкт-властивість» яка містить інформацію про N  об’єктів, описаних у 

вигляді (1 )n×  векторів-ознак. Результатом кластеризації вихідних даних є 

розбиття початкової вибірки на m  класів з відповідним рівнем нечіткої 

належності ( )q kµ  k-того вектора-спостереження до q-го кластера, де 1 .q m≤ ≤

Вихідні дані заздалегідь нормуються в гіперкуб [ 1;1]n− . 

Стратегія найближчого прототипу-центроїда може бути розглянута в 

якості гібрида стратегії оптимального розширення та часткових відстаней і 

складається з послідовності кроків: 

1. Завдання початкових умов для роботи методу: 0β > , m , необхідної 

точності 0ε > , прототипів (центроїдів) кластерів qс , кількості епох 

1,2,...,Qτ = . 

2. Розрахунок рівнів належності: 
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3. Розрахунок центроїдів кластерів: 
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4.  Перевірка умов зупину: якщо ( 1) ( )   q qс с qτ τ ε+ − < ∀  або Qτ = , 

останов; інакше йти до кроку 5. 

5. Оцінка спотворених спостережень шляхом знаходження 

прототипу ( 1)
qс
τ +  найближчого до ( )а k  в сенсі часткової відстані [86] 
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тобто знаходження ( ) ( ){ }2 2( 1) ( 1) ( 1)

1arg min ( ), ,..., ( ),q mP Pq
c d х k c d х k cτ τ τ+ + +=  і заміна 

відсутніх спостережень ( )iх k  координатами ( 1) ( 1)( ) .i qiх k cτ τ+ +=  Далі йти до 

кроку 2. 

Далі можна записати стратегію найближчого прототипу у рекурентній 

формі [32, 123] 
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Можливісна стратегія найближчого прототипу-центроїда у загублених 

спостереженнях може бути записана у вигляді послідовності кроків: 

1. Завдання початкових умов для роботи методу: 0β > , m , необхідної 

точності 0ε > , прототипів (центроїдів) кластерів qc , кількість епох  

1,2,...,Qτ = . 

2. Розрахунок рівнів належності: 
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3. Розрахунок центроїдів кластерів: 
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4. Перевірка умов зупину: якщо ( 1) ( )   q qc c qτ τ ε+ − < ∀  або Qτ = , 

зупинитися; інакше перейти до кроку 5. 

5. Оцінка відсутніх спостережень шляхом знаходження прототипу ( 1)
qс
τ +  

найближчого до ( )с k  в сенсі часткової відстані  
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тобто знаходження ( ) ( ){ }2 2( 1) ( 1) ( 1)
1arg min ( ), ,..., ( ),q mP Pq

c d х k c d х k cτ τ τ+ + +=  і заміна 

відсутніх спостережень ( )iх k  координатами ( 1) ( 1)( ) .i qiх k cτ τ+ +=  

6. Розрахунок скалярного параметра відстані 
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7. Далі йти до кроку 2. 

Аналогічно імовірнісній адаптивній кластеризації на основі стратегії 

найближчого центроїда можна організувати процес можливісної кластеризації 

у вигляді [32, 124, 135] 
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Для знаходження локальних екстремумів у вихідних даних, що 

надходять на обробку методами адаптивної нечіткої кластеризації даних на 

основі стратегії найближчого прототипу-центроїду доцільно використовувати 

еволюційні алгоритми рою частинок [174-212]. Одним з найшвидших 

алгоритмів рою частинок є, так званий, алгоритм котячої зграї, який 

підтвердив свою ефективність у вирішенні широкого кола задач від 

елементарних завдань Data Mining до більш складних задач Dynamic Data 

Mining, Data Stream Mining, Big Data Mining, Web Mining, Text Mining тощо. 



231 
 

5.6 Апробація онлайн методу для правдоподібної нечіткої 

кластеризації на основі еволюційної оптимізації котячої зграї 

 

Онлайн-метод правдоподібної нечіткої кластеризації на основі 

еволюційної оптимізації котячого рою (OСrCSO) було виконано на 2 вибірках 

даних. Кластеризація вихідних даних за допомогою нечітких C-середніх, 

кластеризації даних адаптивного правдоподібного нечіткого методу, 

Густафсона-Кесселя та ОCrCSO. Результати кластеризації представлені в 

таблиці 5.1 

 

Таблиця 5.1 – Оцінка якості даних методів нечіткої кластеризації 

Методи кластеризації PC SC XB 

Нечіткі C-середніх 0,50 1,62 0,19 

Густафсона-Кесселя 0,27  1,66  1,62 

Адаптивна нечітка правдоподібна 
кластеризація даних 

0,26  1,22  0,01 

Онлайн-метод правдоподібної нечіткої 
кластеризації на основі еволюційної 
оптимізації котячого рою (OCrCSO) 

0,24 0,69 0,15 

 

Також було проведено порівняльний аналіз якості даних кластеризації 

за основними характеристиками рейтингів якості, такими як: коефіцієнт 

розподілу (PC), індекс розподілу (SC), індекс Се та Бені (XB) існуючих методів 

кластеризації та запропонованого методу. Як видно з результатів 

експериментів, запропонований алгоритм показує досить хороші результати 

якості кластеризації. 
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5.7 Апробація методу глобальної оптимізації божевільної котячої 

зграї в задачі нечіткої кластеризації 

 

Щоб перевірити ефективність та оцінити працездатність та 

спроможність якісно кластеризувати великі обсяги даних розробленого 

методу, а також довести його перевагу над аналогами, було проведено 

експериментальне дослідження за допомогою чотирьох різних навчальних 

вибірок, а саме Іриси, Рак, Вина та Скло [246-261]. 
 

В таблиці 5.2 наведено порівняльні результати показників ефективності 

таких алгоритмів, як PSO, CSO та запропонованого методу правдоподібної 

нечіткої кластеризація даних на основі еволюційного методу божевільних 

котів.  

 

Таблиця 5.2 - Порівняльні результати показників ефективності таких 

алгоритмів, як PSO, CSO 

Нав-
чальна 
вибірка 

MSE PSO CSO 
Правдоподібна нечітка 
кластеризація даних на 
основі еволюційного 
методу божевільних котів 

Іриси  
Найкраще 74 10−×  109 10−×  118,4 10−×  
Середнє 67 10−×  97,3 10−×  105,2 10−×  
Найгірше 51,2 10−×  99,3 10−×  109,6 10−×  

Рак 
Найкраще 71,3 10−×  108 10−×  118,5 10−×  
Середнє 67 10−×  94,4 10−×  117,6 10−×  
Найгірше 52,02 10−×  96,8 10−×  107,8 10−×  

Вина 
 

Найкраще 61,4 10−×  107 10−×  119,5 10−×  
Середнє 55 10−×  94 10−×  116,6 10−×  
Найгірше 52 10−×  96 10−×  106,8 10−×  

Скло 
Найкраще 72,5 10−×  107,9 10−×  118,7 10−×  
Середнє 66,9 10−×  95 10−×  117,7 10−×  
Найгірше 53 10−×  95,9 10−×  107,7 10−×  
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Аналізуючи та оцінюючи отримані результати експериментальних 

досліджень, можна зробити висновки, що запропонований метод 

правдоподібної нечіткої кластеризації даних на основі еволюційного методу 

божевільних котів забезпечує достатньо якісні результати кластеризації, що 

підтверджується експериментально.  

Аналізуючи Таблицю 5.2, можна сказати, що запропонований метод, 

демонструє найкраще рішення поставленої задачі, за рахунок використання 

теорії правдоподібності, нечіткої кластеризації та запропонованого методу 

глобальної оптимізації божевільної котячої зграї, а ефективність 

запропонованих методів на 7-8% краща, за відомі методи та алгоритми. 

 

 

5.8 Апробація методу кластеризації масивів даних на основі 

комбінованої оптимізації функцій щільності розподілу та еволюційного 

методу котячих зграй 

 

Дослідження методу кластеризації масивів даних на основі комбінованої 

оптимізації функцій щільності розподілу та еволюційного методу котячих 

зграй проводились на трьох навчальних вибірках: База спаму, Блоки сторінок, 

Іриси та Ecoli [261-266]. 

 

Таблиця 5.3 - Характеристики наборів даних 

Вибірка Кількість спостережень Кількість атрибутів 

База спаму 4601 57 

Блоки сторінок 5472 10 

Іриси 150 4 

Вина 178 13 

Ecoli 336 8 
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Якість роботи метода кластеризації даних на основі піків щільності 

розподілу даних та еволюційного методу котячих зграй (Proposed method - PM) 

перевірялась за допомогою основних оцінок якості кластеризації. Існує кілька 

метрик для оцінки якості кластеризації. Всі метрики, що використовуються 

для оцінки запропонованого методу базуються на так званому методі 

оцінювання за допомогою золотого стандарту(golden set).  

1. Метрика чистоти кластеризації (puritу - Pur). Для обчислення 

даного показника кожному кластеру присвоюється клас, з яким у кластера 

максимальне перекриття по привласненим об’єктам. Після присвоєння міток 

класів обчислюється правильність даної кластеризації як число об’єктів класу, 

з яким асоційований кластер, поділене на загальне число об'єктів в кластері. У 

цьому сенсі дана метрика схожа на показник точності класифікації. 

2. Метрика нормованої взаємної інформації (normalized mutual 

information - NMI). Дана метрика заснована на понятті ентропії. 

3. Коефіцієнт Ренда (rand index - RI). Даний підхід до оцінки якості 

кластеризації перегукується з методами оцінки якості алгоритмів класифікації. 

 

 
Рисунок 5.1 - Навчальна вибірка Page Blocks 
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Рисунок 5.2 - Навчальна вибірка Iris 

 

 
Рисунок 5.3 - Навчальна вибірка Spambase 
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Порівняльний аналіз проводився з відомими методами кластеризації 

даних, такими як FCM, DBSCAN та CLARA. 

Результати кластерного аналізу даних на вибірках Page block, Wine, Iris, 

Ecoli та Spambase, за показниками оцінки якості кластеризації наведено на 

рисунках нижче.  

На гістограмах продемонстровані результати кластерного аналізу за 

якими можна зробити висновок, що запропонований метод кластеризації 

даних на основі піків щільності розподілу даних та еволюційного методу 

котячих зграй дає оцінку кластеризації вище, ніж більш відомі методи 

кластеризації завдяки оптимізаційній процедурі еволюційного алгоритму.  

Крім аналізу якості кластеризації даних, потрібно оцінити швидкість 

роботи методу. Якість методу кластеризації повинна відповідати швидкості і 

простоти з точки зору математичних розрахунків.  

 

 

Рисунок 5.4 - Показники якості кластеризації вибірки Page Blocks 
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Рисунок 5.5 - Показники якості кластеризації вибірки База спаму 

 

 

 
Рисунок 5.6 - Показники якості кластеризації вибірки Іриси 
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Рисунок 5.7 - Показники якості кластеризації вибірки Вина 

 

 
Рисунок 5.8 - Показники якості кластеризації вибірки Ecoli 

 

Проведено аналіз методу кластеризації даних на основі піків щільності 

розподілу даних та еволюційного методу котячих зграй на 100 спостереженнях 

різних вибірок даних.  
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На рисунках, що представлені нижче наведений порівняльний результат 

швидкості роботи методів кластеризації. 

 

 
Рисунок 5.9 – Швидкість роботи FCM (в мсек.) 

 

 
Рисунок 5.10 - Швидкість роботи DBSCAN (в мсек.) 
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Рисунок 5.11 - Швидкість роботи CLARA (в мсек.) 

 

 
Рисунок 5.12 - Швидкість роботи PM (в мсек.) 

 

Аналізуючи результати отриманих експериментальних досліджень, що 

проводились на п’яти різної природи даних із вибірок UCI репозиторію та 
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порівняльного аналізу роботи методу кластеризації даних на основі піків 

щільності розподілу даних та еволюційного методу котячих зграй із методами 

кластеризації, що базуються як на класичному підході до кластеризації даних, 

так і більш екзотичних: DBSCAN та CLARA, що використовують аналіз 

щільності даних які підлягають кластеризації, запропонований метод 

демонструє достатньо високі результати.  

Основними перевагами запропонованого методу полягає в простоті 

математичних розрахунків, швидкості роботи з даними, незалежно від виду, 

розміру та якості вибірки, що аналізується. Порівняльний результат швидкості 

роботи методів кластеризації експериментальних досліджень наведений на 

графіках, які наочно демонструють швидкість роботи методів на різних 

вибірках. Слід відзначити точність роботи метода кластеризації даних на 

основі піків щільності розподілу даних та еволюційного методу котячих зграй 

та отриманих результатів кластеризації, що досягається за допомогою 

оптимізаційної процедури еволюційного алгоритму. Як видно із рисунків 4-8, 

показники якості кластеризації на різних вибірках запропонованого методу 

достатньо високий, незалежно від метрики, що використовуються для оцінки 

методів кластеризації. 

 

 

5.9 Апробація методу адаптивної нечіткої кластеризації 

викривлених даних на основі стратегії найближчого прототипу-центроїда 

з використанням еволюційних процедур 

 

Експериментальні дослідження запропонованого методу адаптивної 

нечіткої кластеризації викривлених пропусками та викидами даних на основі 

стратегії найближчого прототипу - центроїду з використанням еволюційних 

процедур було проведено на чотирьох різних вибірках даних, які були штучно 

пошкоджені викидами та пропусками. В Таблиці 5.4, наведено характеристики 

вибірок та кількість пошкоджених даних у відсотках (%). 
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Порівняльні експерименти запропонованого методу адаптивної нечіткої 

кластеризації викривлених пропусками та викидами даних на основі стратегії 

найближчого прототипу-центроїду з використанням еволюційних процедур 

проводились з більш відомими алгоритмами кластеризації такими як 

алгоритми k-середніх та k-прототипів та вимірялись за чотирма 

характеристиками: F-Measure, Rand Index, Jaccard Index і Ентропія. 

Усі ці чотири показники мають значення від 0 до 1. В F-Measure, Rand 

Index та Jaccard Index значення одиниці вказує що кластери даних абсолютно 

однакові, а збільшення значень цих показників свідчить на кращу 

продуктивність. 

 

Таблиця 5.4 - Характеристики вибірок та кількість пошкоджених даних 

у відсотках (%). 

Вибірка 
Кількість 
кластерів 

Кількість 
атрибутів 

Кількість 
спостережень 

Кількість 
викривлених даних 

(%) 

Hepatitis 2 19 155 10 

Cancer 2 9 683 50 

Stat Log Heart 2 13 270 25 

Post Operative 
Patient 

6 8 214 5 

 

В Таблицях 5.5, 5.6, 5.7 наведено результати порівняльної роботи 

відомих методів кластеризації даних із запропонованим методом адаптивної 

нечіткої кластеризації викривлених пропусками та викидами даних основі 

стратегії найближчого прототипу - центроїду з використанням еволюційних 

процедур (AFC_PCEP).  

Як видно із порівняльних таблиць, запропонований метод демонструє 

достатньо високі показники, незалежно від вибірки та якості даних на відміну 
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від більш відомих методів кластеризації даних, показник якого найближче до 

одиниці, що само по собі свідчить про високу якість кластеризації даних. 

 

Таблиця 5.5 - Порівняльні результати методів за характеристикою  

F-Measure 

Вибірка К-Means K-Prototype AFC_PCEP 

Hepatitis 0,75 0,86 0,88 

Cancer 0,75 0,84 0,86 

Stat Log Heart 0,77 0,88 0,89 

Post Operative Patient 0,78 0,87 0,88 

 

F-Measure (або F-score, F1-score) - це метрика оцінки якості кластеризації 

та класифікації, що поєднує точність (precision) і повноту (recall) у єдину 

числову характеристику. Ця метрика широко використовується для оцінки 

продуктивності алгоритмів машинного навчання, зокрема у випадках, коли 

важливо досягти балансу між правильністю класифікації та здатністю 

алгоритму виявляти всі релевантні об’єкти.  

За результатами порівняльного аналізу за показником F-Measure, який 

враховує як точність, так і повноту кластеризації, усі три методи 

демонструють суттєві відмінності в якості кластеризації для різних вибірок 

даних. Для набору даних «Hepatitis» метод K-Means отримав F-Measure 0,75, 

що є нижчим за значення 0,86 для методу K-Prototype і 0,88 для методу 

AFC_PCEP. Схожа ситуація спостерігається і для інших вибірок: для «Cancer» 

відповідні значення складають 0,75 (K-Means), 0,84 (K-Prototype) та 0,86 

(AFC_PCEP); для «Stat Log Heart» – 0,77, 0,88 і 0,89; а для «Post Operative 

Patient» – 0,78, 0,87 і 0,88. Таким чином, метод K-Means стабільно демонструє 

нижчі показники F-Measure, що свідчить про його менш ефективний поділ 

даних у порівнянні з іншими методами. 
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Методи K-Prototype і AFC_PCEP забезпечують значно кращу якість 

кластеризації, зокрема, метод AFC_PCEP майже завжди досягає найвищого 

значення F-Measure (від 0,86 до 0,89), що вказує на його здатність більш точно 

розподіляти дані між кластерами. Невеликі переваги AFC_PCEP над K-

Prototype (покращення на 0,02–0,03) можуть свідчити про додаткові механізми 

адаптації або інтеграції ознак, які дозволяють цьому методу краще 

враховувати особливості даних. Загалом, результати демонструють, що 

використання адаптивних підходів у кластеризації (AFC_PCEP) є доцільним, 

оскільки вони суттєво перевершують традиційний K-Means за показником F-

Measure, що є важливим критерієм для визначення якості кластерного 

розподілу даних. 

Таким чином, аналізуючи отримані результати за відповідною метрикою 

можна зробити висновок, що метод адаптивної нечіткої кластеризації 

викривлених даних на основі стратегії найближчого прототипу-центроїда з 

використанням еволюційних процедур (AFC_PCEP) в порівнянні з відомими 

методами кластеризації даних демонструє кращій результат розбиття даних на 

кластери.  

В таблиці 5.6 наведені порівняльні результати методів за 

характеристикою Rand Index. 

 

Таблиця 5.6 - Порівняльні результати методів за характеристикою  

Rand Index 

Вибірка К-Means K-Prototype AFC_PCEP 

Hepatitis 0,72 0,73 0,74 

Cancer 0,53 0,56 0,62 

Stat Log Heart 0,56 0,58 0,59 

Post Operative Patient 0,41 0,45 0,48 
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Rand Index (RI) - це міра подібності між двома методами кластеризації 

одного набору даних. Вона використовується для оцінки якості алгоритму 

кластеризації шляхом порівняння отриманих кластерів із еталонним 

(істинним) розбиттям. Rand Index належить до категорії показників зовнішньої 

оцінки кластеризації, оскільки передбачає знання еталонного розбиття (ground 

truth). 

Для вибірки Hepatitis значення Rand Index складають 0,72 для K-Means, 

0,73 для K-Prototype та 0,74 для AFC_PCEP. Незначна перевага AFC_PCEP 

(0,74) над іншими методами свідчить про трохи кращу здатність цього 

алгоритму точно відтворювати структуру даних. У вибірці Cancer різниця стає 

більш вираженою: K-Means досягає 0,53, K-Prototype – 0,56, а AFC_PCEP – 

0,62, що свідчить про значне покращення точності кластеризації при 

використанні AFC_PCEP. Для Stat Log Heart спостерігаються схожі тенденції 

– K-Means отримує 0,56, K-Prototype – 0,58, а AFC_PCEP – 0,59, тобто 

зростання значень є помірним. У випадку вибірки Post Operative Patient, яка 

має найнижчі абсолютні показники (K-Means – 0,41, K-Prototype – 0,45, 

AFC_PCEP – 0,48), перевага AFC_PCEP залишається, що свідчить про його 

здатність краще розділяти дані навіть при наявності складних або менш чітко 

виражених кластерів. 

Таким чином, аналіз даних за характеристикою Rand Index вказує на те, 

що метод AFC_PCEP забезпечує найвищу точність кластеризації на всіх 

розглянутих вибірках, демонструючи переваги у порівнянні з традиційними 

методами K-Means та K-Prototype. Найбільш помітна перевага AFC_PCEP 

спостерігається для вибірки Cancer (0,62 проти 0,53–0,56) та для Post Operative 

Patient (0,48 проти 0,41–0,45), що свідчить про ефективність адаптивного 

підходу для даних, де структура кластерів є більш складною або нечіткою. 
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Таблиця 5.7 - Порівняльні результати методів за характеристикою 

Jaccard Index 

Вибірка К-Means K-Prototype AFC_PCEP 

Hepatitis 0,62 0,63 0,65 

Cancer 0,45 0,46 0,48 

Stat Log Heart 0,54 0,56 0,71 

Post Operative Patient 0,33 0,35 0,38 

 

Наведена таблиця демонструє порівняльні результати трьох методів 

кластеризації – K-Means, K-Prototype та AFC_PCEP – за характеристикою 

Jaccard Index для вибірок даних «Hepatitis», «Cancer», «Stat Log Heart» та «Post 

Operative Patient». Jaccard Index вимірює ступінь відповідності між 

отриманими кластерами та еталонною класифікацією, причому вищі значення 

індексу свідчать про кращу якість кластеризації за критерієм подібності, 

оскільки відношення перетину до об’єднання кластерних розподілів є 

більшим. 

За вибіркою «Hepatitis» значення Jaccard Index складають 0,62 для K-

Means, 0,63 для K-Prototype та 0,65 для AFC_PCEP, що свідчить про поступове 

покращення якості кластеризації при переході від традиційних методів до 

адаптивного підходу. Схожа тенденція спостерігається для вибірки «Cancer», 

де показники становлять 0,45, 0,46 і 0,48 відповідно. Особливо виразну 

перевагу AFC_PCEP демонструє вибірка «Stat Log Heart», де індекс для цього 

методу досягає 0,71, що значно перевищує показники 0,54 (K-Means) та 0,56 

(K-Prototype). Для вибірки «Post Operative Patient» значення Jaccard Index 

також послідовно зростають від 0,33 (K-Means) до 0,35 (K-Prototype) і 0,38 

(AFC_PCEP). Загалом, результати таблиці свідчать про те, що адаптивний 

метод AFC_PCEP забезпечує більш точну класифікацію даних, відображену у 
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вищих значеннях Jaccard Index на всіх розглянутих вибірках, що підтверджує 

його переваги у порівнянні з традиційними підходами. 

 

Таблиця 5.8 - Порівняльні результати методів за ентропією 

Вибірка К-Means К-Prototype AFC_PCEP 

Hepatitis 0,52 0,52 0,52 

Cancer 0,45 0,43 0,45 

Stat Log Heart 0,45 0,44 0,43 

Post Operative Patient 0,42 0,41 0,40 

 

Наведена таблиця демонструє результати порівняльного аналізу трьох 

методів кластеризації – K-Means, K-Prototype та AFC_PCEP – за показником 

ентропії для вибірок даних «Hepatitis», «Cancer», «Stat Log Heart» та «Post 

Operative Patient». Ентропія в кластеризації відображає ступінь невизначеності 

розподілу об’єктів між кластерами: чим нижче значення, тим чіткіше 

сформовані кластери і тим менша неоднозначність при визначенні належності 

об’єктів до кластерів. 

Для вибірки «Hepatitis» усі три методи демонструють однакове значення 

ентропії – 0,52, що свідчить про еквівалентну якість кластеризації з точки зору 

визначеності кластерних структур. У вибірці «Cancer» спостерігається 

невелика перевага методу K-Prototype, який має значення ентропії 0,43, тоді як 

K-Means та AFC_PCEP отримують трохи вищі значення – 0,45. Аналогічна 

тенденція простежується для вибірки «Stat Log Heart»: тут AFC_PCEP 

демонструє найнижче значення ентропії – 0,43, порівняно з 0,44 для K-

Prototype та 0,45 для K-Means. У вибірці «Post Operative Patient» значення 

ентропії зменшуються – 0,40 для AFC_PCEP, 0,41 для K-Prototype і 0,42 для K-

Means. 

Таким чином, загальний аналіз показує, що всі розглянуті методи 

кластеризації працюють досить подібно за показником ентропії, проте 
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невеликі переваги AFC_PCEP, зокрема при вибірках «Stat Log Heart» і «Post 

Operative Patient», свідчать про його здатність формувати дещо більш 

визначені кластери. Це може бути важливим у тих випадках, коли критично 

необхідно мінімізувати невизначеність кластерного розподілу даних. 

 

 

5.10 Апробація методу кластеризації масивів даних на основі 

модифікованого методу сірого вовка  

 

Дослідження методу кластеризації масивів даних на основі покращеного 

методу сірого вовка (FGWO) проводились на двох багатоекстремальних 

функціях, наведених в Таблиці 1. 

Якість роботи запропонованого метода (FGWO) порівнювалось із 

декількома класичними алгоритмами кластеризації, еволюційними 

процедурами, а також модифікованими методами кластеризації на основі 

оптимізаційних процедур, а саме алгоритм оптимізації рою частинок (PSO), 

алгоритм зграї котів (CSO), класичний метод сірого вовка (GWO) та 

модифікованого методу кластеризації на основі зграї котів (FCSO). Для 

кожного метода, задано 30 агентів, що шукають оптимум в 

багатоекстремальній функції. Перш за все перевіримо роботу запропонованого 

метода з його модифікацією, тобто використання ваг для кожного вовка. 

 

Таблиця 5.14 - Тестові функції 

Назва  
функції Формула  Інтервал 

Растрігін  
2 2( ) 20

10cos(2π ) cos(2π )
f x x y

x y
= + + −

− +
 [ 5,12;5,12]−  
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Продовження таблиці 5.14 

Гріванг 

 

1 1( )
4000 4000

cos cos 1
1 2

f x x y

x x

= + −

   − +   
   

 [ 30;30]−  

 

Результат зміни ваг продемонстровано на Рисунку 5.12. Аналізючи 

отриманий графік залежності зміни ваг кожного вовка від кількості ітерацій, 

можна зробити висновок, що запропонований підхід є сприятливим для 

подальшого аналізу методу кластеризації масивів даних на основі 

покращеного алгоритму сірого вовка. 

На Рисунку 5.13 та Рисунку 5.14 показане графічне по-рівняння методів 

та їх збіжності за функціями Растригіна та Грінварга відповідно. 

 

 
Рисунок 5.13 – Залежність зміни ваги вовків від кількості ітерацій 
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Рисунок 5.13 - Криві збіжності для функції Растригіна 

 

 
Рисунок 5.14 - Криві збіжності для функції Грінванга 
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Аналізуючи результати отриманих експериментальних досліджень та 

порівняльного аналізу роботи методу кластеризації масивів даних на основі 

покращеного алгоритму сірого вовка із методами кластеризації, що базуються 

як на класичному підході до кластеризації даних, так і більш екзотичних, 

запропонований метод демонструє достатньо високі результати.  

Основними перевагами запропонованого методу полягає в простоті 

математичних розрахунків, швидкості роботи з даними, незалежно від виду, 

розміру та якості вибірки, що аналізується. Слід відзначити точність роботи 

метода кластеризації даних на основі покращеного алгоритму сірого та 

отриманих результатів кластеризації, що досягається за допомогою 

оптимізаційної процедури еволюційного алгоритму. 

 

 

5.11 Апробація методу правдоподібної нечіткої кластеризації на 

основі еволюційного підходу божевільних вовків в режимі онлайн 

 

Запропонований метод перевірено на відомій мультиекстремальній 

функції, такій як функція Еклі, представлена у формі (5.23), рисунок 5.15: 

 
2 2( ) 20exp( 0.2 0.5( )) exp(0.5cos(2 )) 20.f x x y y eπ= − − + − + +       (5.23) 

 

 
Рисунок 5.15 – Функція Еклі 
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Псевдокод запропонованого методу можна записати у вигляді 

наступних кроків, представлених у таблиці 5.15. 

 

Таблиця 5.15 – Псевдокод методу божевільних вовків 

Опис Псевдокод 

Параметри налаштування 

Вибірка даних 

Населення зграї 

Контрольний параметр 

Критерій зупинки 

Ініціалізація 
Початкові позиції домінантів сірих 

вовків 

Пошук 

Якщо це не є критерієм зупинки, то 

виконується розрахунок нового 

значення функції придатності 

Оновлення позиції 

Обмеження посад вовків 

Оновити α, β і δ 

Оновити критерії зупинки 

Кінець 

 

Поведінку методу божевільних вовків можна перевірити на 

мультиекстремальній функції Еклі. Історія пошуку глобального екстремуму 

наведена на рисунку 5.15. 
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Рисунок 5.15 - Історія пошуку глобального екстремуму 

 

Аналізи проводилися на 100 ітераціях. На рисунку 5.16 

продемонстровано історію пошуку глобального екстремуму запропонованої 

функції (a), траєкторію першої змінної першого вовка (b), історію 

пристосованості всіх вовків (c) та параметр А (d). Для подальшої перевірки 

точності пошуку методу божевільних вовків (CGWO) з алгоритмами GWO та 

PSO. 

Два методи ройового інтелекту (метод PSO та метод GWO) вибрано для 

проведення симуляційних контрастних експериментів із запропонованим 

CGWO, щоб перевірити його перевагу щодо швидкості конвергенції та 

точності пошуку. Результати збіжності моделювання на прийнятих функціях 

тестування показані на рисунку 5.16. 
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Таблиця 5.16 - Результати чисельної статистики 

Точність CGWO GWO PSO 

Краща 1,5099e − 017 7,5495e − 013 0,0035 

Cередня 1,2204e − 016 1,0048e − 012 0,0055 

Гірша 2,2204e − 014 1,4655e − 013 0,0082 

 

Наведена таблиця демонструє результати чисельної статистики для 

трьох оптимізаційних алгоритмів, що оцінюються за показником «Точність». 

Значення наведені для трьох категорій – «Краща» (найкращий результат), 

«Середня» (середнє значення) та «Гірша» (найгірший результат) – що дозволяє 

оцінити стабільність та ефективність кожного алгоритму. 

За отриманими даними, алгоритм CGWO демонструє надзвичайно 

високий рівень точності: його найкращий результат становить 1,51×10⁻¹⁷, 

середнє значення – 1,22×10⁻¹⁶, а найгірший – 2,22×10⁻¹⁴. Ці наднизькі значення 

свідчать про майже ідеальну здатність алгоритму знаходити оптимальне 

рішення та мінімізувати похибку, що може бути пов’язано з використанням 

хаотичних механізмів для покращення пошуку у просторі рішень. 

Алгоритм GWO показує результати в порядку 10⁻¹³–10⁻¹²: найкращий 

результат – 7,55×10⁻¹³, середнє значення – 1,00×10⁻¹², а найгірший – 1,47×10⁻¹³ 

(хоча варто відзначити, що представлення «Гірша» для GWO виглядає дещо 

неконсистентним, оскільки значення 1,47×10⁻¹³ менше за найкращий 

результат; однак загальний масштаб характеристик залишається в межах 

10⁻¹³–10⁻¹²). Незважаючи на цю неузгодженість, результати GWO все ж 

знаходяться на значно вищому рівні похибки, ніж для CGWO. 

Алгоритм PSO демонструє значно вищі значення помилки: найкращий 

результат складає 0,0035, середнє – 0,0055, а найгірший – 0,0082, що говорить 
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про точність порядку 10⁻³. Ці значення перевищують результати як CGWO, так 

і GWO на багато порядків. 

Таким чином, порівняльний аналіз показників точності свідчить про те, 

що алгоритм CGWO є найточнішим та найбільш стабільним з-поміж 

розглянутих методів, досягаючи результатів з похибкою в межах 10⁻¹⁷–10⁻¹⁴, 

що суттєво перевищує точність GWO (10⁻¹³–10⁻¹²) і, особливо, PSO (10⁻³). 

Різниця в порядках величин підкреслює переваги CGWO як засобу 

оптимізації, здатного досягати значно нижчих значень функції помилки, що є 

критично важливим для завдань з високими вимогами до точності. 

Запропонований метод виключає можливість «застрягання» в локальних 

екстремумах шляхом подвійної перевірки знаходження домінантного вовка в 

екстремумі та, порівняно із заданою похибкою розрахунку, дозволяє 

зменшити кількість запусків процедур. 

 

 
Рисунок 5.16 - Функція Еклі кривих збіжності 

 

Особливістю запропонованої модифікованої процедури оптимізації є 

можливість керування випадковими збуреннями, що визначають властивості 
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модифікованого випадкового блукання, що підтвердило свою ефективність 

при розв’язуванні багатоекстремальних задач. Підхід досить швидкий та 

точніший на 5-7% за відомі методи, дозволяє знаходити глобальні екстремуми 

складних функцій, що підтверджено результатами експериментальних 

досліджень. 

 

 

5.12  Висновок до розділу 5 

 

1. Вирішено задачу розробки гібридних еволюційних методів 

нечіткої кластеризації масивів даних, які здатні ефективно справлятися з 

багатокомпонентними, складними просторами пошуку та мінімізувати 

залежність від початкових умов.  

2. Уперше запропоновано метод нечіткої кластеризації масивів 

даних на основі комбінованої оптимізації функцій щільності розподілу та 

еволюційного методу котячих зграй, що дозволяє уникнути застрягання в 

локальних екстремумах.  

3. Уперше запропоновано підходи до вирішення 

багатоекстремальної задачі правдоподібної нечіткої кластеризації на основі 

модифікованих оптимізаційних процедур божевільної котячої зграї та зграї 

сірих вовків, що дозволяє скоротити час вирішення задачі. 

4. Уперше запропоновано підхід до вирішення задачі адаптивної 

нечіткої кластеризації викривлених пропусками та викидами даних на основі 

стратегії найближчого прототипу-центроїду з використанням еволюційних 

процедур, що дозволяє підвищити завадостійкість процесу оптимізації.  

5. Проведені експериментальні дослідження підтверджують, що 

запропоновані методи підвищили швидкість роботи методів нечіткої 

кластеризації потоків даних різної природи за умов викривленої інформації. 

Результати розділу 5 відображено у публікаціях [1, 4, 5, 8-10, 12, 13, 15, 

17-20, 22, 24, 27, 29,3 35, 39, 40] (Додаток А). 
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РОЗДІЛ 6 

РОЗВ’ЯЗАННЯ ПРАКТИЧНИХ ЗАДАЧ 

 

 

Запропоновані у розділах 2-5 підходи та методи еволюційного 

самонавчання для адаптивної нечіткої кластеризації потоків викривлених 

даних в онлайн режимі за умов апріорної та поточної невизначеності, дають 

можливість підвищити ефективність методів нечіткої кластеризації даних, 

коли дані надходять в онлайн режимі. В порівнянні з класичними методами 

кластеризації (K-means, FCM), розроблені адаптивні методи нечіткої 

кластеризації з використанням еволюційного самонавчання забезпечують 

точність визначення кількості класів (кластерів) в умовах дефіциту апріорної 

інформації. Запропоновані методи нечіткої кластеризації на основі щільностей 

обробки потоків даних, в порівнянні з методами на основі щільностей 

(DBSCAN, OPTICS, DENCLUE) є більш точними та швидкими.  

Розроблені адаптивні методи нечіткої кластеризації працездатні як в 

пакетному так і в онлайн режимах та здатні працювати на вибірках, що 

змінюють розмірність та форму кластерів; дозволяють обробляти великі 

обсяги даних, що можуть подаватись на обробку послідовно у формі потоків 

даних, ефективно працювати за умов суттєвої невизначеності, стохастичності, 

нелінійності, апріорної невизначеності, нестаціонарності та є найбільш 

пристосованими для вирішення задач Data Mining та Data Stream Mining, 

завдяки своїм універсальним апроксимуючим властивостям, здатності до 

самонавчання.  

Результати дисертаційної роботи можуть бути використані для 

розв’язання широкого класу прикладних задач і, перш за все, задач Data 

Mining, Data Stream Mining, Big Data Mining та Medical Data Mining, 

кластеризації, прогнозування, діагностування, прийняття рішень, керування, 

класифікації за умов дефіциту апріорної інформації. 
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6.1 Розв’язання задачі підвищення врожайності озимої пшениці за 

допомогою методу нечіткої правдоподібної кластеризації даних на основі 

аналізу щільності розподілу даних та їх піків 

 

Розглядалось питання підвищення врожайності сільськогосподарських 

культур в сучасний час, що є надзвичайно актуальним. Результативні 

управлінські вирішення для збільшення цього показника виникають внаслідок 

аналізу, прогнозування, оптимізації, економічного обґрунтування та вибору 

оптимальної стратегії із численних варіантів [275-278]. 

В умовах невизначеності зовнішнього середовища важливо мати 

ефективний механізм прогнозування врожайності, оскільки збільшується 

потреба у точних прогнозах. Метою створення прогнозу є зменшення рівня 

невизначеності, в межах якого приймаються важливі управлінські рішення. 

Аналізувались дані про врожайність у ТОВ НАУКОВО-ВИРОБНИЧІЙ 

ФІРМІ «ХЕЛП-АГРО» з 2012 року по 2022 рік. Дані за відповідні роки за 

гідрометеорологічними умовами у Близнюківському районі Харківської 

області отримані із сайтів http://meteo.gov.ua та https://www.gismeteo.ua. 

Гідрометеорологічні фактори, які найбільше впливають на врожайність 

озимої пшениці, включають кількість опадів, температуру повітря та кількість 

сонячних днів [279-281].  

На рисунках 6.1 і 6.2 наведені криві врожайності озимої пшениці у ТОВ 

НАУКОВО-ВИРОБНИЧІЙ ФІРМІ «ХЕЛП-АГРО» та криві вісьмох 

гідрометеорологічних умов у Близнюківському районі Харківської області. З 

графіків можна чітко спостерігати зв’язки між врожайністю та розглянутими 

гідрометеорологічними факторами. 
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Рисунок 6.1 – Врожайність озимої пшениці ц/га 

 

В таблиці 6.1 наведено дані про рівень врожайності озимої пшениці ТОВ 

НАУКОВО-ВИРОБНИЧІЙ ФІРМІ «ХЕЛП-АГРО» в залежності від 

гідрометеорологічних умов у Близнюківському районі Харківської області. 

Отже, розглянемо наступні гідрометеорологічні фактори: 

середньомісячна кількість опадів у травні; середньомісячна кількість опадів у 

червні; середньомісячна температура повітря у квітні; середньомісячна 

температура повітря у червні; середньомісячна температура повітря у травні; 

середньомісячна температура повітря у липні; кількість сонячних днів у січні; 

кількість сонячних днів у квітні. 
 

 
Рисунок 6.2 – Гідрометеорологічні умови в Близнюківському районі 

Харківської області з 2012 по 2022 роки 
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Зробимо аналіз таблиці 6.1 за допомогою методу нечіткої довірчої 

кластеризації даних на основі аналізу щільності розподілу даних та їх піків. 

Якщо взяти за цільову функцію врожайність озимої пшениці, яка прагне до 

максимуму, в залежності від гідрометеорологічних показників та обмежень у 

вигляді кількості сонячних днів, можна спрогнозувати врожайність на 

наступний рік. 

 

Таблиця 6.1 – Рівень врожайності озимої пшениці в залежності від 

гідрометеорологічних умов 
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2012 35,20 9 45 23 62 24 27 61 2 10 

2013 44,50 17 67 18 68 23 25 62 8 9 

2014 42,8 15 42 19 54 26 25 55 11 10 

2015 40,10 14 47 21 57 29 30 57 4 4 

2016 37,23 13 53 22 60 20 27 59 4 12 

2017 40,31 18 53 23 63 26 30 62 7 23 

2018 52,86 15 57 25 69 27 25 65 3 19 

2019 43,17 13 61 24 98 21 26 78 7 19 

2020 36,64 13 63 20 66 22 25 64 6 10 

2021 42,10 16 56 19 69 24 27 65 4 12 

2022 42,20 13 58 19 53 23 29 55 6 13 

 


