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ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈßÕ
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Ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî íàèáîëåå èçâåñòíûõ è øèðî-
êî ðàçðàáàòûâàåìûõ ìåòîäîâ íîðìàëèçàöèè ïðîåêòèâ-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Äàíà êðèòè÷åñêàÿ îöåíêà ýòèõ
ìåòîäîâ è ðåçóëüòàòîâ èõ èñïîëüçîâàíèÿ, ïîä÷åðêíóòà
íåîáõîäèìîñòü íàéòè áîëåå ïðîñòîé è óíèâåðñàëüíûé
ìåòîä íîðìàëèçàöèè ãðóïïû ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåíû ìåòîäîëîãèÿ ðàçëîæåíèÿ
ãðóïïû ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà ïîäãðóïïû è
ïðèâåäåíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ îäíîãî èç
óêàçàííûõ ðàçëîæåíèé.

Ââåäåíèå
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñòðî ñòîèò ïðîáëåìà ðàçðàáîò-

êè óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
ïðèâåäåíèÿ ïîëó÷åííîãî â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ èçîá-
ðàæåíèÿ äâèæóùåãîñÿ èëè ñòàöèîíàðíîãî îáúåêòà ê
íåêîòîðîìó ýòàëîíó â öåëÿõ åãî äàëüíåéøåãî ðàñïîç-
íàâàíèÿ. Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì èçîáðàæåíèå
ïîäâåðãàåòñÿ ðàçëè÷íûì ãåîìåòðè÷åñêèì äåôîðìà-
öèÿì, íàèáîëåå àäåêâàòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé. Èç-çà ñëîæíîãî âèäà òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé è
íåâîçìîæíîñòè ìàøèííîé ðåàëèçàöèè ðàçðàáàòûâà-
åìûõ àëãîðèòìîâ âìåñòî äåâÿòèïàðàìåòðè÷åñêèõ
ïðîåêòèâíûõ èñêàæåíèé, êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâà-
þò òîëüêî àôôèííóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé, îïðå-
äåëÿåìóþ øåñòüþ ïàðàìåòðàìè. Òàêîé ïîäõîä íåäî-
ñòàòî÷íî ýôôåêòèâåí, à âûñîêàÿ äîëÿ îøèáêè â
ïðèáëèæåíèÿõ íå âñåãäà ïðèåìëåìà ïðè ðåøåíèè
ñîâðåìåííûõ çàäà÷ îòñëåæèâàíèÿ äâèæóùåãîñÿ îáúåê-
òà, ðîáîòèçàöèè ïðîöåññà ñáîðêè äåòàëåé èëè îáåñ-
ïå÷åíèÿ ïðîöåññà ñòûêîâêè ñàìîëåòîâ è êîñìè÷åñ-
êèõ êîðàáëåé. Òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòêà óíèâåðñàëüíîãî
àëãîðèòìà íîðìàëèçàöèè ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé, à òàêæå îñíîâíûõ ïîäãðóïï ïðîåêòèâíîé ãðóï-
ïû – îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è
ïðåîáðàçîâàíèé ïåðñïåêòèâû.

Â ïåðâîì è âòîðîì ðàçäåëàõ êðàòêî èçëîæåíû
íàèáîëåå èíòåðåñíûå èç èçâåñòíûõ íàì àëãîðèòìîâ
íîðìàëèçàöèè ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Èññëå-
äîâàíû ñëàáûå è ñèëüíûå ñòîðîíû àëãîðèòìîâ,
ïðèâåäåí àíàëèç ðåçóëüòàòîâ èõ ðàáîòû ñ òî÷êè
çðåíèÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì, óêàçàííûõ âûøå.

Òàê êàê àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è íîðìàëèçàöèè
ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äîëæåí áûòü óíèâåð-
ñàëüíûì è íåçàâèñèìûì îò âèäà ïðåîáðàçîâàíèé,
ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ïîñòîÿííûé ïîèñê
íîâûõ ïóòåé ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è. Ïîýòîìó â
òðåòüåì ðàçäåëå ïðåäëîæåíà ê ðàññìîòðåíèþ ðàçðà-
áîòàííàÿ àâòîðàìè ìåòîäîëîãèÿ ðàçëîæåíèÿ ïðîåê-
òèâíîé ãðóïïû íà ïîäãðóïïû ñ öåëüþ óïðîñòèòü âèä
ïðåîáðàçîâàíèé è èñïîëüçîâàòü óæå èçâåñòíûå ìåòî-
äû äëÿ èõ ïîñëåäîâàòåëüíîé íîðìàëèçàöèè. Äëÿ

íàãëÿäíîñòè ïðèâåäåíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòà-
öèÿ îäíîãî èç ðàçðàáîòàííûõ ðàçëîæåíèé.
1. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ñå÷åíèé ïðè íîðìàëèçàöèè
ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Òàê êàê ãðóïïû îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è
ïðåîáðàçîâàíèé ïåðñïåêòèâû êàê îñíîâíûå ïîäãðóïïû
ïðîåêòèâíîé ãðóïïû íàèáîëåå èíòåðåñíû ñ ïðàêòè÷åñ-
êîé òî÷êè çðåíèÿ, ìû èñïîëüçîâàëè èõ äëÿ èëëþñòðàöèè
ïîñòðîåíèÿ è ðàáîòû àëãîðèòìîâ íîðìàëèçàöèè.

Ïðè îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèÿõ ýòàëîííîå èçîáðàæåíèå Â0(õ1,õ2) è âõîäíîå
èçîáðàæåíèå Â(õ1,õ2) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
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ãäå ìàòðèöà À=(àij) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ÀÀt = Å;
Å – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Ââåäåì ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ õ1, õ2, õ3:
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Ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèåì ïî îäíî-
ðîäíîñòè â R3 ðàñïðåäåëåííîé ÿðêîñòè
Â0(õ1,õ2),Â(õ1,õ2). Èç ñîîòíîøåíèÿ (1) âèäíî, ÷òî

),()(0 AxHxH =                    (2)

ãäå õ=(õ1,õ2,õ3), ò.å. â R3  ôóíêöèè Í0 è Í ñâÿçàíû
ëèíåéíûì îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Äàëåå äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè
îáëàäàëè êàê Â0(õ1,õ2) è Â(õ1,õ2) ñâîéñòâîì ôèíèòíî-
ñòè, ìû ââîäèì íîâûå ôóíêöèè è çàìåíÿåì ñîîòíî-
øåíèå (2) àíàëîãè÷íûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ ôèíèò-
íûõ ôóíêöèé:
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Òàê êàê ìàòðèöà À – îðòîãîíàëüíàÿ, òî èç
ðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò
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Ïóñòü )ˆ,(),,,( 321 HF ωωωωω =  – ïðåîáðàçîâà-

íèå Ôóðüå ôóíêöèè )(ˆ xH  â R3. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ
ñîîòíîøåíèå (3), ïîëó÷àåì ñâÿçü ìåæäó ïðåîáðàçî-

âàíèåì Ôóðüå ôóíêöèé )(ˆи)(ˆ
0 xHxH :

).ˆ,()ˆ,( 0HAFHF t
ωω =                   (4)

 Ðàñêëàäûâàÿ öåëóþ ôóíêöèþ )ˆ,( HF ω  â ðàâíî-
ìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ïî îäíîðîäíûì ïîëèíîìàì,
ïåðåõîäèì îò óðàâíåíèÿ (4) ê ðàâåíñòâó îäíîðîäíûõ
ïîëèíîìîâ:
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Çàâèñèìîñòü ìåæäó ïîëèíîìîì (6) è ýòàëîíîì
Â0(õ1,õ2) ïðåäñòàâèìà â ÿâíîì âèäå:
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Ïóñòü âåêòîð )~,~,~(~
0302010 µµµµ = , à äëÿ âõîäíîãî

èçîáðàæåíèÿ )~,~,~(~
321 µµµµ = . Òîãäà

.~~
0µµ A=                        (7)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
À èñïîëüçóåì ìåòîä ñå÷åíèé [1], êîòîðûé çàêëþ÷à-
åòñÿ â àíàëèçå èçîáðàæåíèé â êàæäîé èõ òî÷êå,
îñíîâàííîì íà èõ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè,
è ïåðåõîäå îò èçîáðàæåíèé Â(õ1,õ2) ñ íåêîòîðûìè
çíà÷åíèÿìè ÿðêîñòè ê áèíàðíûì èçîáðàæåíèÿì
B j(õ1,õ2) ñ íóëåâûìè è åäèíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, íàáëþäàåòñÿ ëè j ÿðêîñòü â
òî÷êå. Çàäàâàÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ñå÷åíèé
èçîáðàæåíèé Â0(õ1,õ2) è Â(õ1,õ2), ïîëó÷àåì ïåðåîïðå-
äåëåííóþ ñèñòåìó

....,,1,~~ 0 mjA jj == µµ
Ìîæíî ïîêàçàòü [1], ÷òî ïðè äåéñòâèè ãðóïïû

SO2 îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â R3 íàèëó÷øåå
ïðèáëèæåíèå ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äî-
ñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå A=(UV)t, ãäå ìàòðèöû U è V
ñîñòàâëåíû èç îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ ìàòðèö WW t è W tW ñîîòâåòñòâåííî, à êâàä-
ðàòíàÿ ìàòðèöà òðåòüåãî ïîðÿäêà W èìååò âèä
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Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ñå÷åíèé
ïîçâîëÿåò ôîðìèðîâàòü ïåðåîïðåäåëåííóþ ëèíåé-
íóþ ñèñòåìó è íîðìàëèçîâûâàòü ðàçëè÷íûå ïîäãðóï-
ïû ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïóòåì íàõîæäåíèÿ
èñêîìîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû  À.

Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì äàííîãî ïîäõîäà ê íîðìà-
ëèçàöèè ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ åãî
íåóíèâåðñàëüíîñòü ïðè ðàáîòå ñ èçîáðàæåíèÿìè
ðàçëè÷íîé ÿðêîñòè. Ïåðåä èññëåäîâàòåëÿìè ïîñòîÿí-
íî ñòîèò âîïðîñ î âûáîðå íàèáîëåå ïîäõîäÿùåãî
ðàçáèåíèÿ íà ãðàäàöèè ÿðêîñòè, ò.å. çàïðîãðàììèðî-
âàííûé àëãîðèòì íåâîçìîæíî èñïîëüçîâàòü â àâòî-
íîìíîì ðåæèìå; ïðè íîðìàëèçàöèè âñåãäà äîëæåí
ïðèñóòñòâîâàòü îïåðàòîð, êîòîðûé ðåøàåò âîïðîñ î
âûáîðå êîëè÷åñòâà ñå÷åíèé.

Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì âûøå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
áîëåå íåçàâèñèìûé îò âèäà èçîáðàæåíèÿ ìåòîä íîð-
ìàëèçàöèè ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ êîíêîìèòàíòîâ.

2. Èñïîëüçîâàíèå êîíêîìèòàíòîâ ïðè ïîëó÷åíèè
îïåðàòîðîâ íîðìàëèçàöèè

Äàííàÿ òåîðèÿ îñíîâàíà íà ïîñòðîåíèè îïåðàòî-
ðîâ íîðìàëèçàöèè, ñâÿçàííûõ ñ áåñêîíå÷íîìåðíûì
ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé G â âèäå êâàäðàòíûõ ìàòðèö òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Ðàññìàòðèâàÿ ãðóïïó G1 êàê ïîäãðóïïó G è p1 —
ñóæåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ p íà ïîäãðóïïó G, ââåäåì
îïåðàòîð ÷àñòè÷íîé íîðìàëèçàöèè F1 ñî ìíîæåñòâîì
ýòàëîíîâ M1 è îïåðàòîð íîðìàëèçàöèè F0, ñâÿçàííûé
ñ ïðåäñòàâëåíèåì p1 è îïðåäåëåííûé â îáëàñòè,
ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ Ì1. Òàêèì îáðàçîì, îò çàäà÷è
íàõîæäåíèÿ èñõîäíîãî îïåðàòîðà íîðìàëèçàöèè F
ïðîåêòèâíîé ãðóïïû G ïóòåì åãî ðàçëîæåíèÿ â
ïðîèçâåäåíèå áîëåå ïðîñòûõ îïåðàòîðîâ ñäåëàí ïåðå-
õîä ê íàõîæäåíèþ îïåðàòîðîâ ÷àñòè÷íîé íîðìàëèçà-
öèè F0 è F1 (F= F0F1). Ñîâåðøàÿ ïîäîáíûå ïåðåõîäû
îò G ê G1, îò G1 ê G2 è ò.ä., ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ áîëåå
ïðîñòîé çàäà÷åé äëÿ íàõîæäåíèÿ îïåðàòîðîâ ÷àñòè÷-
íîé íîðìàëèçàöèè.

Äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà íîð-
ìàëèçàöèè îñóùåñòâèì ïåðåõîä ê êîíå÷íîìåðíûì
ïðåäñòàâëåíèÿì. ×òîáû èõ ïîñòðîèòü, ââåäåì â
ðàññìîòðåíèå ïîëèíîìèàëüíûå êîíêîìèòàíòû ãðóï-

ïû. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè BBBF ))(~(:~ ϕρ→  – îïåðàòîð
÷àñòè÷íîé íîðìàëèçàöèè, ñâÿçàííûé ñ ïðåäñòàâëå-
íèåì )(gρ  ãðóïïû G, è )()(: ggj ρπ →  – êîíêîìè-
òàíò ãðóïïû G, òî

BjBBF ))(~(: ϕπ→                  (8)

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ÷àñòè÷íîé íîðìàëèçàöèè, ñâÿ-
çàííûì ñ ïðåäñòàâëåíèåì )(gπ .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî )(gρ – êîíå÷íîìåðíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ãðóïïû G è G1 – åå ïîäãðóïïà. Äîêàçàíî, ÷òî
äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïåðàòîðà ÷àñòè÷íîé íîðìàëèçàöèè
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

Â, äëÿ êîòîðîãî ïîäãðóïïà }{ BBgGgBG =∈= )(:)( ρ
ñîïðÿæåíà ñ îäíîé èç ïîäãðóïï ãðóïïû G1, îáëàäàëî
íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ.

Îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòàõ, èçëîæåííûõ â [4],
ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî â êà÷åñòâå G1 ñëåäóåò áðàòü
ìàêñèìàëüíî ðàçðåøèìóþ, ìàêñèìàëüíî êîìïàêò-
íóþ ëèáî ìàêñèìàëüíî êîììóòàòèâíóþ êîìïàêòíóþ
ñîáñòâåííóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû G.

Çàäà÷à îòûñêàíèÿ îïåðàòîðîâ ÷àñòè÷íîé íîðìà-
ëèçàöèè ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïîëèíîìèàëüíûõ
êîíêîìèòàíòîâ, êîòîðûå ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ
èçâåñòíîé â òåîðèè èíâàðèàíòîâ [2] êîíñòðóêöèè. Ñ
ïîìîùüþ ïðèâåäåííîé â [3] ñõåìû äîêàçàíî, ÷òî
çàäà÷à îòûñêàíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ êîíêîìèòàíòîâ
ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ïðèâîäèìîñòè ñèììåòðè-
÷åñêèõ òåíçîðíûõ ñòåïåíåé ïðåäñòàâëåíèÿ p.

Ïðèâåäåííàÿ òåîðèÿ íàãëÿäíî äîêàçûâàåò, ÷òî
çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà íîðìàëèçàöèè íàèáîëåå
ïðîñòà äëÿ òàêèõ ãðóïï G, äëÿ êîòîðûõ ëåãêî
îòûñêèâàþòñÿ èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà êî-
íå÷íîé êîðàçìåðíîñòè. Òàêèìè ÿâëÿþòñÿ ðàçðåøè-
ìûå è êîìïàêòíûå ãðóïïû.

Ñëîæíîñòü äàííîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â âûñî-
êîé òðóäîåìêîñòè àïïàðàòíîé ðåàëèçàöèè.

Èñõîäÿ èç íàøåãî îïûòà íîðìàëèçàöèè ãðóïïû
àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîãäà ïîëíàÿ ãðóïïà
ðàñêëàäûâàëàñü íà ïîäãðóïïû, êîòîðûå â ñâîþ î÷å-
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ðåäü íîðìàëèçîâûâàëèñü ïîñëåäîâàòåëüíî, ìû ïðåä-
ïîëîæèëè, ÷òî âîçìîæíû òàêèå ðàçëîæåíèÿ ãðóïïû
ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà ïîäãðóïïû, êîòî-
ðûå ïîçâîëÿò óïðîñòèòü ïðîöåäóðó íîðìàëèçàöèè.
Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì ïðåäïîëîæåíèè, ìû ðàçðàáî-
òàëè ìåòîä íîðìàëèçàöèè ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ãðóïïû íà ïîäãðóïïû è èõ
äàëüíåéøåé ïîñëåäîâàòåëüíîé íîðìàëèçàöèè.
3. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîé íîðìàëèçàöèè
ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Àíàëèçèðóÿ ïðèðîäó ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê
àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ïëîñêîñòè ïðè èçìå-
íåíèè åå ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå. Ïðè òàêîì
ïðåäñòàâëåíèè ëþáûå èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ èçîáðà-
æåíèÿ ìîæíî îïèñàòü êàê ïîâîðîò èñõîäíîé ïëîñêî-
ñòè íà íåêîòîðûé óãîë q îòíîñèòåëüíî ëþáîé óäîáíî
âûáðàííîé ïðÿìîé (íàïðèìåð, ïðÿìîé, ëåæàùåé â
ïëîñêîñòè XOY), åå ñìåùåíèÿ íà íåêîòîðîå ðàññòîÿ-
íèå h â íàïðàâëåíèè íîðìàëè ïëîñêîñòè ïîëÿ çðåíèÿ.
Âñå îñòàëüíûå èçìåíåíèÿ ìîæíî îïèñàòü àôôèííû-
ìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ èç-
ìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ òî÷åê èçîáðàæåíèÿ ïðè ïîâî-
ðîòå ïëîñêîñòè (ðèñ. 1):

D2 (n2(0,cosθ,sinθ))

(x1,z1)

f           d

(x1,d,z1)

y

x

 z

    0

l1

l2

(x2,z2)

(x2,y2,z2)

 θ

     D0                             D1 (n1(0,1,0))

Ðèñ.1. Ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè ïîâîðîòå
ïëîñêîñòè èçîáðàæåíèÿ íà óãîë θ: XOYZ – ñèñòåìà

êîîðäèíàò, ñâÿçàííàÿ ñ âèäåîäàò÷èêîì; f –  ôîêóñíîå
ðàññòîÿíèå äàò÷èêà; D0 – ïëîñêîñòü ïîëÿ çðåíèÿ

äàò÷èêà; d – ðàññòîÿíèå îò äàò÷èêà äî èñõîäíîé ïëîñ-
êîñòè èçîáðàæåíèÿ D1;  íîðìàëè ê ïëîñêîñòÿì D0  è D1
èìåþò âèä n1(0,1,0); D2 – ïëîñêîñòü èçîáðàæåíèÿ ïîñëå
ïîâîðîòà íà óãîë q, èìåþùàÿ íîðìàëü n2(0,cosq,sinθ)

Èç ðèñ.1. âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ïîëÿ
çðåíèÿ D0 èìååò âèä Y-f=0, óðàâíåíèå ïëîñêîñòè D1
èìååò âèä Y-d=0, à òî÷êà èçîáðàæåíèÿ (x1,d,z1) ïîñëå
ïîâîðîòà ïëîñêîñòè ïåðåõîäèò â òî÷êó ñ êîîðäèíà-
òàìè (õ2,y2,z2), ãäå x2=x1, y2=d-z1sinq, z2=z1cosq.

Êîîðäèíàòû (õ1,z1) òî÷êè èçîáðàæåíèÿ â ïîëå
çðåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé ðåàëüíîé òî÷êå èçîáðàæå-
íèÿ (õ1,d,z1) äî ïîâîðîòà ïëîñêîñòè îáúåêòà, íàõîäèì
êàê êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè ïîëÿ
çðåíèÿ D0  ñ ïðÿìîé l1, êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò âèäåîäàò-
÷èê ñ òî÷êîé (õ1,d,z1) è çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
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Àíàëîãè÷íî òî÷êó èçîáðàæåíèÿ â ïîëå çðåíèÿ
(õ2,z2), ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êå èçîáðàæåíèÿ (õ2,y2,z2)
ïîñëå ïîâîðîòà ïëîñêîñòè îáúåêòà íà óãîë θ, èùåì
êàê òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè D0  ñ ïðÿìîé l2,
ñîåäèíÿþùåé âèäåîäàò÷èê ñ òî÷êîé èçîáðàæåíèÿ
(õ2,ó2,z2):
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Ïîñëå ïîâîðîòà ïëîñêîñòè D1 íà óãîë q  êîîðäèíàòû
ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè â ïîëå çðåíèÿ èçìåíÿòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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fzz
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Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî (9) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ïðîñòåéøåãî ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,
èìåíóåìîãî ïåðñïåêòèâîé:
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
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f
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òîãäà, ïîäñòàâèâ (11) â (9), ïîëó÷èì:
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Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå ïðîåêòèâíîå
ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìáèíàöèè
àôôèííûõ è ïðîñòåéøåãî ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

×òîáû ïîëó÷èòü ïîëíîå ðàçëîæåíèå ãðóïïû ïðî-
åêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ïðîèçâåäåíèå ãðóïï áî-
ëåå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé, íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü
óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïðåîáðàçîâàíèå èçîáðàæå-
íèÿ ïðè ñìåùåíèè åãî ïëîñêîñòè â íàïðàâëåíèè íîð-
ìàëè ê íåé. Äëÿ èçó÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðå-
òàöèè ñìåùåíèÿ ïëîñêîñòè èñïîëüçóåì ðèñ. 2.

Äàëåå, êàê è â ñëó÷àå ïîâîðîòà ïëîñêîñòè, êîòî-
ðûé áûë ðàññìîòðåí ðàíåå, êîîðäèíàòû (õ′′,z′′)  òî÷êè
èçîáðàæåíèÿ â ïîëå çðåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé ðåàëü-
íîé òî÷êå èçîáðàæåíèÿ (õ,d,z) äî ñìåùåíèÿ ïëîñêî-
ñòè îáúåêòà, íàõîäèì êàê êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå-
÷åíèÿ ïëîñêîñòè ïîëÿ çðåíèÿ D0  ñ ïðÿìîé l1:
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Íàõîäèì òî÷êó èçîáðàæåíèÿ â ïîëå çðåíèÿ (õ′′,z′′),
ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êå èçîáðàæåíèÿ (õ, d+h, z)
ïîñëå ñìåùåíèÿ ïëîñêîñòè îáúåêòà, êàê òî÷êó ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè D0  ñ ïðÿìîé l2, ñîåäèíÿþùåé
âèäåîäàò÷èê ñ òî÷êîé èçîáðàæåíèÿ (õ, d+h, z):
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Ïîñëå ñäâèãà ïëîñêîñòè èçîáðàæåíèÿ D1 íà ðàññòî-
ÿíèå h âäîëü îñè y êîîðäèíàòû ðàññìàòðèâàåìîé
òî÷êè â ïîëå çðåíèÿ èçìåíÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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              (13)

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äàþò âîçìîæíîñòü ãî-
âîðèòü î òîì, ÷òî ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæ-
íî ñ÷èòàòü êîìáèíèðîâàííûìè, ò.å. òàêèìè, êîòî-
ðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ áàçîâûõ ñìåùåíèé.

Çíà÷èò, ïðè íîðìàëèçàöèè ïðîåêòèâíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîöåäóðó ïîñëåäî-
âàòåëüíîé íîðìàëèçàöèè, êîãäà íà êàæäîì øàãå îíà
îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî îäíîé èç áàçîâûõ ãðóïï ïðå-
îáðàçîâàíèé.

(x′,z′)

f                 d         d+h

 (x,d,z)

  y

 x

 z

   0

l1

l2

(x′′,z′′)

(x,d+h,z)

h

   D0                            D1            D2

Ðèñ.2. Ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè ñìåùåíèè
ïëîñêîñòè èçîáðàæåíèÿ íà ðàññòîÿíèå h: XOYZ –

ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñâÿçàííàÿ ñ âèäåîäàò÷èêîì; f –
ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå äàò÷èêà; D0 – ïëîñêîñòü ïîëÿ
çðåíèÿ äàò÷èêà; d – ðàññòîÿíèå îò äàò÷èêà äî èñõîä-

íîé ïëîñêîñòè èçîáðàæåíèÿ D1; D2 – ïëîñêîñòü
èçîáðàæåíèÿ ïîñëå ñìåùåíèÿ íà ðàññòîÿíèå h

Îáîçíà÷èì ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé ïîâîðîòà
ïëîñêîñòè, îïèñûâàåìûõ ôîðìóëîé (9), êàê θsG , à
ïðåîáðàçîâàíèÿ, îïèñûâàåìûå â (13), íàçîâåì ãðóï-
ïîé ïðåîáðàçîâàíèé ñìåùåíèÿ ïëîñêîñòè è îáîçíà-
÷èì hG . Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ïðèâåäåííûå âûøå ðàñ-
ñóæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî ãðóïïó ïðîåêòèâíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè pG ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ahsp GGGG θ= ,                                 (14)

ãäå θsG – ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ïîâîðîòà ïëîñêî-

ñòè íà óãîë θ, îïèñûâàåìûõ ôîðìóëàìè (9); à hG –
ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ñìåùåíèÿ ïëîñêîñòè íà ðàñ-

ñòîÿíèå h, îïèñûâàåìûõ ôîðìóëàìè (13); aG  –
ãðóïïà àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé:
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Äëÿ äåìîíñòðàöèè ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ
ïîëó÷åííîãî ðàçëîæåíèÿ (14) ðàññìîòðèì â êà÷å-
ñòâå ïðèìåðà øåñòèïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðî-
åêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:
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(15)

где  α, β, γ – ôèêñèðîâàííûå ïàðàìåòðû; α1, ..., α6 –
ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàíèÿ. Êàê ïîêàçàíî â [1], ïðè-
âåäåííûå ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ñëåäñòâèåì àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ôèêñèðî-
âàííîé ïëîñêîñòè,  íîðìàëüíîå   óðàâíåíèå  êîòî-
ðîé   èìååò  âèä αx + βy + γz = H,  где Н – ðàññòîÿíèå
îò ïëîñêîñòè äî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ñîãëàñíî íàøåìó óòâåðæäåíèþ, ýòó ïëîñêîñòü
ïðè ëþáûõ ïàðàìåòðàõ  α, β, γ, Н ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê ïîâîðîò è ñìåùåíèå ïëîñêîñòè ïîëÿ çðåíèÿ äàò-
÷èêà. Ïðè ýòîì  ñìåùåíèå ïðîèñõîäèò âäîëü îñè ó
íà ðàññòîÿíèå h:

fHh −=
β ,                           (16)

à ïîâîðîò îñóùåñòâëÿåòñÿ íà óãîë  θ :

).(sin;cos
222

22

222
γ

γβα
γα

θ
γβα

βθ sign
++

+
=

++
=   (17)

Ïîâîðîò ïðîèñõîäèò îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé:





=
=++

.fy
Hzyx γβα

                     (18)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîâîðîò ïëîñêîñòè îñóùåñòâëÿëñÿ,
êàê îïèñàíî âûøå îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé z=0, y=f,
íóæíî â êà÷åñòâå èñõîäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,ñâÿ-
çàííîé ñ âèäåîäàò÷èêîì, âûáðàòü òàêóþ ñèñòåìó:

.
)()(

)()(

;

;
)()(

)()(

2222
1

1

2222
1

fH
x

fH
signfHzz

yy

fH
z

fH
signfHxx

βαγ
γ

βαγ
γβα

βαγ

γ

βαγ
γβα

−−−
−

−−−
−−=

=

−−−
+

−−−
−−=

Òàêèì îáðàçîì,  óêàçàííóþ ãðóïïó ïðîåêòèâ-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé èçîáðàæåíèÿ ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé èçîáðàæå-
íèÿ íà ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ áûëà ñìåùåíà íà ðàñ-
ñòîÿíèå h, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé (16), è ïîâåð-
íóòà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé (18) íà óãîë θ, îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëàìè (17).

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ðàçëîæåíèÿ (14) çàäà÷à íîð-
ìàëèçàöèè ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñóùåñòâåí-
íî óïðîùàåòñÿ, òàê êàê òåïåðü íåîáõîäèìî èñêàòü
íîðìàëèçàòîðû áîëåå ïðîñòûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâà-
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íèé ahs GGG и,θ . Íîðìàëèçàöèÿ àôôèííîé ãðóïïû

aG  óæå ðàññìîòðåíà â [1], âîçìîæíî ïîñòðîèòü è
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îáðàçîì, ðàçðàáîòàííàÿ òåîðèÿ ïîçâîëÿåò îñóùåñòâ-
ëÿòü ïðîöåäóðó íîðìàëèçàöèè ëþáûõ ïðîåêòèâíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé.
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ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ ÃÐÓÏÏÎÂÎÃÎ

ÊÎÍÒÐÎËß ÄËß

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

ÑÀÅÍÊÎ Â.È., ÊËÈÌÅÍÊÎ À.Â.

Ðàññìîòðåíû âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ïðîöåäóð êîíò-
ðîëÿ  ñîñòîÿíèÿ ýëåìåíòîâ â îðãàíèçàöèîííûõ èíôîð-
ìàöèîííûõ ñèñòåìàõ ñ àäìèíèñòðàòèâíûì óïðàâëåíèåì
ïðè  îáñëóæèâàíèè çàÿâîê. Ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñ-
êàÿ ìîäåëü ñâÿçè ýëåìåíòîâ ñèñòåìû, äèñöèïëèíû îá-
ñëóæèâàíèÿ è ïðîöåäóðû ãðóïïîâîãî êîíòðîëÿ îáñëó-
æèâàíèÿ çàÿâîê â ñèñòåìå.

Îäíà èç ïðîáëåì, ïðèñóòñòâóþùàÿ â îðãàíèçàöè-
îííûõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåìàõ ñ àäìèíèñòðàòèâ-
íûì óïðàâëåíèåì, – ñâîåâðåìåííàÿ îáðàáîòêà çàäà-
íèé, ïîñòóïàþùèõ èñïîëíèòåëÿì. Êà÷åñòâî îáðàáîò-
êè çàäàíèé îïðåäåëÿåò äåéñòâåííîñòü óïðàâëåíèÿ
âñåé ñèñòåìîé â öåëîì. Ñòåïåíü èõ îáðàáîòêè âî
ìíîãîì çàâèñèò îò õàðàêòåðèñòèê îáðàáàòûâàþùåãî
ýëåìåíòà, ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì ðàç-
ðàáîòêà ïðîöåäóð êîíòðîëÿ ñîñòîÿíèÿ çàäàíèé â
ñèñòåìå è ïðîöåäóðû ýìïèðè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ
õàðàêòåðèñòèê ýëåìåíòîâ. Òàêèå ïðîöåäóðû ñîñòàâ-
ëÿþò ÷àñòü êîìïëåêñíîé ïðîãðàììíîé ñèñòåìû ìî-
íèòîðèíãà ñîñòîÿíèÿ îðãàíèçàöèîííûõ îáúåêòîâ.
1. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû

Ýôôåêòèâíîñòü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îðãàíèçàöè-
îííîé èíôîðìàöèîííîé ñèñòåìû ñ àäìèíèñòðàòèâ-
íûì óïðàâëåíèåì â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëÿåòñÿ
ýôôåêòèâíîñòüþ ðåàëèçàöèè óïðàâëÿþùèõ âîçäåé-
ñòâèé [1]. Â ñâîþ î÷åðåäü óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ,
ÿâëÿþùèåñÿ ôàêòè÷åñêè ðàñïîðÿæåíèÿìè  è ïðèêà-
çàìè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàäàíèÿ äëÿ èñïîëíèòåëåé,
ïîýòîìó êà÷åñòâî îáðàáîòêè ýòèõ çàäàíèé îïðåäåëÿåò
êà÷åñòâî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ âñåé ñèñòåìû.

Ïóñòü ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ îïèñûâàåòñÿ ýëå-
ìåíòàìè èñòî÷íèêîâ, ãåíåðèðóþùèõ ñîîáùåíèÿ, è
ýëåìåíòàìè èñïîëíèòåëåé. Â îáùåì ñëó÷àå ïîòîê
èíôîðìàöèè ãåíåðèðóåòñÿ ìíîæåñòâîì (ãðóïïîé)
ýëåìåíòîâ èñòî÷íèêîâ è îáðàáàòûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì
ýëåìåíòîâ èñïîëíèòåëåé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ìíî-

ãîìåðíûõ, äèñêðåòíûõ  ìíîãîñâÿçíûõ ñèñòåì, ôóí-
êöèîíèðîâàíèå êîòîðûõ ñâîäèòñÿ ê îáðàáîòêå íå-
ïðåðûâíî-äèñêðåòíîãî èíôîðìàöèîííîãî ïîòîêà çà-
äàíèé â òå÷åíèå îïðåäåëåííîãî ïåðèîäà.

Ïðè âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà ÷àñòü çàäà-
íèé ëèáî îáðàáàòûâàåòñÿ ñ îïîçäàíèåì, ëèáî âîîáùå
íå îáðàáàòûâàåòñÿ. Óêàçàííûå ñáîè ïðèâîäÿò ê
íàðóøåíèþ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ âñåé ñèñòåìû â öå-
ëîì è ñâÿçàíû ñ ïðèñóòñòâèåì â íåé òàê íàçûâàåìûõ
“óçêèõ ìåñò”. Óçêèå ìåñòà – ýòî åäèíè÷íûå ýëåìåí-
òû èñïîëíèòåëåé, èìåþùèå ôàêòè÷åñêè íèçêèå õà-
ðàêòåðèñòèêè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè îáðàáîòêè çàäà-
íèé.  Îáíàðóæèòü ýòè ìåñòà â òåêóùèé ìîìåíò
âðåìåíè íåâîçìîæíî, òàê êàê îíè íåïîñòîÿííû âî
âðåìåíè è ìåíÿþòñÿ ïîýëåìåíòíî. Îäíàêî èõ óäàåòñÿ
âûÿâèòü ïóòåì êîíòðîëÿ  âñåõ ïîòîêîâ çà äîñòàòî÷íî
äëèòåëüíûé ïåðèîä. Ñòåïåíü âîçìîæíîñòè îáðàáîò-
êè çàäàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íåñêîëüêèìè ïàðàìåòðàìè:
ñòåïåíüþ ñëîæíîñòè èñòî÷íèêà, âðåìåííûì èíòåð-
âàëîì åãî îáðàáîòêè,  ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ ýëåìåí-
òà èñïîëíèòåëÿ, íàãðóçêîé íà ýòîò ýëåìåíò. Íåäåòåð-
ìèíèðîâàííîñòü ýòîãî ïðîöåññà ñâÿçàíà ñ âåðîÿòíî-
ñòíîé îöåíêîé, õàðàêòåðèçóþùåé ïàðàìåòðû ïîòðå-
áèòåëÿ. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â îöåíêå ýòèõ âåðî-
ÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê. Èõ óäàåòñÿ âûÿâèòü òîëü-
êî ïóòåì êîíòðîëÿ âñåõ ïîòîêîâ çà äîñòàòî÷íî
äëèòåëüíûé ïåðèîä. Öåëü âûÿâëåíèÿ – ôîðìèðîâà-
íèå êîððåêòèðóþùèõ ôóíêöèé  ïðîãíîçà äëÿ öåëå-
âûõ ôóíêöèé âñåé ñèñòåìû. Êîíòðîëü âñåõ èíôîð-
ìàöèîííûõ ïîòîêîâ äëÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì – çàäà÷à
äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ èç-çà áîëüøèõ ìîùíîñòåé ìíî-
æåñòâ ýëåìåíòîâ èñòî÷íèêîâ è ýëåìåíòîâ èñïîëíè-
òåëåé [2—5].

Ðåøèòü îïèñàííûå ïðîáëåìû ìîæíî ïðè íàëè÷èè
ïðîöåäóð, îáåñïå÷èâàþùèõ íàêàïëèâàíèå ñòàòèñòè-
÷åñêèõ äàííûõ ïî îáðàáîòêå èíôîðìàöèîííîãî ïî-
òîêà, îïðåäåëåíèÿ ïîäìíîæåñòâà èñïîëíèòåëåé, ðå-
ãóëÿðíî íå ñïðàâëÿþùèõñÿ ñ îáðàáîòêîé, è ãðóïï
èñòî÷íèêîâ, ãåíåðèðóþùèõ îñîáî  ñëîæíûå äëÿ
âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ.
2. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ïóñòü ñóùåñòâóåò äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ
èç   i0     ýëåìåíòîâ     èñòî÷íèêîâ èíôîðìàöèè I è
j0 ýëåìåíòîâ èñïîëíèòåëåé P. Òîãäà ìíîæåñòâî
R={rkij:k=1,...,k0,  i=1,...,i0,  j=1,...,j0} åñòü èíôîðìà-


