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НЕЙРОМОДЕЛИРОВАНИЕ ОДНОГО
КЛАССА ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

РУТКАС А.А.

Исследуется связь между неявными, в частности вырож-
денными разностными системами и дескрипторными
нейронными сетями, состоящими из динамических и
статических нейронов. Характеристический пучок мат-
риц главной линейной части разностной системы преоб-
разуется к нормальной форме и по нормализованной
системе конструируется модельная дескрипторная ней-
ронная сеть. Параметры модельной сети позволяют ана-
лизировать качественные характеристики исходной раз-
ностно-алгебраической системы – разрешимость, устой-
чивость, существование периодических режимов и др.

1. Введение
Классический динамический дискретный нейрон Хоп-
филда с n  входами ix  описывается рекуррентным
уравнением [1, 2]
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Статический нейрон Маккалоха-Питтса с n  входами

ix  и выходом jy  отвечает уравнению [3, 4]
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При функционировании нейронов обоих типов (1), (2)
на общем векторе входов tr

n1 ))k(x),...,k(x()k(x  в
момент времени k  следует положить в (2) ),k(xx ii

).k(yy),k( jjjj  Аналогом «мгновенной» обрат-
ной связи в блоке статических нейронов может слу-
жить постулируемое «передаточное» преобразование
входов c

ix  блока статических нейронов в выходы c
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статических нейронов. Например, возможны нели-
нейные отображения
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либо линейные зависимости с заданными коэффици-
ентами
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либо, наконец, прямолинейные связи с одноименны-
ми входами
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Рассмотрим  случай линейной передаточной связи (4)
на статических нейронах. Если n  входных сигналов

ix  подаются на вход «смешанной» сети с m  динами-
ческими нейронами (1) и )mn(  статическими ней-
ронами при планируемых «передаточных» связях (4),

то вся нейронная сеть описывается системой n  урав-
нений
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Через jiw  обозначен коэффициент синаптического
усиления i -го входного сигнала в j -м нейроне, ji  –
необходимый коэффициент влияния входа ix  блока
статических нейронов на выход j -го статического
нейрона, )k(j  – сигнал внешнего смещения в j -м
нейроне, D  – активационные функции динамичес-
ких нейронов, C  – активационные функции стати-
ческих нейронов. Соотношения (6) есть разностные
уравнения первого порядка относительно входных
сигналов )k(xi ; соотношения (7) образуют бесконеч-
ную систему алгебраических уравнений. Формально
бесконечная система (7) распадается на конечные
подсистемы уравнений, не связанные друг с другом
для различных значений тактового индекса k , однако
фактически связь переменных )k(xi  и )1k(x j  осу-
ществляется через динамические уравнения (6). Вве-
дем следующие обозначения для матриц, векторов и
вектор-функций:
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Тогда система уравнений (6), (7) приобретает вектор-
ную форму
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Система векторных уравнений (9) является рекуррен-
тной системой первого порядка, не разрешенной от-



12 РИ, 2008, № 2

носительно старшего члена )1k(x  и, вообще гово-
ря, нелинейной. Матрица A  здесь необратима, и

)n(mArang . Вообще, разностная система вектор-
ных уравнений вида (9) с необратимым оператором A
в конечномерном или бесконечном пространстве на-
зывается вырожденной динамической системой (дис-
кретной) [5, 6]. Принципиальным свойством такой
системы, связанным с ее детерминированностью, т.е.
единственностью решения при заданном начальном
значении

,a)0(x                          (10)

является регулярность характеристического пучка
матриц левой линейной части уравнения (9):

.0)BAdet(  В нашем конкретном случае
Vdet)BAdet( m , так что характеристический

пучок здесь регулярен, если и только если 0Vdet .
Это условие означает, что передаточная матрица

CC yx:V  блока статических нейронов должна быть
обратимой квадратной матрицей размерности

)mn()mn( . Более того, матрицы B,A  в (9) име-
ют специальную блочно-диагональную структуру.
Однако  для произвольной вырожденной динамичес-
кой системы и в случае неявных разностных схем в
конкретных прикладных задачах матрицы B,A  регу-
лярного пучка не имеют указанной блочно-диаго-
нальной структуры [7, 8]. Для нейросетевого модели-
рования таких систем в данной работе предлагается
использовать переход к нормальной форме К. Вейер-
штрасса для регулярного пучка матриц [9, 10].

2. Нейромоделирование путем перехода к
нормальной форме характеристического пучка
матриц
 Рассмотрим полулинейную, вообще говоря, вырож-
денную, дискретную динамическую систему в про-
странстве nR :

,,...2,1,0k,))k()k(x̂Ŵ(ˆ)k(xB̂)1k(x̂Â  (11)

)k(  – векторы в nR ; n:ˆ R  – отображение с
областью определения nR . Если не оговорены
отдельно локальные ограничения и утверждения, мы
будем считать nR . Вырожденность означает, что

0Âdet . Основное предположение состоит в том,
что характеристический пучок матриц линейной части
уравнения (11) является регулярным и имеет индекс 1:

.1)B̂,Â(ind,0)B̂Âdet(              (12)

Последнее означает, что 0Âdet  и матрица-функция
1)B̂Â(  комплексного переменного  имеет в точ-

ке 0  полюс первого порядка:

0,CB̂Â
1
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Отсюда, в частности, следует необратимость матрицы
0Âdet:Â . Заметим, что в уравнении (9), описыва-

ющем смешанную сеть с динамическими и статичес-

кими нейронами, матрицы А, В образуют пучок BA
индекса 1.

Методом теории элементарных делителей К. Вейерш-
трасс показал, что всякий регулярный пучок матриц

B̂Â  может быть приведен к канонической форме
BA  путем умножения на две квадратные обрати-

мые матрицы P  и Q  [9, 10 - р.XII, § 2]:
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С учетом ограничения (13) на индекс пучка матрицы
канонической формы имеют блочно-диагональную
форму
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где kE  – единичная )kk( -матрица; J  – )mm( –
матрица, имеющая блочно-диагональную нормаль-
ную жорданову форму. Весьма трудоемкий алгоритм
вычисления приводящих матриц Q,P  можно суще-
ственно упростить, если не требовать, чтобы в блоч-
ной форме (15) матричный блок J  размерности mm
был нормальной жордановой матрицей. Тогда приве-
дение пары матриц B̂,Â  к виду (15) осуществляется
с помощью контурного интегрирования резольвенты

)(R)B̂Â( 1  по окружности r , охватываю-
щей конечный спектр пучка; подробное описание
имеется, например, в монографии [11, р.2.3]. В связи
с этим мы считаем в дальнейшем, что в (15) блок J
есть произвольная )mm( -матрица, тем более что
нейросетевое моделирование окажется возможным
при самой общей форме матрицы J . Введем норма-
лизованный вектор сигналов )k(x  и нормализован-
ную матрицу весов W :

PŴW,)k(x̂P)k(x 1 .             (16)

Тогда векторное уравнение динамической системы
(11) преобразуется к виду

))k()k(Wx(ˆQ)k(Bx)1k(Ax        (17)

с матричными коэффициентами (15).

Логическая блок-схема нормализации уравнений
вырожденной динамической системы (11) изображе-
на на рис.1.

Рис. 1. Принципиальная схема нормализации ДДС (*);
PŴW
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Дополнительно к (8), (16) примем следующие обо-
значения для матриц и отображений:
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Теперь преобразованное уравнение (17) записывает-
ся как пара векторных уравнений

)k(xJ))k()k(xW()1k(x DDD ,    (19)

)k(x)k(x)k(x;))k()k(xW()k(x CDCC .(20)

Уравнение (17) и эквивалентную пару (19), (20) бу-
дем называть нормализованными уравнениями дина-
мической системы (11). Нормализованные уравнения
(19), (20) будем трактовать как рекуррентно-стати-
ческие уравнения некоторой дескрипторной нейрон-
ной сети с m-мерным динамическим и (n-m)-мерным
статическим нейронами. Логическая схема искомой
нейронной сети изображена на рис.2.

Рис. 2. Блок-схема дескрипторной нейронной модели
нормализованной системы

Отличие p -мерного нейрона от сети из р обычных
нейронов (одномерных) заключается в том, что каж-
дая компонента i  векторной активационной функ-

ции  зависит не только от одноименной компоненты
iu  внутреннего состояния u , но и от всех остальных

компонент p,...,1j,u j . В частном случае, когда
)u( iii , т.е. активационные компонентные функ-

ции не зависят от «чужих» внутренних состояний
)ij(u j ,  p -мерный нейрон есть стандартная нейрон-

ная сеть Хопфилда или Маккалоха-Питтса, состоящая
из p  обычных нейронов.

Термин «дескрипторная» заимствован из теории уп-
равления, где дескрипторной называется система,
содержащая разностные уравнения и, возможно, ста-
тические уравнения связей, в совокупности не разре-
шаемые относительно членов старшего порядка [13,
14]. Поясним часть обозначений логических блоков
сети рис.2. Согласно (8), (18) ),k(D)k(D

)k(C)k(C . Векторный аргумент Wxu  функ-
ций CD ,  в (19), (20) имеет два блока:
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Следовательно, часть логической схемы рис.2, вы-
полненная сплошными линиями, реализует уравнения
(19), (20) для фиксированного такта k. Обратная

векторная динамическая связь  связывает непос-

редственно выходы и входы только m -мерного дина-
мического нейрона для выполнения уравнения (19). В

)mn( -мерном статическом нейроне блок отожде-

ствления  обеспечивает равенство левой и пра-

вой частей в (20). Пунктирная часть схемы рис.2
позволяет отразить рекуррентное функционирование
всей дескрипторной нейронной сети за счет коопери-
рования m-мерного динамического нейрона на k-м
такте, описываемого разностным уравнением (19), с

)mn( -мерным статическим нейроном на (k+1)-м
такте, описываемым алгебраическим уравнением

)]1k()1k(xWC
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C
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Предположим, уравнение (22) можно явно разрешить
относительно вектора )1k(xC , и обозначим через F
соответствующую явную «разрешающую» функцию:

)].1k(),1k(x[F)1k(x DC           (23)

Равенство (23) реализуется пунктирной частью схемы
рис.2.

 Логическая схема функционирования исходной ди-
намической системы (11) с последовательностью со-
стояний

),...n(x̂),...,2(x̂),1(x̂),0(x̂                (24)

конструируется путем замены на рис.1 промежуточ-
ного нормализованного блока, отмеченного пункти-
ром, на схему дескрипторной нейронной сети рис.2.
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Замечание. Уравнения вырожденной динамической
системы (9) описывают сеть из m -мерного динами-
ческого и )mn( -мерного статического нейронов,
логическая схема которой изображена на рис.3. Мат-
рицы B,A  в (9) отличаются от матриц (15) нормали-
зованной системы (17), соответственно нейронная
сеть на рис.3 несколько отличается от нейронной сети
на рис.2. Согласно принятой выше терминологии обе
нейронные сети следует называть дескрипторными.

Рис. 3. Блочная схема дескрипторной сети (6), (7), (8) с
линейным передаточным преобразованием (4) в

статических нейронах

3. Рекурсивное отображение и эволюционный
оператор
Для исследования качественного поведения динами-
ческой системы с последовательностью состояний

0)k(x̂  (24) естественно исходить из рекурсивного
отображения kŜ  и эволюционного оператора kˆ ,
действующих по правилу

).k(x̂)0(x̂ˆ,)k(x̂)1k(x̂Ŝ kk         (25)

Эволюционный оператор является суперпозицией ре-
курсивных отображений:

.Ŝ...ŜŜˆ 11kkk               (26)

Если в уравнении (11) 0Âdet , то в пространстве
nR  множество k

ˆ  векторов )k(x̂ , для которых су-
ществуют векторы )1k(x̂ , такие что уравнение (11)
удовлетворяется, не совпадает со всем простран-
ством nkn

k
n ˆ,ˆ: RRR .

Это верно уже для случая линейной функции ˆ  в (11)
[5, 6, 11]. Таким образом, возникает вопрос об опи-
сании многообразий )k(x̂ˆ

k  как областей опре-
деления рекурсивных отображений 1kŜ . Заметим,
что при надлежащих предположениях относительно
правой части равенства (11) единственность решения

)1k(x̂  уравнения (11) имеет место благодаря регу-
лярности пучка матриц B̂Â . Например, единствен-
ность легко устанавливается, если 0Ŵ , или если
преобразование ˆ  линейно  и пучок матриц

)ŴˆB̂(Â  регулярен.

 Важным свойством является вложенность областей
определения рекурсий:

,...2,1k,ˆ)ˆ(Ŝ k1kk             (27)

Из (27) вытекает, что при любом k  эволюционный
оператор kˆ  определен на множестве векторов 0

ˆ ,
которое в этом случае называется начальным много-
образием динамической системы (11).

 Практически для анализа отображений kk ˆ,Ŝ  и мно-
гообразий k

ˆ  удобно перейти к нормализованной
динамической системе (17) ~ (19), (20) и модельной
дескрипторной нейронной сети рис.2. На последова-
тельности состояний 0kx  дескрипторной нейрон-
ной сети определяются нормализованные операторы
рекурсии kS  и эволюции k :

)k(x))0(x(),k(x))1k(x(S kk .       (28)

С помощью нормализующей замены состояний (16)
)k(Px)k(x̂  операторы (25) легко восстанавливают-

ся по соответствующим операторам (28) нейронной
сети:

,...2,1,0k,PP;PPSŜ 1
kk

1
kk     (29)

Здесь 1P,P  – линейные операции умножения векто-
ров на постоянную матрицу и обратную к ней.

 Приведем явные формулы для операторов kk ,S  в
случае линейных активационных функций нейрон-
ной сети, когда операции CD ,  в (19), (20) есть
умножения на матрицы и, следовательно, исходная
динамическая система линейна с операцией умноже-
ния на матрицу ˆ  в правой части (11). Если бы
модельная нейронная сеть не содержала статических
нейронов, то в (18) было бы 0,nm C . Уравнение
(20) превратилось бы в тривиальное тождество

0)k(xC , а уравнение (19) – в явное разностное
уравнение

)k()k(f
,WˆQWT),k(f)k(Tx)1k(x

D

D
 (30)
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Оператор рекурсии kS  здесь явно задан в правой
части:

.0k),k(f)k(Tx))k(x(S 1k         (31)

Эволюционный оператор k  (28) также легко нахо-
дится [12]:

.1k,)i(fT)0(xT)k(x))0(x(
1k

0i

1ikk
k (32)

Однако в дескрипторной сети )nm1(  мы не мо-
жем использовать выражение (31) для рекурсии и
выражение (32) для эволюционного оператора. Исхо-
дя из линейного варианта уравнений (19), (22), не-
трудно получить рекурсию )1k(x))k(x(S 1k

)1k(x
)1k(x

C

D
. Обозначая матрицу mnEGC

*WCC  и предполагая ее обратимость, находим
искомые формулы рекурсии:

)k()k(x)JDW()1k(x DDD ,       (33)

)k()k(x)JDW(WDG)1k(x DDCCC
*1

)1k( .                           (34)

Количество строк и столбцов квадратной матрицы

CG  равно )mn(  – числу статических нейронов
дескрипторной нейронной сети.

 Для чисто динамической нейронной сети формула
(30) дает реальные входные состояния )1k(x  на

)1k( -м такте для любых векторов n)k(f),k(x R .
Однако в дескрипторной нейронной сети вектор

)1k(x
)1k(x

)1k(x
C

D
, вычисленный по формулам (33),

(34), будет реальным входным состоянием на )1k( -
м такте тогда и только тогда, когда предыдущее
состояние )k(x  удовлетворяет статическому уравне-
нию

).k()k(Wx)k(Cx CC              (35)

Отсюда следует формула рекурсивного отображения
допустимых многообразий k :

,...2,1,0k,)k(x,)(S k1kk1k     (36)

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема. Пусть матрица *
mn WCEG CC  об-

ратима . Рекурсивное отображение
1kk1k :S линейной дескрипторной нейрон-

ной сети определяется формулами (33), (34). Эво-
люционное отображение k  (28) может быть
вычислено по формуле (32), где матрица T  и векто-
ры )k(f  строятся по правилу

,
)JDW(WDG

JDW
T

DCC

D
*1_

,
))1k()k(WD(G

)k(
)k(f

DCC

D
*1

а начальный вектор )0(x  принадлежит начальному
многообразию 0 :

.)0()0(Wx)0(Cx:)0(x CC
n

0 R    (37)

Размерность начального многообразия 0  и много-
образий состояний k  на всех тактах ,...2,1k  совпа-
дает с числом динамических компонент вектора внут-
ренних состояний сети:

.mdimdim k0

В доказательстве нуждается последнее утверждение о
размерностях. Достаточно установить, что в отсут-
ствие смещений (однородный случай 0)0( )

.mdim 0  Из (37) следует, что 0 есть линейное
подпространство в nR , состоящее из векторов )0(x
таких, что 0)0(x)WC( C . С учетом (18) после-
днее равенство равносильно следующему:

0)0(x)WˆQE(C n . Оно переписывается в виде

0))0(xP)0(xP)(WˆQE(C CDn

с помощью взаимно дополнительных проекционных
матриц в nR :

.EPP,CCP,DDP n
**

CDCD

После подстановки значений CD P,P  получаем

).0(CxC)WˆQE(C)0(DxD)WˆQE(C *
n

*
n

Поскольку mn
*

n ECCE  (см.(18)), то
*

n C)WˆQE(CGC , и путем обращения матрицы

CG  можно выразить )0(Cx  через 0Dx . Окончательно
для любого начального вектора )0(x  при 0)0(
находим представление

,
DxD)WˆQE(CG

Dx
)0(Cx
)0(Dx

)0(x
0

*
n

1
0

C
 (38)

в котором блочная компонента 0Dx  может выбирать-
ся произвольно. Следовательно,

.mrangDdim)}0(xdim{ 0

4. Выводы
Исследована связь между неявными разностными
системами (по другой терминологии – неявными и
вырожденными динамическими дискретными систе-
мами) и дескрипторными нейронными сетями, скон-
струированными из динамических и статических ней-
ронов. Во введении описано, как уравнения состоя-
ний дескрипторной нейронной сети допускают пред-
ставление в виде вырожденной полулинейной диск-
ретной динамической системы, неразрешенной отно-
сительно старших разностей. В разделе 2 показано
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обратное: всякая полулинейная вырожденная динами-
ческая система, для которой характеристический пу-
чок матриц имеет индекс 1, преобразованием нор-
мализации приводится к системе уравнений деск-
рипторной нейронной сети. Дается точное описание
конструкции (логической схемы) сети. В разделе 3
продемонстрировано применение «нормализованной»
дескрипторной нейронной сети к анализу исходной
динамической (разностной) системы. В частности,
исследуются допустимые многообразия состояний,
которые имеют размерность, равную числу динами-
ческих компонент вектора внутренних состояний
сети. Анализируются рекурсивное и эволюционное
отображения дескрипторной динамической системы
с помощью аналогичных отображений модельной
нейронной сети. Эти результаты создают предпосыл-
ки для эффективного анализа кардинальных каче-
ственных свойств дескрипторных динамических
систем – устойчивости, выявления периодических
режимов, аттракторов и т.п.
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РЕДУКЦИОННЫЙ МЕТОД
ИССЛЕДОВАНИЯ ПРЕДЕЛЬНЫХ
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ СЧЕТНЫХ
МАРКОВСКИХ ЦЕПЕЙ

ГЕРАСИН С.Н., МИХАЙЛОВ Е.А.

Предлагается редукционный метод анализа счетных мар-
ковских цепей с непрерывным временем. Описываются
оценки скорости сходимости редуцированных предель-
ных распределений к исходным вероятностям.

1. Введение
Изучение марковских процессов со счетным числом
состояний зачастую приводит к ситуациям более слож-
ным, чем в случае процессов с конечным числом
состояний. Особенно заметно это становится при ис-
пользовании численных методов. Одной из причин
является та, что бесконечные системы уравнений раз-
решимы в некоторых случаях – общая теория пока
отсутствует . В то же время вопрос о существовании
стационарного решения разрешим в рамках общей
эргодической теоремы для процессов Маркова. Но,
как обычно, теорема существования не дает конкрет-
ных способов нахождения решения, поэтому задача
их вычисления решается в конкретных случаях по-

разному [1]. В данной работе предлагаются некоторые
способы нахождения решений, базирующиеся на ре-
дукции бесконечных систем, т.е. пути сведения к
конечным системам. С методической точки зрения
этот подход применим и к системам с большим чис-
лом состояний. Например, при исследовании нейрон-
ных сетей их модель в виде марковской цепи может
иметь 106-108 состояний, что делает ее потенциально
бесконечной с точки зрения машинных вычислений.

Целью данной работы является применения редукци-
онных методов к анализу марковских цепей со счет-
ным множеством состояний и аппроксимация их близ-
кими, в смысле предельных свойств, конечными
цепями.

2. Однородный процесс со счетным числом
состояний
Будем рассматривать марковский процесс с непре-
рывным временем и счетным множеством состояний.
Пусть его поведение описывается матрицей интенсив-
ностей (инфинитезимальной матрицей) )( ij ,

,2,1j,i ; по определению данная матрица вырож-
дена. Покажем, что применение метода редукции к
матрице )( ij  возможно и что в этом случае
поэлементной сходимости, вообще говоря, недоста-
точно. Известен тот факт, что если jjsup , то
соответствующая система уравнений Колмогорова


