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The general conclusion of this situation: if A is possible
and certain, by substituting in the formula of A is possible
and A is certain we will get: µA(u) = πx(u) for all u in U.
Indeed, when A is possible, it may be modelled as ∀u ∈U,
µA(u)≤ πx(u), and when A is an ordinary subset, then πx(u)
=1, while the possibility distribution of a non-fuzzy variable
according to the definition of Zadeh: Π(A) = sup u∈ Aπx(u),
then Π(A)=1, only when the statement x is in A is consistent
with the variable information described by πx.

To specify a fuzzy rule relate a variable x in U to a
variable y in V. For the rules of the first kind, possibility
rules, this kind of rules take the form:  the more x is A,
the more possible y in B; if we translate this rule into the
form: ∀u, if x =u, B is range for x in at least µA(u)-possible,
then we will get the following: u ∈ U, ∀ v ∈ V, min(µA(u),
µB(v)) ≤ πx|y(v, u).

For the second kind of rules, certainty rules, which take
the form: the more x is A, the more certainty y in B, translate
this statement into the form ∀u, if x =u, B is a range for
x in at least µA(u)-certain, then we will get the form: ∀
u ∈ U, ∀ v ∈ V, πx|y(v, u) ≤ max(1-µA(u), µB(v)). In
particular, when A is an ordinary subset, we know that,
if x in A, then B is a certain and possible range for y, this
yields: u ∈ A, πx|y(v, u) = µB(v)); ∀ u ∉ A, πx|y (v, u)
unspecified. In the general case, when the person is uncertain
as to the value he provides to the system [1-2], thus he provides
the following information: V is A with certainty α, the question
is, how we can make an inference from this rule to get a
meaning for the variable B in the rule: V is A (with certainty
α) ⇒ V is B? As a conclusion, if we have a rule of the form:
V is A with certainty α, it can be translated into the equivalent

rule: V is B, where for any x∈X: B(x)= (α∧A(x))+(1-α). Take
into consideration that for V is A with certainty 1, we get V
is A, and for V is A with certainty 0, we get V is X.
7. Conclusion

The aim of the fuzzy logic is to provide an easy way to
deal with the systems which are full of  uncertainty. In such
systems or environments the fuzzy logic is considered to be
very effective when the conclusions need not to be precise,
but acceptable for a degree of certainty.
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ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß ÊÀÊ ÎÁÚÅÊÒÛ

ÔÎÐÌÓËÜÍÎÃÎ ÎÏÈÑÀÍÈß

ÄÓÄÀÐÜ Ç.Â., ÑÀÌÓÉËÈÊ È.Ã.,
ØÀÁÀÍÎÂ-ÊÓØÍÀÐÅÍÊÎ Þ.Ï.

Ðàññìîòðåíû ñâÿçè è ïåðåõîäû ìåæäó áèíàðíûìè
îòíîøåíèÿìè, ïðåäèêàòàìè è îòîáðàæåíèÿìè, ñîîò-
âåòñòâóþùèìè äðóã äðóãó. Ïðåäëîæåí ñïîñîá ôîðìóëü-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îòîáðàæåíèé, îñíîâàííûé íà èñ-
ïîëüçîâàíèè ÿçûêà àëãåáðû ïðåäèêàòîâ. Íàéäåí îáùèé
âèä îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Ðåçóëüòàòû îáîáùåíû
íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé àðíîñòè.

Â [1] áûë ðàññìîòðåí âîïðîñ î ôîðìóëüíîì
îïèñàíèè îòíîøåíèé. Â ïðåäëàãàåìîé ñòàòüå ïðîäîë-
æåíà ðàçðàáîòêà òîé æå òåìû, íî ïîíÿòèå îòíîøåíèÿ
àíàëèçèðóåòñÿ òåïåðü ñ íåñêîëüêî èíîé òî÷êè çðå-
íèÿ. Íà ïðàêòèêå ñ îòíîøåíèÿìè âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
îáðàùàþòñÿ êàê ñ ôóíêöèÿìè. Îá ýòîì ñâèäåòåëü-
ñòâóåò ÷àñòîå óïîòðåáëåíèå òåðìèíîâ «÷àñòè÷íàÿ
ôóíêöèÿ» è «ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ». Ñòðîãî ãîâî-
ðÿ, òàêàÿ òåðìèíîëîãèÿ íåâåðíà, ïîñêîëüêó ïðîòèâî-
ðå÷èò îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè. Êàê èçâåñòíî, ôóíê-
öèåé íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè
âñþäó îïðåäåëåííîñòè è îäíîçíà÷íîñòè. Òî, ÷òî
ôàêòè÷åñêè ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïîä ñëîâàìè «÷àñòè÷íàÿ
ôóíêöèÿ» èëè «ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ» – ýòî, íà
ñàìîì äåëå, íå ôóíêöèÿ, à îòíîøåíèå. Ïîíÿòèå
îòíîøåíèÿ íå ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì ôóíêöèè, òàê
êàê íå ëþáîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé. È âñå
æå ñëåäóåò ïðèçíàòü, ÷òî â ñòðåìëåíèè ìíîãèõ

àâòîðîâ ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèÿ êàê ôóíêöèè åñòü
íå÷òî òàêîå, ÷òî çàñëóæèâàåò âíèìàòåëüíîãî èçó÷å-
íèÿ.

Ñêàçàííîå ïîÿñíèì ïðèìåðîì. Ëþáîé òåêñò ìîæ-
íî ïîíÿòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè êàæäîå ñëîâî â
íåì îáëàäàåò âïîëíå îïðåäåëåííûì, åäèíñòâåííûì
çíà÷åíèåì. Ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííîãî òðåáîâàíèÿ
çíà÷åíèÿ ñëîâ â òåêñòå áóäóò ôóíêöèåé ýòèõ ñëîâ,
âçÿòûõ âìåñòå ñ îêðóæàþùèìè èõ êîíòåêñòàìè. Íî
åñëè ñëîâî âûäåëåíî èç êîíòåêñòà è ïðåäúÿâëåíî áåç
íåãî, òî åãî çíà÷åíèå ìîæåò ñòàòü íåîäíîçíà÷íûì.
Íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ ñëîâà «êîñà» â ñëîâîñî÷åòàíèÿõ
«ïåñ÷àíàÿ êîñà», «îñòðàÿ êîñà» è «ðóñàÿ êîñà» ðàçëè÷-
íû, íî îíè îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû â êàæäîì èç ýòèõ
êîíòåêñòîâ. Åñëè æå ñëîâî «êîñà» âçÿòü îòäåëüíî îò
êîíòåêñòà, îíî áóäåò èìåòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé. Ôàêòû òàêîãî ðîäà ïðèâîäÿò ê âûâîäó, ÷òî
ñâÿçü ìåæäó îòäåëüíî âçÿòûìè ñëîâàìè è èõ çíà÷å-
íèÿìè – ýòî íå ôóíêöèÿ, à îòíîøåíèå. Îäíàêî åñëè
èñïîëüçîâàòü äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñâÿçè ìåæäó ñëî-
âîì õ è åãî çíà÷åíèåì ó íåêîòîðîå îòíîøåíèå xFy, òî
ïðèäåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñèãíàëû õ è ó êàê ðàâíîïðàâ-
íûå. Åñëè F – îòíîøåíèå, à íå ôóíêöèÿ, áåññìûñ-
ëåííî ñïðàøèâàòü, êàêîé èç ñèãíàëîâ (õ èëè ó )
âõîäíîé, à êàêîé – âûõîäíîé. È òåì íå ìåíåå,
êàæäûé ÷åëîâåê, êàê íîñèòåëü ÿçûêà, ÿñíî ÷óâñòâó-
åò, ÷òî ñëîâî ïåðâè÷íî, à åãî çíà÷åíèå – âòîðè÷íî.
Ýòî ÿâñòâóåò äàæå èç àíàëèçà ñëîâîóïîòðåáëåíèÿ: ìû
ãîâîðèì «çíà÷åíèå ñëîâà» , íî íåëüçÿ ñêàçàòü «ñëîâî
çíà÷åíèÿ». Èìåííî ýòî ÷óâñòâî çàñòàâëÿåò èññëåäî-
âàòåëÿ ÿçûêà ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèå xFy êàê íå÷òî
«ôóíêöèåïîäîáíîå» è ïèñàòü y=F(x), ñ÷èòàÿ ñëîâî õ
àðãóìåíòîì, à åãî ñìûñë ó – çíà÷åíèåì íåêîòîðîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ F, ñîîòâåòñòâóþùåãî îòíîøåíèþ F.
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Ëþáîå îòíîøåíèå xFy íà À × Â, ðàññìàòðèâàåìîå
êàê ïðåîáðàçîâàíèå y=F(x) ñèãíàëîâ õ∈À â ñèãíàëû
ó∈Â, áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèåì è ãîâîðèòü, ÷òî
îòîáðàæåíèå y=F(x) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ñèãíàëó
õ ñèãíàë ó. Çàìåíÿÿ òåðìèí «îòíîøåíèå» ëîãè÷åñêè
ðàâíîñèëüíûì åìó òåðìèíîì «îòîáðàæåíèå», ìû òåì
ñàìûì ââîäèì íîâóþ òî÷êó çðåíèÿ, ñ êîòîðîé
ïîíÿòèå îòíîøåíèÿ âèäèòñÿ óæå èíà÷å. Ðàíåå ìû
ñìîòðåëè íà îòíîøåíèå xFy êàê íà ñâÿçü äâóõ ðàâíî-
ïðàâíûõ ñèãíàëîâ õ è ó. Òåïåðü òî æå ñàìîå îòíîøå-
íèå F ïîíèìàåòñÿ êàê ïðåîáðàçîâàíèå ñèãíàëà õ â
ñèãíàë ó. Òåðìèíû «÷àñòè÷íîå îòîáðàæåíèå» è «ìíî-
ãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå» âûðàæàþò íàïðàâëåííîñòü
ïðåîáðàçîâàíèÿ èíôîðìàöèè, ñòîëü ÷àñòî îáíàðóæè-
âàåìóþ íà ïðàêòèêå. Âìåñòå ñ òåì, îíè íå ñîäåðæàò
â ñåáå, â îòëè÷èå îò òåðìèíîâ «÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ»
è «ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ», ëîãè÷åñêîãî ïðîòèâîðå-
÷èÿ è óäîâëåòâîðÿþò âñåì òðåáîâàíèÿì ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ñòðîãîñòè. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàòåëü ðåàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàòåëåé èíôîðìàöèè (íàïðèìåð, ìåõàíèç-
ìîâ èíòåëëåêòà ÷åëîâåêà) ïîëó÷àåò åñòåñòâåííóþ
òåðìèíîëîãèþ, áåçóïðå÷íóþ â ëîãè÷åñêîì îòíîøå-
íèè.

Ìåæäó îòíîøåíèÿìè xFy è îòîáðàæåíèÿìè y=F(x)
ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, âû-
ðàæàåìîå óñëîâèåì: äëÿ ëþáûõ õ∈À, ó∈Â åñëè xFy, òî
y=F(x); åñëè æå x F y,òî y≠F(x) (1). Îòíîøåíèå F è
îòîáðàæåíèå F, ñâÿçàííûå óñëîâèåì (1), áóäåì íàçû-
âàòü ñîîòâåòñòâóþùèìè äðóã äðóãó. Ñ àáñòðàêòíîé
òî÷êè çðåíèÿ îòíîøåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì
îòîáðàæåíèÿ íåðàçëè÷èìû, íî ïî ñïîñîáó ñâîåãî
âûðàæåíèÿ è ïî õàðàêòåðó ñîäåðæàòåëüíîé èíôîðìà-
öèè îíè ðåçêî îòëè÷àþòñÿ. Òî æå ñàìîå ìîæíî
ñêàçàòü îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ
èì ïðåäèêàòîâ [1]. Ðàçëè÷èå ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè äðóã äðóãó ïðåäèêàòîì, îòíîøåíèåì è îòîáðàæå-
íèåì ìîæíî íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, åñëè
ïðåäñòàâèòü èõ â âèäå èíôîðìàöèîííûõ ïðèáîðîâ.
Ïðåäèêàò F(x, y)=x ïðåäñòàâëÿåì êàê ïðåîáðàçîâà-
òåëü ñèãíàëîâ ñ äâóìÿ ïðåäìåòíûìè âõîäàìè õ, ó è
îäíèì ëîãè÷åñêèì âûõîäîì x (ðèñóíîê, ïîç. à).
Áóäåì îòáèðàòü ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïðèáîðà òîëüêî
òàêèå ïàðû (õ, ó) âõîäíûõ ñèãíàëîâ, íà êîòîðûå îí
ðåàãèðóåò ñèãíàëîì x=1 (ðèñóíîê, ïîç. á). Ñîáðàâ âñå
òàêèå ïàðû â åäèíîå ìíîæåñòâî, ïîëó÷èì îòíîøåíèå
F. Îíî ïðåäñòàâëåíî â âèäå äâóõïîëþñíèêà (ðèñó-
íîê, ïîç. â), ñâÿçûâàþùåãî ñèãíàëû õ è ó. Òàêîé
ïðèáîð ïðèåìëåò ëþáóþ ïàðó (õ, ó)∈F è îòâåðãàåò
êàæäóþ ïàðó ñèãíàëîâ (õ, ó)∉F.

Ðàññìîòðèì, äàëåå, ïðåîáðàçîâàòåëü ñèãíàëîâ Ô ñ
äâóìÿ ïðåäìåòíûìè âõîäàìè õ, z è îäíèì ïðåäìåò-
íûì âûõîäîì ó (ðèñóíîê, ïîç. ã). Âõîä õ – ÿâíûé
(îñíîâíîé), âõîä z – ñêðûòûé (ïîáî÷íûé). Ê ïåðâî-

ìó âõîäó ýêñïåðèìåíòàòîð èìååò äîñòóï, êî âòîðîìó-
íåò. Íà ïåðâûé âõîä ñèãíàëû õ ïîäàþòñÿ ýêñïåðè-
ìåíòàòîðîì ïî åãî æåëàíèþ, íà âòîðîé ïîñòóïàþò
ñàìè ïî ñåáå è íå çàâèñÿò îò åãî âîëè. Âûõîäíûå
ñèãíàëû ó∈Â ôîðìèðóþòñÿ ïðèáîðîì îäíîçíà÷íî
äëÿ êàæäîé ïàðû âõîäíûõ ñèãíàëîâ x∈A, z∈C. Õîòÿ
ïðèáîð, íà ñàìîì äåëå, èìååò äâà âõîäà è äåéñòâóåò
äåòåðìèíèðîâàíî, îäíàêî âíåøíèì íàáëþäàòåëåì îí
âîñïðèíèìàåòñÿ êàê ïðåîáðàçîâàòåëü ñ îäíèì âõîä-
íûì ñèãíàëîì õ è ñî ñëó÷àéíûì âûõîäíûì ñèãíàëîì
ó (ðèñóíîê, ïîç. ä). Åñëè ïðèáîð äåéñòâóåò òàê, ÷òî
ñèãíàëû õ è ó, ïîÿâëÿþùèåñÿ íà åãî âõîäå è âûõîäå,
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îáðàçóþò ïàðó (õ, ó),
ïðèíàäëåæàùóþ îòíîøåíèþ F, è, êðîìå òîãî, êîì-
ïîíåíòû õ, ó ëþáîé ïàðû (õ, ó) èç îòíîøåíèÿ F
äåéñòâèòåëüíî ïîÿâëÿþòñÿ íà âõîäå è âûõîäå ïðèáî-
ðà â êàêèå-òî ìîìåíòû âðåìåíè åãî ðàáîòû,  ìû áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî òàêîé ïðèáîð ðåàëèçóåò îòîáðàæåíèå F,
ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèþ F. Â ðîëè òàêîãî ïðè-
áîðà âûñòóïàåò, íàïðèìåð, ëþáîé ÷èòàòåëü, èçâëåêà-
þùèé èç ñëîâ õ òåêñòà èõ ñìûñëîâûå çíà÷åíèÿ ó.
Ñêðûòûì ñèãíàëîì z â äàííîì ñëó÷àå ñëóæèò êîí-
òåêñò, îêðóæàþùèé ïîíèìàåìîå ñëîâî, êîòîðûé

ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ñëîâà ê
äðóãîìó. Êàê âõîäíîé ñèãíàë êîíòåêñò
÷èòàòåëåì, î÷åâèäíî, íå îñîçíàåòñÿ, õîòÿ è
îáðàáàòûâàåòñÿ èì â ïðîöåññå ïîíèìàíèÿ
ñìûñëà ñëîâà íà ïîäñîçíàòåëüíîì óðîâíå.

Ïðèñòóïèì òåïåðü ê ñèñòåìàòè÷åñêîìó
èçó÷åíèþ îòîáðàæåíèé. Ïðåæäå âñåãî, âû-
ÿñíèì, â êàêîì ñìûñëå ñëåäóåò ïîíèìàòü
âûðàæåíèå y=F(x). Ïóñòü F(x, y) – ïðåäèêàò
íà À×Â, ñîîòâåòñòâóþùèé îòîáðàæåíèþ
y=F(x), êîòîðîå äåéñòâóåò èç ìíîæåñòâà À â
ìíîæåñòâî Â; D(x, y) – ïðåäèêàò ðàâåíñòâà
íà U2, îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì: äëÿ ëþáûõ

õ, ó∈U
D(x, y)=∃a∈U xaya.              (2)

Ïðåäèêàò ðàâåíñòâà ìîæíî îïðåäåëèòü è èíà÷å —
ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî çàêîíà Ëåéáíèöà: äëÿ
ëþáûõ õ, ó∈U

D(x, y)=∀M⊆U(M(x)~M(y)).      (3)
Çíàê ~ îçíà÷àåò ðàâíîçíà÷íîñòü ëîãè÷åñêèõ ýëå-

ìåíòîâ 0~0=1~1=1, 0~1=1~0=0. Ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà U è ëþáûõ õ, ó∈U

∀M⊆U(M(x)~M(y))=∃a∈U xaya.        (4)
Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ (2)

è (3) îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå ïðåäèêàò D.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ õ, ó∈U è ëþáîãî

F⊆U2

F(x, y)=∃a∈U(F(x, a)∧D(a, y)).       (5)
Óñëîâèå (5) äàåò êëþ÷ ê ïîíèìàíèþ çàïèñè

y=F(x). Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâó y=F(x) óäîâ-
ëåòâîðÿþò âñå òå è òîëüêî òå ïàðû (õ, ó)∈U2, äëÿ
êàæäîé èç êîòîðûõ íàéäåòñÿ òàêîå a∈U, ÷òî

F(x, a)=1è D(a, y)=1, (ò.å. (x, a)∈F è y=a).   (6)
Ñîîòíîøåíèå (6) ñâÿçûâàåò îòîáðàæåíèÿ F ñ

ñîîòâåòñòâóþùèìè èì ïðåäèêàòàìè F. Ñâÿçü îòîáðà-
æåíèé F ñ îòíîøåíèÿìè F äàåòñÿ çàâèñèìîñòüþ (1)
èç íàñòîÿùåé ñòàòüè, à ñâÿçü îòíîøåíèé F ñ ïðåäè-
êàòàìè F – çàâèñèìîñòüþ (1) èç ðàáîòû [1]. Èòàê, ìû
ðàññìîòðåëè òðèàäó ðàçëè÷íûõ, íî ðàâíîñèëüíûõ
äðóã äðóãó ïîíÿòèé: îòíîøåíèå, ïðåäèêàò, îòîáðàæå-
íèå è îïèñàëè ïðàâèëà ïåðåõîäà îò êàæäîãî èç ýòèõ
ïîíÿòèé ê äâóì äðóãèì.
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Ðàññìîòðèì ñïîñîá ôîðìóëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
îòîáðàæåíèé. Ñ ýòîé öåëüþ ñíà÷àëà ââåäåì íåêîòî-
ðûå íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ. Åñëè ïðåäèêàòó F(x, y),
îïðåäåëåííîìó íà À×Â, ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèå
y=F(x) èç À â Â, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðåäèêàòó G(y,
x)=F(x, y) ïðè ëþáûõ õ∈À è ó∈Â, êîòîðûé îïðåäåëåí
íà Â×À, ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèå G=F-1 èç Â â À,
îáðàòíîå îòîáðàæåíèþ F, è áóäåì ïèñàòü x= =F-1(y).
Åñëè y=F(x), òî ïðåäìåò ó∈Â íàçûâàåòñÿ îáðàçîì
ïðåäìåòà õ∈À, à ïðåäìåò õ – ïðîîáðàçîì ïðåäìåòà ó
îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ F. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ
îáðàçîâ ó∈Â ïðåäìåòà õ∈À îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ
y=F(x) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì îáðàçîì ïðåäìåòà õ îòíî-
ñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ F. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðîîá-
ðàçîâ õ∈À ïðåäìåòà ó∈Â îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ
y=F(x) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïðîîáðàçîì ïðåäìåòà ó
îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ F. Îáðàçîì ìíîæåñòâà
Ì⊆À îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ F íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî N, îáðàçîâàííîå èç âñåõ îáðàçîâ ïðåäìåòîâ,
ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó Ì. Ïðîîáðàçîì ìíîæå-
ñòâà N⊆B îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ F íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî Ì⊆À, îáðàçîâàííîå èç âñåõ ïðîîáðàçîâ
ïðåäìåòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó N. Âûðàæåí-
íûå ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðåäèêàòàìè îáðàç è ïðîîá-
ðàç ìíîæåñòâà îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè çàâèñèìî-
ñòÿìè: ïðè ëþáîì ó∈Â

N(y)=∃x∈A F(x, y)M(x),             (7)
ïðè ëþáîì õ∈À

M’(x)=∃y∈B F(x, y)N(x).           (8)
Çàìåòèì, ÷òî ïðîîáðàç Ì’ ìíîæåñòâà N, îïðåäåëÿå-
ìûé ïî ôîðìóëå (8), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò ñ
èñõîäíûì ìíîæåñòâîì Ì, äëÿ êîòîðîãî ïî ôîðìóëå
(7) îòûñêèâàåòñÿ îáðàç N.

Ñïîñîá ôîðìóëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îòîáðàæåíèé
îñíîâûâàåòñÿ íà òåîðåìå îá èìïëèêàòèâíîì ðàçëîæå-
íèè ïðåäèêàòà, ãëàñÿùåé, ÷òî ëþáîé ïðåäèêàò F(x, y)
íà À×Â ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå: äëÿ ëþáûõ õ∈À è
ó∈Â:

F(x, y)= ∀a∈A(xa⊃F(a, y)).            (9)
Çíàê ⊃ îáîçíà÷àåò èìïëèêàöèþ ëîãè÷åñêèõ ýëå-

ìåíòîâ 0⊃0=0⊃1=1⊃1=1, 1⊃0=0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëå ïîäñòàíîâ-
êè ëþáîãî à∈À âìåñòî õ ðàâåíñòâî (9) îáðàùàåòñÿ â
òîæäåñòâî âèäà F(a, y)=F(a, y). Åñëè ìíîæåñòâî À
êîíå÷íî è ðàâíî À={a1, a2,..., ak}, òî, ñîãëàñíî (9), äëÿ
ëþáûõ õ∈À è ó∈Â:
F(x,y)=( xa1 ⊃F(a1, y))( xa2 ⊃F(a2, y))...

...( xak ⊃F(ak, y)). (10)
Îòíîøåíèå F, îïðåäåëÿåìîå óðàâíåíèåì

F(x, y)=1, âûðàçèòñÿ ïî (10) ñèñòåìîé

xa1 ⊃F(a1, y)=1, xa2 ⊃F(a2, y)=1,...,

xak ⊃F(ak, y)=1 (11)
èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñèñòåìîé óñëîâèé

xa1 ⊃F(a1, y), xa2 ⊃F(a2, y),..., xak ⊃F(ak, y).  (12)
Â ñëó÷àå, êîãäà À áåñêîíå÷íî, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

âèäà
xa⊃F(a, y)=1, (a∈A),          (13)

ñîñòîÿùóþ èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà óðàâíåíèé, èëè,
÷òî òî æå, ñèñòåìó

xa⊃F(a, y), (a∈A),             (14)
ñîñòîÿùóþ èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà óñëîâèé. Ñèñòåìà
óñëîâèé (14) (â òîì ÷èñëå è åå ÷àñòíûé ñëó÷àé (12))
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìóëüíîå îïèñàíèå äëÿ ëþáî-
ãî îòîáðàæåíèÿ y=F(x). Êàæäîìó ýëåìåíòó à ìíîæå-

ñòâà À îíà ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå åãî ïîëíûé îáðàç
Pa(y)=F(a, y) îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ F. Òåì
ñàìûì ñèñòåìà (14) ôîðìèðóåò âñå òå âîçìîæíûå
ñèãíàëû ó ïðåîáðàçîâàòåëÿ F (ðèñóíîê, ïîç. ä),
êîòîðûå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ íà åãî âûõîäå ïðè ïîäà÷å
íà åãî âõîä ñèãíàëà õ=à. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè
ê ïðîñòîìó è åñòåñòâåííîìó ñïîñîáó èñ÷åðïûâàþùå-
ãî ôîðìóëüíîãî îïèñàíèÿ îòîáðàæåíèÿ F, êîòîðîå
õàðàêòåðèçóåò äâèæåíèå ñèãíàëà îò âõîäà ê âûõîäó
ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
ïîñëå ïîäñòàíîâêè õ=ài  â ñèñòåìó (11) âñå åå óðàâíå-
íèÿ, êðîìå i-ãî, îáðàùàþòñÿ â òàâòîëîãèþ âèäà 1=1,
i-å æå óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî F(ai, y)=1,
êîòîðîå îïðåäåëÿåò ïîëíûé îáðàç Pa(y)=F(ai, y) ýëå-
ìåíòà ài îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ F.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü À=Â={à, b, ñ}, F(x,
y)=xayb∨xayc∨xbyc. Òîãäà, ñîãëàñíî (10), F(x,
y)=(xb⊃F(a, y))(xb⊃F(b,y))(xñ⊃F(ñ, y))=(xa⊃yb∨
∨yc)(xb⊃yc)(õc⊃0). Ñèñòåìà óñëîâèé (12) â äàííîì
ñëó÷àå çàïèøåòñÿ â âèäå

xa⊃yb∨yc, xb⊃yc, õc⊃0.          (à)
Îíà óêàçûâàåò, ÷òî ïîëíûì îáðàçîì ïðåäìåòà à

îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ y=F(x) ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâî {b, ñ}, ïðåäìåòà b – ìíîæåñòâî {ñ}, ïðåäìåòà ñ –
ìíîæåñòâî ∅. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà âûõîäå ïðåîáðà-
çîâàòåëÿ F (ðèñóíîê, ïîç. ä), â îòâåò íà âõîäíîé
ñèãíàë õ=à, ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ëèáî ñèãíàë ó=b, ëèáî
ñèãíàë ó=ñ; â îòâåò íà ñèãíàë õ=b ïîÿâëÿåòñÿ ñèãíàë
ó=ñ; â îòâåò íà ñèãíàë õ=ñ íå ïîÿâëÿåòñÿ íà âûõîäå
ó âîîáùå íèêàêîãî ñèãíàëà. Êàê âèäèì, ïðåäñòàâëå-
íèå îòîáðàæåíèÿ y=F(x) ñèñòåìîé óñëîâèé (14)
ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåò ýòî îòîáðàæåíèå, îíî, â
îòëè÷èå îò ïðåäèêàòíîãî çàäàíèÿ óðàâíåíèåì F(x,
y)=1, îáëàäàåò íàïðàâëåííîñòüþ äåéñòâèÿ è ïîçâîëÿ-
åò ëåãêî îòûñêàòü âñå âîçìîæíûå âûõîäíûå ñèãíàëû
îòîáðàæåíèÿ äëÿ ëþáûõ åãî âõîäíûõ ñèãíàëîâ.

Ðàññìîòðèì ïðåäèêàò G(y, x)=F(x, y). Ëþáàÿ
ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ ïðåäèêàò F, îäíîâðåìåííî
âûðàæàåò è ïðåäèêàò G, òàê ÷òî ýòè ïðåäèêàòû, ïî
ñóùåñòâó, ñîâïàäàþò. Íåñóùåñòâåííîå èõ ðàçëè÷èå
ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïðåäèêàòå F ïåðåìåííàÿ õ
ñ÷èòàåòñÿ ïåðâîé, à ó – âòîðîé; â ïðåäèêàòå G
íóìåðàöèÿ ïåðåìåííûõ îáðàòíàÿ. Ðàñêëàäûâàÿ ïðå-
äèêàò G ïî ôîðìóëå (9), ïîëó÷àåì G(y, x) =
=∀b∈B(yb⊃F(x, a)) èëè èíà÷å

F(x, y)=∀b∈B(yb⊃F(x, a)).        (15)
Ñîîòíîøåíèå (15) äàåò äðóãîé âàðèàíò ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ïðåäèêàòà F(x, y), ôîðìóëüíî âûðàæàþùèé
îòîáðàæåíèå x=G(y) èëè x=F-1(y), îáðàòíîå îòîáðà-
æåíèþ y=F(x). Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà B={b1,
b2,..., bl} îòîáðàæåíèå F-1 çàïèøåòñÿ ñèñòåìîé óñëî-
âèé

xb1 ⊃F(õ, b1), xb2 ⊃F(õ, b2), xbk ⊃F(õ, bk),   (16)
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî Â – ñèñòåìîé óñëîâèé

xb⊃F(õ, b), (b∈B).                (17)
Êàê âèäèì, îòîáðàæåíèÿ ôîðìóëüíî îïèñûâàþò-

ñÿ ïðèíöèïèàëüíî èíà÷å, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ïðåäèêàòû. Â òî âðåìÿ, êàê äëÿ ïðåäèêàòîâ F(x, y) è
G(y, x) (â ñëó÷àå, êîãäà G(y, x)=F(x, y)) èõ ôîðìóëüíûå
îïèñàíèÿ ñîâïàäàþò, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ïðåäè-
êàòàì îòîáðàæåíèÿ F è G (G=F-1) èìåþò ñîâåðøåííî
ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ (14) è (17). Âûðàæåíèÿ (14)
è (17) áóäåì íàçûâàòü ÿâíûì ïðåäñòàâëåíèåì îòîáðà-
æåíèé F è F-1. Ôîðìóëüíóþ çàïèñü ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ïðåäèêàòà F  áóäåì íàçûâàòü íåÿâíûì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì îòîáðàæåíèé F è F-1, îíî îäèíàêîâî äëÿ



59ÐÈ, 1998, ¹ 1

îòîáðàæåíèé F è F-1, íå ðàçëè÷àåò èõ, â ðàâíîé
ñòåïåíè ïðèåìëåìî äëÿ êàæäîãî èç íèõ . Òåì íå
ìåíåå, èç íåãî, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû îá èìïëèêàòèâ-
íîì ðàçëîæåíèè ïðåäèêàòà, ìîæíî èçâëå÷ü, ïðè
æåëàíèè, ðàçëè÷íûå ÿâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îòîáðàæå-
íèé F è F-1.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìå-
ðå, ïðèíèìàåì À=Â={a, b, c}, F(x, y)=xayb∨xayc∨xbyc.
Ïðåäèêàò G(y, x)=F(x, y) âûðàæàåòñÿ ýòîé æå ôîðìó-
ëîé . Ôîðìóëüíîå âûðàæåíèå ïðåäèêàòîâ F è G
ðàññìàòðèâàåì êàê íåÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå îòîáðàæå-
íèé F è F-1. Ïî ôîðìóëå (15) ïîëó÷àåì âòîðîé
âàðèàíò ðàçëîæåíèÿ ïðåäèêàòà F: F(x, y)=(ya⊃F(x,
a))(yb ⊃F(õ, b))(yñ⊃F(õ, ñ))=(ya⊃0)(yb⊃xa)(yc⊃xa∨xb).
Îòñþäà èçâëåêàåì íåÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå îòîáðàæå-
íèÿ F-1 â âèäå ñèñòåìû óñëîâèé (16), êîòîðàÿ â
äàííîì ñëó÷àå ïðèîáðåòàåò âèä

ya⊃0, yb⊃xa, yc⊃xa∨xb.             (á)
Ýòîò ïðèìåð íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò âàæíîå

îáñòîÿòåëüñòâî: îäíî è òî æå îòíîøåíèå (â äàííîì
ïðèìåðå îíî çàäàíî ôîðìóëîé xayb∨xayc∨xbyc) ïîðîæ-
äàåò äâà ñîîòâåòñòâóþùèõ åìó îòîáðàæåíèÿ, îäíî –
ïðÿìîå (à), äðóãîå – îáðàòíîå (á).

Ôîðìóëüíîå îïèñàíèå îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé
èìååò ñâîþ ñïåöèôèêó, ïîýòîìó îíî áóäåò ðàññìîò-
ðåíî îñîáî. Ìíîæåñòâî À íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îò-
ïðàâëåíèÿ, à ìíîæåñòâî Â – îáëàñòüþ ïðèáûòèÿ
îòîáðàæåíèÿ F, äåéñòâóþùåãî èç À â Â. Ìíîæåñòâî
Ì âñåõ ïðåäìåòîâ õ∈À, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò ïðåäìåò ó∈Â, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
y=F(x), íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæå-
íèÿ F. Ñîãëàñíî ýòîìó

M(x)=A(x)∧∃y∈A F(x, y).          (18)
Ìíîæåñòâî N âñåõ ïðåäìåòîâ ó∈Â, äëÿ êàæäîãî èç

êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïðåäìåò õ∈À, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèþ y=F(x), íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ çíà÷åíèé îòî-
áðàæåíèÿ F:

N(y)=B(y)∧∃x∈A F(x, y).         (19)
Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ âñþäó îïðåäåëåííûì, åñëè

åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ îò-
ïðàâëåíèÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî íàçûâàåòñÿ ÷àñ-
òè÷íûì. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âñþäó îïðåäåëåííîå
îòîáðàæåíèå F õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâèåì

∀x∈A ∃y∈A F(x, y).              (20)
Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, åñëè

åãî îáëàñòü çíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ ïðèáûòèÿ,
ôîðìàëüíî îíî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

∀y∈B ∃x∈AF(x, y).            (21)
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðåäèêàòó F(x,y), îïðåäåëåí-

íîìó íà À×Â, ñîîòâåòñòâóåò îäíîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå F, äåéñòâóþùåå èç À â Â, åñëè ïðåäèêàò F
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îäíîçíà÷íîñòè

x∈Ay, z∈B(F(x, y)∧F(x, z)⊃D(y, z)).      (22)
Îòîáðàæåíèå, íå ÿâëÿþùååñÿ îäíîçíà÷íûì, íàçûâà-
åòñÿ ìíîãîçíà÷íûì. Óñëîâèå (22) íàçûâàåòñÿ òàêæå
ïðÿìîé îäíîçíà÷íîñòüþ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðà-
æåíèå y=F(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îáðàòíîé îäíî-
çíà÷íîñòè, åñëè îòîáðàæåíèå x=F-1(y) ïîä÷èíÿåòñÿ
óñëîâèþ ïðÿìîé îäíîçíà÷íîñòè. Îòîáðàæåíèå F,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ îáðàòíîé îäíîçíà÷íîñòè

∀x, y∈A∀z∈B(F(x, z)∧F(y, z)⊃D(x, y)),   (23)
íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì.

Òåîðåìà î âîçìîæíîñòè êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ. Ëþáîå îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå y=F(x), äåéñòâóþùåå èç À â êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî Â={b1, b2,..., bl}, ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñèñòåìîé ðàâåíñòâ

yb1 =F(õ, b1), yb2 =F(õ, b2),..., ybl =F(õ, bl), (24)
êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå xFy, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå îòîáðàæåíèþ F.

Â ñèñòåìå (24) çíàê ðàâåíñòâà ìîæíî çàìåíèòü
ðàâíîöåííûì åìó çíàêîì ðàâíîçíà÷íîñòè, òîãäà îíà
ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó óñëîâèé

yb1 ~F(õ, b1), yb2 ~F(õ, b2), ybl ~F(õ, bl).  (25)
Ïðåäñòàâëåíèå îòîáðàæåíèÿ F â ôîðìå (24) èëè

(25) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì.
Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü òåîðåìó, äîñòà-

òî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè õ∈À è ó∈Â óñëîâèå F(x, y)=1
ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óñëîâèé (25). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ïàðà ïðåäìåòîâ õ∈À, ó∈Â óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
F(x, y)=1. Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî i
(1≤i≤l), ÷òî y=bi è F(x, bi)=1. Â ñèëó îäíîçíà÷íîñòè
îòîáðàæåíèÿ F, äëÿ ëþáîãî j≠i, (1≤j≤l) èìååì F(x,
bj)=0. Ïîýòîìó âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (24), êðîìå i-
ãî, îáðàùàþòñÿ â òàâòîëîãèè âèäà 0=0, j-å æå
óðàâíåíèå îáðàùàåòñÿ â òàâòîëîãèþ âèäà 1=1. Òàêèì
îáðàçîì, ïàðà (õ, ó) ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ðåøåíèåì
ñèñòåìû óðàâíåíèé (24). Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà
óñëîâèé (25) óäîâëåòâîðÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ïàðà ïðåäìåòîâ õ∈À, ó∈Â íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
F(x, y)=1. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå i (1≤i≤l), ÷òî F(x, bi)=0,
íî ybi =1. Â ýòîì ñëó÷àå i-å óðàâíåíèå ñèñòåìû (24)
îáðàùàåòñÿ â ïðîòèâîðå÷èå âèäà 1=0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñèñòåìà óñëîâèé (25) íå óäîâëåòâîðÿåòñÿ. Èòàê, ïðè
ëþáûõ õ∈À è ó∈Â óñëîâèå F(x, y)=1 ðàâíîñèëüíî
ñèñòåìå óñëîâèé (25). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà î íåâîçìîæíîñòè êàíîíè÷åñêîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ. Íè îäíî ìíî-
ãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå y=F(x), äåéñòâóþùåå èç À â
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Â={b1, b2,..., bl }, íåëüçÿ ïðåäñòà-
âèòü â âèäå (24) è (25).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îòîáðàæåíèå F ìíîãî-
çíà÷íî. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå õ∈À è bi, bj ∈B (i≠j), ÷òî
F(x, bi)=F(x, bj)=1. Íè îäíà èç ïàð (x, bi) è (õ, bj) íå
óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (24). Äåéñòâèòåëü-

íî, åñëè y=bi, òî y≠bj, à çíà÷èò yb j =0. Ïîýòîìó ïàðà
(x, bi) îáðàùàåò â ïðîòèâîðå÷èå âèäà 0=1 j-å óðàâíå-
íèå ñèñòåìû (24). Åñëè æå y=bj, òî y≠bi, à çíà÷èò

ybi =0. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðà (x, bj) îáðàùàåò â ïðîòè-
âîðå÷èå âèäà 0=1 i-å óðàâíåíèå ñèñòåìû (24). Îòñþäà
ñëåäóåò íåðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèÿ F(x, y)=1 è ñèñòåìû
(25). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ýòè äâå òåîðåìû ìîæíî ñîåäèíèòü â îäíó. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òåîðåìó îá îáùåì âèäå îäíî-
çíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ. Ëþáûå îäíîçíà÷íûå îòîáðà-
æåíèÿ y=F(x), äåéñòâóþùèå èç À â Â={b1, b2, ..., bl },
è òîëüêî îíè, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå
ñèñòåìû óñëîâèé

yb1 ~P1(õ), yb2 ~P2(õ),..., ybl ~Pl(õ),        (26)

ãäå P1, P2, ..., Pl – íåêîòîðûå ïîäõîäÿùèå ïðåäèêàòû
íà À. Åñëè ïðåäèêàò F(x,y), ñîîòâåòñòâóþùèé îòî-
áðàæåíèþ y=F(x), èçâåñòåí, òî ïðåäèêàòû Ði ìîãóò
áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëå

Pi(x)=F(x, bi).                (27)
Ïðåäèêàò Ði(x) îïðåäåëÿåò ïîëíûé ïðîîáðàç ïðåä-

ìåòà y=bi îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ y=F(x).
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Âñå ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû ëåãêî îáîáùà-
þòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Â (êàê êîíå÷-
íîé, òàê è áåñêîíå÷íîé). Ê ïðèìåðó, ñôîðìóëèðóåì
äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Â òåîðåìó îá îáùåì âèäå
îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû îòîáðà-
æåíèå y=F(x), äåéñòâóþùåå èç À â Â, áûëî ïðåäñòà-
âèìî ñèñòåìîé óñëîâèé yb~Pb(x) (b∈B) ïðè ïîäõîäÿùåì
âûáîðå ïðåäèêàòîâ Ðb, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû îíî áûëî îäíîçíà÷íûì. Ïðåäèêàòû Ðb âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç ïðåäèêàò F â âèäå Pb(x)=F(x, b) (b∈B).
Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè ñâîäèòñÿ ê óñòàíîâ-
ëåíèþ òîãî ôàêòà, ÷òî ëþáîå îòîáðàæåíèå, çàäàâàå-
ìîå ñèñòåìîé (26), îäíîçíà÷íî; äîñòàòî÷íîñòè – ê
óñòàíîâëåíèþ òîãî, ÷òî ëþáîå îäíîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå ìîæåò áûòü âûðàæåíî ñèñòåìîé (26) ïðè
ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïðåäèêàòîâ Pb(x).

Ñ ïîìîùüþ çàâèñèìîñòåé (24) (èëè (25)) äëÿ
ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ y=F(x) ìîæíî íàéòè äëÿ êàæ-
äîãî õ∈À ñîîòâåòñòâóþùåå åìó çíà÷åíèå ó∈Â, åñëè
îíî ñóùåñòâóåò. Â ýòîì ñëó÷àå îäèí èç ïðåäèêà-

òîâ ybi  (i=1, l ) îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó, îñòàëüíûå –
â íóëü. Åñëè æå çíà÷åíèå ó îòîáðàæåíèÿ F äëÿ
êàêîãî-òî õ∈À íå ñóùåñòâóåò, òî â ýòîì ñëó÷àå âñå
ïðåäèêàòû ybi îáðàùàþòñÿ â íóëü. Òàêèì îáðàçîì,
çàâèñèìîñòè (24) è (25) ìîæíî èñïîëüçîâàòü â
êà÷åñòâå óäîáíîãî ñïîñîáà äëÿ ÿâíîãî ôîðìóëüíîãî
âûðàæåíèÿ ëþáûõ îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð ÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîçíà÷íîãî
îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü À={a, b, c, d}, B={a, b, c}, F(x,
y)=xayb∨xbyb∨xdyc. Ïðîâåðÿåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
îäíîçíà÷íîñòè äëÿ ïðåäèêàòà F: x∈Ay, z∈B (F(x, y)∧
F(x, z)⊃D(y, z))=x∈{a, b, c, d}y, z∈{a, b, c}
((xayb∨xbyb∨xdyc)(xazb∨ ∨xbzb∨xdzc)⊃yaza∨ybzb∨yczc)=1.
Oòîáðàæåíèå F îäíîçíà÷íî, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå (24). Çàïèñûâàåì äëÿ îòîáðà-
æåíèÿ F ðàâåíñòâà (24): ya=F(x, à)=xaab∨xbab∨xdac=0;
yb=F(x, b)=xabb∨...∨xbbb∨xdb=xa∨xb; yc=F(x,c)=
xacb∨xbcb∨xdcc= =xd. Èòàê, îòîáðàæåíèå y=F(x) âûðà-
æàåòñÿ â ÿâíîì âèäå ñèñòåìîé ðàâåíñòâ

ya=0, yb=xa∨xb, yc=xd.                    (â)
Ñ ïîìîùüþ çàâèñèìîñòåé (â) íàõîäèì çíà÷åíèÿ

îòîáðàæåíèÿ F: äëÿ õ=à, ó=b, òàê êàê yb=1, ya=yc=0;
àíàëîãè÷íî, åñëè õ=b, òî ó=b; åñëè õ=d, òî ó=ñ; äëÿ
õ=ñ çíà÷åíèå y=F(x) íå ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó
ya=yb=yc=0.

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì îäíîçíà÷íûõ îòîáðà-
æåíèé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ôóíêöèÿ y=F(x) îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî À â ìíîæå-
ñòâî Â è ïèñàòü F:À→Â. Ôóíêöèåé èç À â Â íàçûâàåòñÿ
ëþáîå îäíîçíà÷íîå è âñþäó îïðåäåëåííîå îòîáðàæå-
íèå, äåéñòâóþùåå èç À â Â. Ëþáîå îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå ìîæíî ïðåâðàòèòü â ôóíêöèþ, åñëè
ñóçèòü åãî îáëàñòü îòïðàâëåíèÿ äî îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ. Ôóíêöèþ y=F(x), îòîáðàæàþùóþ À â Â, ìîæíî
çàäàòü, óêàçûâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèé åé ïðåäèêàò F(x,

y), îïðåäåëåííûé íà À×Â. ×òîáû òàêîå çàäàíèå
ôóíêöèè F áûëî êîððåêòíûì (ò.å. íà ñàìîì äåëå
îïðåäåëÿëî ôóíêöèþ, à íå êàêîå-òî èíîå îòîáðàæå-
íèå), íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåäèêàò F(x, y) ïîä÷è-
íÿåòñÿ, âî-ïåðâûõ, óñëîâèþ âñþäó îïðåäåëåííîñòè
(20) è, âî-âòîðûõ, óñëîâèþ îäíîçíà÷íîñòè (22).
Ïðåäèêàò, óäîâëåòâîðÿþùèé ýòèì äâóì óñëîâèÿì,
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì.

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñþðúåêöèåé, åñëè åå îáëàñòü
çíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ ïðèáûòèÿ. Ãîâîðÿò,
÷òî ñþðüåêöèÿ f:À→Â îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî À íà
ìíîæåñòâî Â. Î ôóíêöèè æå F:À→À ãîâîðÿò, ÷òî îíà
îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî Ì â ñåáÿ. Òàêàÿ ôóíêöèÿ
íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé, çàäàííîé íà À. Ôóíêöèÿ F
íàçûâàåòñÿ èíúåêöèåé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ îáðàòíîé îäíîçíà÷íîñòè. Îòîáðàæåíèå, óäîâ-
ëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ïðÿìîé è îáðàòíîé îäíîçíà÷-
íîñòè, íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Ôóíêöèÿ
íàçûâàåòñÿ áèåêöèåé, åñëè îíà ñþðúåêòèâíà è èíúåê-
òèâíà. Ãîâîðÿò, ÷òî áèåêöèÿ F:À→Â âçàèìíî îäíî-
çíà÷íî îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî À íà ìíîæåñòâî Â. Åñëè
ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ F:À→Â, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæå-
ñòâà À è Â ðàâíîìîùíû. Êîíå÷íûå ðàâíîìîùíûå
ìíîæåñòâà ñîñòîÿò èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.
Ôóíêöèè ìîæíî îïèñûâàòü ôîðìóëàìè â ÿâíîì âèäå
òî÷íî òàê æå, êàê è ëþáûå îäíîçíà÷íûå îòîáðàæå-
íèÿ. Îñîáåííîñòü ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî òåïåðü â
âûðàæåíèÿõ, ñòîÿùèõ ñïðàâà îò çíàêîâ ðàâåíñòâà â
ñèñòåìå (24), âñòðå÷àþòñÿ ïðåäèêàòû óçíàâàíèÿ ïî
ïåðåìåííîé õ äëÿ âñåõ ïðåäìåòîâ îáëàñòè îòïðàâëå-
íèÿ îòîáðàæåíèÿ. Åñëè îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî, òî
â êàæäîì ðàâåíñòâå ñèñòåìû (24) áóäåò âñòðå÷àòüñÿ
íå áîëåå îäíîãî ïðåäèêàòà óçíàâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé
õ; åñëè æå îòîáðàæåíèå ñþðúåêòèâíî, òî â ñèñòåìå
(24) áóäóò îòñóòñòâîâàòü íóëè. Íàïðèìåð, îäíîçíà÷-
íîå îòîáðàæåíèå (â) íå ôóíêöèîíàëüíî, íå èíúåê-
òèâíî è íå ñþðúåêòèâíî.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî çäåñü áûë ðàññìîòðåí
ëèøü ÷àñòíûé ñëó÷àé îòîáðàæåíèÿ – îäíîìåñòíûå
îòîáðàæåíèÿ y=F(x). Ïîíÿòèå îòîáðàæåíèÿ ìîæíî
ðàñïðîñòðàíèòü íà ìíîãîìåñòíûå îòîáðàæåíèÿ y=F(x1,
x2,..., xm) è íà âåêòîðíûå îòîáðàæåíèÿ (y1,
y2,...,yn)=F(x1, x2,..., xm).
Ëèòåðàòóðà: Äóäàðü Ç.Â., Ìåëüíèêîâà Ð.Â., Øàáàíîâ-Êóø-
íàðåíêî Þ.Ï. Îòíîøåíèÿ êàê îáúåêòû ôîðìóëüíîãî
îïèñàíèÿ // Ðàäèîýëåêòðîíèêà è èíôîðìàòèêà. 1997.
Âûï. 1. Ñ. 115—119.
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