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Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè íà åâêëèäîâîì êîì-
áèíàòîðíîì ìíîæåñòâå, îòîáðàæåííîì â ïðîñòðàí-
ñòâî nR . Äëÿ âûïóêëîãî è ñèëüíî âûïóêëîãî ïðîäîë-
æåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è ñòðîÿòñÿ è èññëåäóþò-
ñÿ îöåíêè ìèíèìóìà íà êîìáèíàòîðíîì ìíîæåñòâå.
Ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ îöåíêè â çàäà÷å îïòèìè-
çàöèè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè íà åâêëèäîâîì ìíîæå-
ñòâå ïåðåñòàíîâîê. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëè-
òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ñëå-
äóþùåãî âèäà:

nRExx min,)(
_

,           (1)

ãäå E  – åâêëèäîâî êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî [1],
îòîáðàæåííîå â ïðîñòðàíñòâî nR . Ýëåìåíòàìè
ìíîæåñòâà E  ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû, êîîðäèíàòû êî-
òîðûõ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ óïîðÿäî÷åííûõ íàáî-
ðîâ èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

naaanaaaA ...21},,...,2,1{ .

Ïðèìåðàìè åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ
ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà ïåðåñòàíî-
âîê, ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè è áåç ïîâòîðåíèé,
ñî÷åòàíèé è äð. Ýëåìåíòû åâêëèäîâûõ êîìáèíà-
òîðíûõ ìíîæåñòâ – ýòî âåðøèíû êîìáèíàòîðíûõ
ìíîãîãðàííèêîâ, èññëåäîâàíèþ êîòîðûõ ïîñâÿùå-
íû, â ÷àñòíîñòè, ðàáîòû [2-4].

Îñóùåñòâèì âûïóêëîå ïðîäîëæåíèå )(x  ôóíê-

öèè )(
_

x  íà âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî

convEX , ãäå convE  – âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíî-
æåñòâà E . Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âûïóêëîå ïðîäîë-
æåíèå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñ ñîõðàíåíèåì âûðà-

æåíèÿ )(
_

x . Â òî æå âðåìÿ, äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ
åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ óäà¸òñÿ ïî-
ñòðîèòü âûïóêëîå (ñèëüíî âûïóêëîå ñ ïàðàìåòðîì

0 ) ïðîäîëæåíèå convEX  íà ìíîæåñòâî äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ )(
_

x . Â ðàáîòå [5] äîêàçûâàåòñÿ
ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïðîäîëæåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ

E , ñîâïàäàþùèõ ñ âåðøèíàìè ñâîåé âûïóêëîé
îáîëî÷êè, ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

convEvertE .                   (2)

Óñëîâèþ (2) óäîâëåòâîðÿþò åâêëèäîâû êîìáèíà-
òîðíûå ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê, ñî÷åòàíèé, ðàçìå-
ùåíèé áåç ïîâòîðåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî n-1,
ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç 2 ýëåìåíòîâ ïî n è
äð. Åâêëèäîâû ìíîæåñòâà ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðå-
íèÿìè è áåç ïîâòîðåíèé ïðîèçâîëüíîãî âèäà ïóò¸ì
äåêîìïîçèöèè ìîãóò áûòü ðàçáèòû íà ìíîæåñòâà,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (2). Êîíñòðóêòèâíûå
ìåòîäû äëÿ ïîñòðîåíèÿ âûïóêëûõ è ñèëüíî âûïóê-
ëûõ ïðîäîëæåíèé ôóíêöèé, çàäàííûõ íà êëàññàõ
ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (2), ïðèâîäÿòñÿ â
ðàáîòàõ [6-8].

Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîãî ïðîäîëæåíèÿ
ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè, ýêâèâàëåíò-
íóþ çàäà÷å (1):

nRExx min,)( ,           (3)

ãäå )()(
_

xconvx  – âûïóêëàÿ (ñèëüíî âûïóêëàÿ

ñ ïàðàìåòðîì 0 ) ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ

Exxx ),()(
_

.             (4)

Â öåëÿõ ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìè-
çàöèè (1), (3) èññëåäóåì ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà èõ
öåëåâûõ ôóíêöèé )(

_
x , )(x  íà åâêëèäîâûõ

êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ. Ðàññìîòðèì îöåíêè
ìèíèìóìà ôóíêöèé, çàäàííûõ íà åâêëèäîâûõ êîì-
áèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ
[7,9]. Â èõ îñíîâå ëåæàò èçâåñòíûå òåîðåìû îá
ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâàõ âûïóêëûõ ôóíêöèé íà
âûïóêëûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâàõ. Ïðèâåä¸ì âû-
ðàæåíèÿ äëÿ îöåíîê.

Ïóñòü )(
_

x  – ôóíêöèÿ öåëè çàäà÷è (1), à )(x  –
å¸ âûïóêëîå äèôôåðåíöèðóåìîå ïðîäîëæåíèå íà
âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî convEX . Òîãäà
äëÿ ëþáîãî Xx

)),(()),(()()( minmin
_

yxxxxx
EyEy

.  (5)

Â ñëó÷àå, åñëè )(x  – ñèëüíî âûïóêëîå ñ ïàðàìåò-
ðîì 0  ïðîäîëæåíèå )(

_
x  íà âûïóêëîå çàìêíó-

òîå ìíîæåñòâî convEX , à ),(minarg0 yy
Xy

 òî

200
_

minmin )()( yyyy
EyEy

.      (6)

Åñëè )(x  – ñèëüíî âûïóêëîå ñ ïàðàìåòðîì 0
äèôôåðåíöèðóåìîå ïðîäîëæåíèå )(

_
x  íà

convEX , òî Xx :

2_
)(

4
1)()(min xxy

Ey
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2
)(

2
1

min xxy
Ey

.         (7)

Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ìèíèìóìà ïî Ey  â ïðàâûõ
÷àñòÿõ íåðàâåíñòâ (5)-(7) ðåøàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò
âèäà ìíîæåñòâà E . Ðåøåíèÿ çàäà÷ îá îòûñêàíèè
ìèíèìóìîâ ëèíåéíûõ ôóíêöèé è ôóíêöèé âèäà

2)( Cxxg  íà êëàññàõ åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîð-

íûõ ìíîæåñòâ ïðèâåäåíû â [7,9].

Îòìåòèì, ÷òî îöåíêè ìèíèìóìà )(x  (5), (7)

ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè Xx . Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, êîíñòðóêòèâíûå ìåòîäû ïîñòðîå-
íèÿ ñèëüíî âûïóêëûõ ïðîäîëæåíèé )(x  íà

convEX  ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñèëüíî âûïóêëîå
ïðîäîëæåíèå ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà

0 . Ïîýòîìó â (6), (7) èìååòñÿ âîçìîæíîñòü
âûáîðà çíà÷åíèÿ  . Îöåíèâàÿ ñíèçó ìèíèìóì
ôóíêöèè, åñòåñòâåííî ñòðåìèòüñÿ ê ïîëó÷åíèþ
âîçìîæíî áîëåå òî÷íîé, à çíà÷èò, âîçìîæíî áîëü-
øåé ïî âåëè÷èíå îöåíêè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó å¸
ïîëó÷åíèÿ. Ââåä¸ì îáîçíà÷åíèÿ

)),(()),(()()( min1 yxxxxxe
Ey ,    (8)

200
2 min)()( yyye

Ey
,        (9)

2
3 )(

4
1)()( xxxe

2
)(

2
1

min xxy
Ey

.          (10)

Çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé

),(),(),( 321 xeexe  ìîæíî ðåøèòü òîëüêî ïîñëå
îïðåäåëåíèÿ ìèíèìóìîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíî-
øåíèé (8)-(10). Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ýòè çàäà÷è
ðåøàþòñÿ ïî-ðàçíîìó äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ ìíî-
æåñòâ E . Èõ ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé è
êîìáèíàòîðíûìè ñâîéñòâàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ.

Ðàññìîòðèì îöåíêè (8)–(10) íà ïðèìåðå êîìáèíà-
òîðíîãî ìíîæåñòâà nkE  ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåí-
òîâ, k èç êîòîðûõ ðàçëè÷íû, ïîðîæäåííîãî ÷èñëàìè

....21 naaa  Îöåíêè (5)-(7) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ
ïîëó÷åíû â ðàáîòå [9] è èõ ïðàâûå ÷àñòè (8)-(10)
èìåþò ñëåäóþùèé âèä :

n

j j
jm

a
x

xxxxxe
1

1
)()),(()()( ,   (11)

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü },...,,{ 21 nmmm  òàêîâà, ÷òî

nmmm x
x

x
x

x
x )(...)()(

21
.

Â âûðàæåíèÿõ äëÿ )(2e  è ),(3 xe  íåîáõîäèìî
ó÷åñòü ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñèëüíî âûïóêëîãî ïðî-

äîëæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå

nkE . Ïóñòü )(x  – ðåçóëüòàò ïîñòðîåíèÿ âûïóêëî-
ãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè )(

_
x , çàäàííîé íà ìíî-

æåñòâå nkE , íà âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæå-
ñòâî nkEX  [8]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî )(x  ñèëüíî
âûïóêëà íà X ñ ïàðàìåòðîì 00 . Òîãäà ôóíêöèÿ

)(xf  âèäà
n

i

n

i
ii axxxf

1 1

22
1 )()()(          (12)

ñèëüíî âûïóêëà íà X ñ ïàðàìåòðîì 01 .
Êðîìå òîãî, èç (12) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ

)()( xxfEx nk . Ïðè ýòîì çíà÷åíèå 01
ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì . Ýòî
ñëåäóåò èç ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî óòâåðæäå-
íèÿ.

Òåîðåìà 1.Ôóíêöèÿ )(xf  âèäà (12) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
âûïóêëîé ñ ïàðàìåòðîì )0(, 010  ïðè
âñåõ çíà÷åíèÿõ 01 .

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ïðè
01  óòâåðæäåíèå òåîðåìû ëåãêî âûòåêàåò èç

òîãî, ÷òî )(xf  — íåîòðèöàòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîì-
áèíàöèÿ äâóõ ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé )(x  è

n

i
ii axxg

1

22
1 )()( . Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

010 . Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåä¸ì ïî àíàëî-
ãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû î ñèëüíîé âûïóê-
ëîñòè ôóíêöèè â [10].

Òàê êàê ôóíêöèÿ )(x  ñèëüíî âûïóêëà ñ ïàðàìåò-
ðîì 0  íà X , òî äëÿ íå¸ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

2
0)1()()1()())1(( yxyxyx ,

.10,, Xyx (13)

Ôóíêöèÿ Cxaxxg
n

i
ii 1

2
1

1

22
1 )()( , ãäå

n

i
iaC

1

2 , ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûïóêëîé ñ ïàðàìåòðîì

1 . Äëÿ )(xg  íåðàâåíñòâî (13) ïðåâðàùàåòñÿ â

òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî:

)())1(( 2
1

2
1 CxCyx

2
1

2
1 )1()()1( yxCy ,

10,, Xyx .             (14)

Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (14) ìîæåò áûòü ïðîâå-
ðåíà íåïîñðåäñòâåííî. Ñëîæèì ïî÷ëåííî ðàâåíñòâî
(14) è íåðàâåíñòâî (13). Èìååì:

))1(())1(( 2
1 Cyxyx

)()1()()( 2
1 yCxx

2
10

2
1 ))(1()()1( yxCy .
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Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ äëÿ )(xf

)()1()())1(( yfxfyxf

2
10 ))(1( yx .          (15)

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 010 . Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî )(xf  ñèëüíî âûïóêëà íà X ñ ïàðàìåò-
ðîì )( 10 .

Îòìåòèì, ÷òî ïðè 10  ôóíêöèÿ )(xf  ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëîé íà X.

Çàìåíèì â ñîîòíîøåíèÿõ (9),(10) )(x  íà )(xf  è
ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ),,(),( 32 xee äëÿ ìíîæå-
ñòâà nkE :

n

i

n

i
ii ayye

1 1

220
1

0
2 )()()(

2*0
01 )( yy ,              (16)

ãäå )(minarg0 yfy
Xy

, jjm ay 0 , nj ,...,1 , ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü },...,,{ 21 nmmm  òàêîâà, ÷òî

00
2

0
1

...
nmmm yyy . Î÷åâèäíî, ÷òî )(00 yy :

n

i
ii axxxe

1

22
13 )()(),(

2
1

01
2)(

)(4
1 xx

+

2

01

0

01
01 )(

)(2
1*)( xxy . (17)

Çäåñü njay jjm ,...,1,* , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
},...,,{ 21 nmmm  òàêîâà, ÷òî

...)
2

)(
(1)

2
)(

(1 2
20

01

1
10

01

m
m

m
m

x
x

x
x

)
2

)(
(1... 0

01

nm
nm

x
x .       (18)

Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Äëÿ îöåíêè ),(3 xe  ñïðàâåäëèâî òîæ-
äåñòâî ),(),( 03013 xexe  ïðè âñåõ Xx , ãäå

00 – ïàðàìåòð ñèëüíîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè
)(x âèäà (4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäíåå ñëàãàå-
ìîå â ñîîòíîøåíèè (17). Èç (18) ñëåäóåò, ÷òî *y  íå
çàâèñèò îò 1  ïðè óñëîâèè 001 . Äîêàæåì,
÷òî ðàçíîñòü 0),(),( 03103 xexe :

)()(),(),( 2

1

2
103103 i

n

i
i axxxexe

2
1

10
2)(

)(4
1 xx

2

0
01

*
01 )

2
)((1)( xxy

)
2

)()(
4

1)((
2

0

*2 xxyxx

= )
)(2)(

(
4
1)(

0

2

01

2
1

1

22
1

xxx
ax

n

i
ii

2

0
01

*
01 )

2
)((1)(( xxy

)
2

)(*
2

0

*
0

xxy .          (19)

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî êàæäîå èç äâóõ ïîñëåäíèõ
ñëàãàåìûõ.

Ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ðàñêðûâàÿ ñêîá-
êè, ïîëó÷àåì:

n

i i
i x

xx
xxx

101

1

0

2

01

2
1 )()

)(2)(
(

4
1

2

010

12

01

1
2

)(
)(4

xx .

Óïðîùàÿ è ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â ïîñëåäíåì ñëàãàå-
ìîì (18), ïîëó÷àåì

2

0

*
0

2

0
01

*
01 2

)(*)
2

)((1)( xxyxxy

*)1(
01

02

01

0
2

02
1 xy

n

i i
i x

x
xx

1

2

010

1 )(
)(4

)(* .

Ñ ó÷¸òîì ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé èìååì

n

i
i

n

i
i axxexe

1

2
1

1

2
103103 ),(),(

2

01

1
2

101

1 )( x
x

xx
n

i i
i

+ 1()(
)(4

2

01

0
2

02
1

2

010

1 xyx

n

i i
i x

x
xx
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Èç ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà òî÷êè Xx  è çíà÷åíèÿ

01  ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ
òåîðåìû.

Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà )(3 xe  ïðèíèìàåò âèä
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Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îöåíîê ìèíèìóìà
ôóíêöèé íà åâêëèäîâîì ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê

nkE  (11), (16), (20) äàþò âîçìîæíîñòü âûïîëíèòü
â ÿâíîì âèäå ïîñòàíîâêó ñëåäóþùèõ çàäà÷ îïòèìè-
çàöèè:

Xxxe max,)(1 ,              (21)

02 max,)(e ,             (22)

Xxxe max,)(3 .             (23)

Ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ áóäóò
èñêîìûå ýôôåêòèâíûå çíà÷åíèÿ îöåíîê (5)-(7)
ìèíèìóìà âûïóêëûõ ïðîäîëæåíèé ôóíêöèé, çà-
äàííûõ íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê. Ñëîæíîñòü

çàâèñèìîñòåé ),(),( 21 exe ..., ),,(3 xe íå ïîçâîëÿåò
ðåøèòü çàäà÷è îïòèìèçàöèè (21)-(23) àíàëèòè÷åñ-
êè. Îäíàêî îíè ìîãóò áûòü óñïåøíî ðåøåíû îäíèì
èç ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòè-
ìèçàöèè. Îïèøåì ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ íà ìíîæå-
ñòâå nkE .

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå îöåíîê ),(),(),( 321 xeexe
íà ïðèìåðå êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè )(x  âèäà

n

i
ii

n

i

n

j
jiij xbxxCx

11 1
)( ,        (24)

ãäå Ñ – ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåë¸ííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ
ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè nn RxRBnn ,, . Ñ ôóí-
êöèÿìè âèäà (24) ïðîâåä¸ì âû÷èñëèòåëüíûå ýêñ-
ïåðèìåíòû. Â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ïðèìåðà âûáåðåì

)(x  ñ ìàòðèöåé Ñ âèäà

Ñ= 

20754
7643
54302
43210

,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-
îïðåäåë¸ííîé ñ ìèíèìàëüíûì ñîá-
ñòâåííûì ÷èñëîì 74.20 .

)4321(B . Ïåðåìåííàÿ X
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà

444 EE , ïîðîæä¸ííîãî ÷èñëàìè
)4321( .

Ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà 609 íà ïåðå-
ñòàíîâêå )1423(*x . Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ
îöåíîê 31,ee  â õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà X,
à çàòåì ðåøèì çàäà÷è îïòèìèçàöèè (21),(23).

Äëÿ îöåíîê 31,ee  â êà÷åñòâå òàêèõ òî÷åê âûáåðåì
çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ ìíîæåñòâà 4E , à òàêæå çíà÷åíèå

â òî÷êå ìèíèìóìà )(x  íà X: )(minarg0 xy
Xx

.

Ñðàâíèì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ñ ðåçóëüòàòîì ðåøå-
íèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè (21),(23).

Äëÿ çàäàííûõ Ñ è Â )02.024.0003.0(0y

Äëÿ îöåíêè )(1 xe  ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

577)(1
4

max xe
Ex

 â òî÷êå )1423(*xx ,

291)(1
4

min xe
Ex

 â òî÷êå )3241(x ,

39.0)( 0
1 ye ,

6.602)(1max xe
Xx

 â òî÷êå )4.146.13(x .

Äëÿ îöåíêè )(3 xe  ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

3.589)(3
4

max xe
Ex

 â òî÷êå )3124(*xx ,

345)(3
4

min xe
Ex

 â òî÷êå )3241(x ,

77.82)( 0
3 ye ,

91.603)(1max xe
Xx

 â òî÷êå )24.247.179.153.3(x .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî çíà÷åíèÿ îöåíêè
)(2e  ðåøèì çàäà÷ó (22).Å¸ ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóåò

09.102)(2e  ïðè 250001 .

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû 100 îïûòîâ ñ
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé âèäà (19) ïðè ðàçëè÷íûõ
C è B, âñå ìàòðèöû C ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè
ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåë¸ííûìè. Äëÿ êàæäîé òåñòî-
âîé çàäà÷è âû÷èñëÿëàñü ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà

id , õàðàêòåðèçóþùàÿ ñòåïåíü ïðèáëèæåíèÿ îöåí-
êè ie  ê òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è. Â íèæíåé ñòðîêå
ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî 

_
id

ïî êàæäîé ñòðîêå.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ýôôåêòèâíîñòè îöåíîê ñ ó÷¸òîì
èõ îïòèìèçàöèè ðàññìîòðèì èõ ïðèìåíåíèå â ñõåìå
ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö. Â êà÷åñòâå ïðàâèëà äåêîì-

)(min x
Ex

0 )(1 xe )(2e )(3 xe

692.83
458.74
481.72

…

7.74
6.73
7.51
…

656.54(94.76)
448.35(97.35)
472.30(98.04)

…

257.01(37.10)
227.82(49.66)
254.16(52.76)

…

691.08(99.75)
458.74(100.00)
478.95(99.42)

…
_
id 97.30 43.78 99.83

Òàáëèöà 1
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ïîçèöèè âûáåðåì ïðîñòåéøåå, çàêëþ÷àþùååñÿ â
òîì, ÷òî íà êàæäîì i-ì óðîâíå áóäåì ôèêñèðîâàòü
i-þ êîîðäèíàòó x  è ïðèñâàèâàòü åé ïîî÷åð¸äíî
îäíî èç îñòàâøèõñÿ ïîñëå ïðåäûäóùèõ ôèêñàöèé
âîçìîæíîå ðåøåíèå. Ïðèìåð äåðåâà äëÿ îöåíêè

)(1 xe  ïðèâåäåí â òàáë. 2. Çäåñü iY  – ìíîæåñòâî, íà
êîòîðîì ñòðîÿòñÿ ïåðåñòàíîâêè íà i-ì óðîâíå. Ïðè
n=4 )4321(0Y . Íà n-2 óðîâíå ñïóñê çàêàí-
÷èâàåòñÿ, òàê êàê ìîùíîñòü 2Y  ðàâíà 2.

Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû îöå-
íîê áûëî âûáðàíî ÷èñëî îòñå÷¸ííûõ âåòâåé äåðåâà
ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö íà êàæäîì èç óðîâíåé, ïî
êîòîðîìó ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñëî îòñå÷¸ííûõ
âåðøèí. Òàê, â ëó÷øåì ñëó÷àå çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ
áóäåò ðàâíî äëÿ n=2  (1,1).

Ïðè n=8 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: çíà÷å-
íèÿ ïîêàçàòåëÿ ýôôåêòèâíîñòè è âðåìÿ ðàáîòû
ïðîãðàììû â ñåêóíäàõ äëÿ îöåíîê 321 ,, eee  ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàâíû

(8, 25, 64, 51, 44, 4), 288 c,

(8, 56, 336, 1619, 3716, 1588), 172 c,

(3, 6, 6, 6, 6, 6), 164 c

ïðè ÷èñëå âåòâåé íà êàæäîì èç óðîâíåé

(8, 56, 336, 1680, 6720, 20160).

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå àíàëèçà âû÷èñëèòåëü-
íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå
âûâîäû.

1. Îïòèìèçàöèÿ îöåíîê )(),(),( 321 xeexe  ïðèâîäèò
ê èõ ñóùåñòâåííîìó óëó÷øåíèþ ïî ñðàâíåíèþ ñ
îöåíêàìè, âû÷èñëåííûìè ïðè ïðîèçâîëüíûõ x è .

2. Äëÿ ñèëüíî âûïóêëûõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóí-
êöèé íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé ÿâëÿåòñÿ îöåíêà )(3 xe .
Îöåíêó )(2e  öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü ïðè íå-
äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè )(xf .

3. Èñïîëüçîâàíèå îöåíîê )(),(),( 321 xeexe  â ìåòîäå
âåòâåé è ãðàíèö ñ òðèâèàëüíîé ñõåìîé âåòâëåíèÿ
ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, âû÷èñ-
ëåíèå îöåíîê ïîçâîëÿåò îòñå÷ü çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî

âåòâåé äåðåâà è ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü ïåðåáîð. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ïîïûòêè ðåøèòü çàäà÷è áîëåå
âûñîêîé ðàçìåðíîñòè ïðèâîäÿò ê çíà÷èòåëüíîìó
óâåëè÷åíèþ çàòðàò âðåìåíè, ÷òî òðåáóåò ïðèìåíå-
íèÿ áîëåå ýôôåêòèâíûõ ñõåì âåòâëåíèÿ è ïðîâå-
äåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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1x 1 2 3 4

1Y (2 3 4) (1 3 4) (1 2 4) (1 2 3)
)(1 xe 782 680 604 615

2x 2 3 4 1 3 4 1 2 4 1 2 3

2Y (3 4) (2 4) (2 3) (3 4) (1 4) (1 3) (2 4) (1 4) (1 2) (2 3) (1 3) (1 2)
)(1 xe 783 803 960 708 720 879 617 609 875 627 621 728

)( 1
3x 888 989 1041 813 963 1017 803 852 932 708 759 785

)( 2
3x 783 803 960 708 720 879 617 609 875 627 621 728

min 783 803 960 708 720 879 617 609 875 627 621 728
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