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ВЫЧИСЛЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ И СПЕЦИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ С ИНТЕРВАЛЬНО ЗАДАННЫМ АРГУМЕНТОМ, ОПРЕДЕЛЁННЫМ В СИСТЕМЕ ЦЕНТР-РАДИУС
В.Ю. ДУБНИЦКИЙ, А.М. КОБЫЛИН, О.А. КОБЫЛИН 
Предложены алгоритмы для вычисления значений элементарных функций, аргументы которых представлены интервальными числами, определёнными в системе центр-радиус. Алгоритмы реализованы в специализированном программном калькуляторе, позволяющем вычислять интервальные значения степенной, показательной, логарифмической функции, прямых и обратных тригонометрических функций, прямых и обратных гиперболических функций, гамма-функции, неполной гамма-функции, бета-функции и дигамма-функции.
Ключевые слова: элементарные функции, интервальные числа, определенные в системе центр радиус, специализированный программный калькулятор, степенная функция, показательная функция, логарифмическая функция, прямые и обратные тригонометрические функции, прямые и обратные гиперболические функции, гамма-функция, неполная гамма-функции, бета-функция, дигамма-функция.
ВВЕДЕНИЕ

Задача вычисления значений элементарных функций исторически стала одной из первых задач, решённых на компьютерах [1]. С тех пор и до сегодняшнего дня она остается актуальной так, как методы её решение существенно зависят от непрерывно меняющейся архитектуры компьютеров. Подробно эти методы рассмотрены в работах [2…6]. Главная особенность этих работ, с точки зрения авторов данного сообщения, в том, что в них для вычисления значений элементарных и специальных функций использована традиционная эвклидова арифметика. Использование интервально заданных чисел в указанных работах не рассмотрено.
Понятие интервального числа и теоретические основы интервального анализа для решения прикладных задач рассмотрены в работах [7…10]. В работе [10] введено представление интервального числа в системе центр-радиус и определены правила действий с такими числами.

Следуя этой работе рассмотрим множество действительных чисел R, на котором определим интервальное число А в виде замкнутого интервала:

A=
[image: image173.wmf](

)

*

k

u

1

Σ

+

=
[image: image2.wmf]12

(,)

aa

, 
[image: image3.wmf]aa

£

; 
[image: image4.wmf]12

aa

£

,
 (1)

и представим в виде:
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где:
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При применении системы центр-радиус действия сложения и вычитания с интервальными числами выполняют по следующим правилам: 
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В рамках данной работы примем, что границы интервалов, которые ограничивают рассматриваемые числа, образованы вычислительными ошибками, погрешностями измерений или неполным знанием области изменения некоторой физической величины. Поэтому в условии (2) должны быть выполнены неравенства: 


[image: image11.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image12.wmf]0

a

ar

³³

, 
[image: image13.wmf]0

b

br

³³

,

 (6)

иначе будем считать, что задача, в рамках наших представлений об исследуемом объекте, физического смысла не имеет. В работе [10] предложены формулы для выполнения операции деления и умножения в системе центр-радиус в виде:
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Для возведения в целочисленную степень в работе [10] приведены формулы:
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при условии, что 
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Для программирования процесса вычислений условие (9) представим, с учетом условия (10), в виде:
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В работе [9] модуль интервального числа A=
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Для определения значений элементарных функций с интервально заданным аргументом в работах [9, 10, 11] применено их разложение в ряд Тейлора. Такой подход, по нашему мнению, требует отсутствующего в настоящее время строгого обоснования понятий предельного перехода и сходимости для функциональных рядов, численные значения аргументов которых заданы в интервальном виде.
1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Разработка и программная реализация методов вычисления значений элементарных и специальных функций на основе их многочленных и рациональных аппроксимаций, при условии, что численные значения аргументов есть интервальные числа, заданные в системе центр-радиус. В рамках данной работы к элементарным функциям отнесены степенная функция, логарифмическая функция, прямые и обратные тригонометрические функции, прямые и обратные гиперболические функции. К специальным функциям отнесены гамма-функция, неполная гамма-функция, бета-функция и дигамма-функция.

2. ВЫЧИСЛЕНИЯ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ

Рассмотрим процедуры вычисления элементарных функций при условии, что численные значения аргументов есть интервальные числа, заданные в системе центр-радиус.

Рассмотрим основные арифметические операции в том случае, когда один из операндов - постоянное число.  В системе центр-радиус, используя условия (2,3), постоянное число С представим в виде
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Для умножения интервального числа, представленного в системе центр-радиус, на постоянную величину примем, что:
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При операции деления интервального числа на постоянное число получим, что:   
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или:
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Следуя работе [3, С.78], и принимая во внимание ранее введенные обозначения, представим логарифмическую функцию в виде:
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Далее при описании вычислительных алгоритмов, во избежание недоразумений, связанных с использованием десятичных дробей, вместо символа
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Коэффициенты ai, необходимые для вычисления величины
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 приведены в табл.1.

Таблица 1
Значение коэффициентов для приближения функции  
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Произвольную показательную функцию, используя работу [3, С. 49] представим в виде: 
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Тогда, с учетом условия (18), её интервальным расширением будет функция вида: 
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Экспоненту c отрицательным показателем, точнее её рациональное приближение, следуя работе [3, С 63] представим в виде 
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Значения коэффициентов аk,, используемых для приближения величины 
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, приведены в табл.2.

Таблица 2

Значение интерполяционных коэффициентов для приближения величины 
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Интервальное расширение функции (20) примет вид:
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 Экспоненту c положительным показателем представим в виде:
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Это позволяет осуществлять действия с числами в диапазоне [
[image: image58.wmf]76

1,1210;8,8810

-

××

]

При выбранных методах вычисления значений тригонометрических и гиперболических функций потребуется выполнение операций сравнения интервальных чисел, представленных в системе центр-радиус. 

Будем считать, что интервальное число
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В работе[9] модулем интервального числа A=
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Комодулем интервального числа
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Пусть 
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Условие
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 представим в виде:
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Для вычисления значений тригонометрических функций с интервально заданным аргументом используем методику, описанную в работе [4, С. 232].

Пусть
[image: image72.wmf];

x

Xxr

=

, тогда:


[image: image73.wmf];

;

22;022

x

x

xr

r

Xx

Z

===

.
       (29)

Функцию 
[image: image74.wmf]tgZ

представим в виде:
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Используя условие (29) и основную тригонометрическую подстановку получим выражения для вычисления основных тригонометрических функций, которые приведены в табл.3. 

Таблица 3

Значения основных тригонометрических функций, выраженных с использованием тангенса половинного угла 

	Функция
	Подстановка
	Ограничения
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При использовании формул, приведенных в этой таблице, следует помнить, что их применять следует, только используя правила действия с интервальными числами, описанными ранее.

Для вычисления значений обратных тригонометрических функции используем выражения, приведенные в работе [9, С.115,119].Тогда получим, что:
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Для вычисления значений гиперболических функций с интервально заданным аргументом используем методику, описанную в работах [3, С.133;4, С. 264]. Примем, что:
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Тогда основные гиперболические функции представим в виде:
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Для вычисления значений обратных гиперболических функций используем методику, описанную в работе [12, С.28].
Значения арксинуса гиперболического вычислим по формуле:
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С учетом двузначности ареакосинуса гиперболического для вычисления его значений используем формулы:
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Значения арктангенса гиперболического и арккотангенса гиперболического вычислим по формулам:
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Далее, используя условия (13)…(44), вычислим  значения гамма-функции, неполной гамма-функции, бета-функции и дигамма-функции  при условии задания аргументов в виде интервальных чисел, определённых в системе центр-радиус.

В работе [2] приведены методы вычисления названных специальных функций аппроксимациями, использующими элементарные функции.

Для гамма-функции:
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известно приближение вида:
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Для неполной гамма-функции:
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(47)

известно приближение вида: 
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Бета-функция может быть представлена в виде отношения гамма-функций:
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Для дигамма-функции:
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известно приближение вида: 
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Совмещение методов интервальных вычислений с методами вычисления значений специальных функций позволяют найти решение задачи, сформулированной в заголовке данного сообщения.

В работе [13] для вычисления значений гамма-функции предложено упрощённое, в сравнении с условием (46) выражение вида:
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В табл.4 приведены значения функций Γ(2)=1 и Γ(6)=120 вычисленные по условиям (46) и (52).

Таблица 4
Значения функций Γ(2) и Γ(6)

	Точное значение гамма-функции
	Приближенное значение, вычисленное по условию (46)
	Приближенное значение, вычисленное по условию (52)

	Γ(2) =1
	1,0003
	0,999

	Γ(6) =120
	120,001
	119,999


Хотя условие (46) кажется более точным, однако при выполнении вычислений в интервальном виде предпочтительнее оказалось условие (52), дающее меньший радиус интервала так, как количество операций с интервальными числами в нём меньше, чем в условии (46). В интервальном виде сомножитель
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Для определения его интервального значения выполним действия в такой последовательности.

1) Вычислим, используя условие (18), величину:


[image: image123.wmf](

)

6

1

1

11

ln,

,1;0

1;0

,01;0

;0

,

;.

i

i

i

i

i

a

r

r

a

i

r

ar

a

a

a

a

a

a

-

=

=

éù

-

=-+=

êú

êú

ëû

=

å


(54)

2) Вычислим, используя условие (20) величину:
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3) Тогда численное значение условия (53), используя условие (17) получим в виде:
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4) Вычислим, используя условие (22) величину:
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5) Вычислим, используя условия (18) и (20), величину: 
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Интервальное значение сомножителя, стоящего в круглых скобках в условии (52) вычислим, используя условия (18) и (20) таким образом:
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Следовательно, интервальное расширение гамма-функции, вычисленное в системе центр-радиус
[image: image129.wmf](

)

a

G

éù

ëû

 можно определить так:
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Условие (60) получают последовательным выполнением действий по условию (7).

Рассмотрим более подробно процедуру вычисления интервальных значений неполной гамма-функции. Интервальное расширение выражения 
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получено в условии (36) и равно А5. Интервальное расширение выражения
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Далее, используя условия (5), (7), (8) и (11) получим следующее:
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Следовательно, интервальное расширение неполной гамма-функции, вычисленное в системе центр-радиус,
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Рассмотрим более подробно процедуру вычисления интервальных значений бета-функции. Из условия (28) следует, что основной элемент вычислительного процесса – вычисление функции
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Используя условие (5) получим, что:
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Следовательно:
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Интервальное расширение дигамма–функции, используя условия (11), (18), (30), представим в виде:
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В табл.5 приведены результаты сравнения предложенных методов вычисления значений гамма-функции, неполной гамма-функции, бета-функции и дигамма-функции с их табличными значениями, приведенными в работах [2,14]. 

Таблица 5
Табличные и интервальные значения гамма-функции, неполной гамма-функции, бета-функции и дигамма-функции

	Вид функции
	Табличное значения
	Интервальные расширения

	
	
	Система центр-радиус
	Классическое представление

	Г(1,5)
	0,8862
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	Г(2;3)
	0,19914
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	[0,19904;
0,19926]

	В(1,5;
1,2)
	0,51488
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	Ψ(1;5)
	0,03648
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Сопоставляя табличные значения функций и их интервальные расширения можно сделать вывод о том, что применение интервальных вычислений позволяет получать не только значения функций с достаточной для практического применения точностью, но и одновременно оценивать погрешность получаемых результатов вычислений. Последнее обстоятельство, по мнению авторов данного сообщения, делает их применение целесообразным в тех случаях, когда аргументы функций получают в результате экспериментальных наблюдений.

Для проведения вычислительных экспериментов разработана программная система на языке программирования C# в среде программирования Visual Studio. Главная форма предлагаемой программной системы показана на рис.1. 
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Рис.1. Главное окно программной системы для программного обеспечения
 «Интервальные расширения математических функций».

Примеры расчетов по интервальным расширениям элементарных функций показаны на рис.2,…6. 
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Рис.2. Пример расчета значений  степенной функции
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Рис.3. Пример расчета значений тригонометрической функции
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Рис.4. Пример расчета значений обратной тригонометрической функции
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Рис.5. Пример расчета значений  гиперболической функции
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Рис.6. Пример расчета значений  обратных гиперболической функции
В программной системе предусмотрено ее дальнейшее расширение, для решения прикладных задач с использованием интервальных расширений математических функций.

Областью применения полученных результатов могут быть вычисления значений элементарных и специальных функций в тех случаях, когда аргументы функций получают в результате экспериментальных наблюдений.
ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Предложены алгоритмы для вычисления значений элементарных функций, аргументы которых представлены интервальными числами, определёнными в системе центр-радиус. 

Алгоритмы реализованы в специализированном программном калькуляторе, позволяющем вычислять интервальные значения степенной, показательной, логарифмической функции, прямых и обратных тригонометрических функций, прямых и обратных гиперболических функций.

Для гамма-функции, неполной гамма-функции, бета-функции и дигамма-функции предложены алгоритмы вычисления их значений при условии определения их аргументов в виде интервальных чисел, заданных в системе центр-радиус.

Результаты численного эксперимента показали, что применение интервальных вычислений позволяет получать значения функций с достаточной для практического применения точностью и одновременно оценивать погрешность получаемых результатов вычислений.

Областью применения полученных результатов могут быть вычисления значений элементарных и специальных функций в тех случаях, когда аргументы функций получают в результате экспериментальных наблюдений.
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Основной текст статьи. Содержание должно отражать постановку проблемы, ее связь с важными научными и практическими задачами, изложение основных материалов исследования с полным обоснованием полученных научных результатов и перспективы дальнейшего развития данного направления.
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Табличный заголовок располагается справа над таблицей (вне таблицы).

Таблица 1 
Название таблицы

	1
	2
	3

	А
	Б
	В
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Формулы нумеруются при наличии ссылок на них в рукописи. Формулы, символы, переменные, встречающиеся в тексте должны быть набраны в редакторе формул MathType (Equation). Высота основной переменной – 10 пунктов, индекс – 8, над- и подиндекс – 8, основной (индексный) математический символ – 12(10).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

(Центрируется, кегль 10, полужирный)

Описываются основные результаты работы и достижения. Также, можно поставить задачи на будущие исследования.
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