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Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû àíàëèçà ãåîìåòðè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê èçîáðàæåíèé áèîëîãè÷åñêèõ îáúåêòîâ.
Ïîëóòîíîâûå èçîáðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñåìåé-
ñòâàìè áèíàðíûõ ñå÷åíèé. Äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîé îá-
ðàáîòêè áèíàðíûõ èçîáðàæåíèé èñïîëüçóþòñÿ îïåðà-
öèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîðôîëîãèè. Àëãîðèòìèçàöèÿ ïî-
èñêà àïïðîêñèìàöèé îñíîâûâàåòñÿ íà ìåòîäå íàè-
ìåíüøèõ êâàäðàòîâ è àëãîðèòìå Ëåâåíáåðãà-Ìàðê-
âàðäòà.

Ââåäåíèå

Àíàëèç è èíòåðïðåòàöèÿ âèçóàëüíîé èíôîðìàöèè
â áîëüøîé ñòåïåíè ñâÿçàíû ñ ïðîòèâîðå÷èâûìè ïî
ñâîåé ñóòè çàäà÷àìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðàêòè÷åñ-
êè âñåãäà íàáëþäàåòñÿ ñòðåìëåíèå ê óâåëè÷åíèþ
èíôîðìàöèîííîé ñîñòàâëÿþùåé, îáåñïå÷èâàþùåé
íàèëó÷øóþ ïðèêëàäíóþ òðàêòîâêó ïîëó÷àåìûõ
ðåçóëüòàòîâ, ñ äðóãîé – îãðàíè÷åíèÿ ïðîãðàììíî-
àïïàðàòíîé ðåàëèçàöèè èíäóöèðóþò ñëîæíîñòü, à
çà÷àñòóþ è íåâîçìîæíîñòü ïîèñêà ïðèåìëåìûõ
ðåøåíèé. Ðàçóìíûé êîìïðîìèññ äîñòèãàåòñÿ ïóòåì
ó÷åòà, ïðåæäå âñåãî, ñïåöèôèêè ðåøàåìûõ çàäà÷ è
êîíêðåòèçàöèè óñëîâèé (íå âñåãäà, ê ñîæàëåíèþ, â
ïîëíîé ìåðå àäåêâàòíûõ ðåàëüíûì) ñèíòåçà óïðàâ-
ëÿþùèõ âîçäåéñòâèé. Îäíèì èç õîðîøî çàðåêî-
ìåíäîâàâøèõ ñåáÿ íà ïðàêòèêå ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä,
êîãäà íà ïðåäâàðèòåëüíîì ýòàïå ïðîâîäèòñÿ îãðóá-
ëåíèå äàííûõ â öåëÿõ âûÿâëåíèÿ îäíîðîäíûõ
êîìïîíåíòîâ, à íà âòîðîì – äåòàëèçàöèÿ äëÿ áîëåå
òî÷íîé îáðàáîòêè. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ äâóõ ýòèõ
ýòàïîâ ñîçäàåò ïðåäïîñûëêè äëÿ ïîâûøåíèÿ äîñòî-
âåðíîñòè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ïðèìåíèòåëüíî ê
îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé áèîëîãè÷åñêèõ îáúåêòîâ
òàêèå âîçìîæíîñòè ïðåäîñòàâëÿþò ìåòîäû ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîðôîëîãèè.

Ñîñòîÿíèå ìåòîäîâ ìîðôîëîãè÷åñêîé îáðàáîòêè
èçîáðàæåíèé, öåëü ðàáîòû è ïîñòàíîâêà çàäà÷

Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ìîðôîëîãèè, òðàêòóåìûå
â îáùåì âèäå êàê îáðàáîòêà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-
íûõ ìíîæåñòâ, ïðèìåíèòåëüíî ê âèçóàëüíîé èí-
ôîðìàöèè äåëÿòñÿ íà äâå ãðóïïû: ïîëóòîíîâóþ è
áèíàðíóþ ìîðôîëîãèþ [1-3]. Â ïåðâîì ñëó÷àå â
êà÷åñòâå îáúåêòà àíàëèçà âûñòóïàþò çíà÷åíèÿ ôóí-
êöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòåé (êàê ïðàâèëî, ìîð-
ôîëîãè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè ìîäåëèðóþòñÿ òðàäè-
öèîííûå àëãîðèòìû ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè
èçîáðàæåíèé), âî âòîðîì – èõ íîñèòåëè. Íà ýòîì
óðîâíå ïîëó÷åíû ñóùåñòâåííûå îðèãèíàëüíûå ðå-
çóëüòàòû, áàçèðóåìûå íà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåí-
íûõ îïåðàöèÿõ è àëãåáðå Ìèíêîâñêîãî [4], ïî
ôèëüòðàöèè èçîáðàæåíèé [5-7], âûäåëåíèþ ãðàíèö
[8,9], ïîñòðîåíèþ ñêåëåòîíîâ [5], àíàëèçó ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ñâîéñòâ [10]. Îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé
ôàêòè÷åñêè îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ñâåðòîê èñ-

õîäíîãî èçîáðàæåíèÿ è çàäàâàåìîãî ýëåìåíòà –
ñòðóêòóðíîãî ìíîæåñòâà, îïðåäåëÿþùåãî ñâîéñòâà
ðåçóëüòàòà.

Ïðè àâòîìàòè÷åñêîì àíàëèçå ôîðìû èçîáðàæåíèé
ýìáðèîíîâ – òèïè÷íîì ïðåäñòàâèòåëå áèîëîãè÷åñ-
êèõ îáúåêòîâ – ÷åòêî âûäåëÿþòñÿ çàäà÷è ñåãìåí-
òàöèè âèäåîêàäðîâ è ïîèñêà îñíîâíûõ õàðàêòåðè-
ñòèê ôîðìû – êîîðäèíàò öåíòðà è ðàäèóñà îêðóæ-
íîñòåé, èõ îïèñûâàþùèõ. Ñâÿçü çàäà÷, äî íàñòîÿ-
ùåãî âðåìåíè íå ïðîàíàëèçèðîâàííàÿ â äåòàëÿõ,
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà ïîëóòîíîâîì óðîâíå
âûäåëÿþòñÿ ãðàíèöû îáúåêòîâ, à íà âòîðîì – íà
äâóõãðàäàöèîííûõ èçîáðàæåíèÿõ èùóòñÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ôîðìû.

Äëÿ âûäåëåíèÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê òðàäèöèîííî èñ-
ïîëüçóþòñÿ ìîðôîëîãè÷åñêèå ìåòîäû, îñíîâàííûå
íà àíàëèçå ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ÿðêîñòåé B(x, y) . Åñëè ôóíêöèÿ B(x, y) 0
âåçäå è â ëþáîì íàïðàâëåíèè äèôôåðåíöèðóåìà, òî
ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ

1 2
0

B(x , y ) B(x, y)B(x, y) lim

B(x, y) B(x, y)( B(x, y), ) cos sin
x y ,

ãäå 1 2( , ) ( cos , s in )  – åäèíè÷íûé âåêòîð;
 – óãîë ìåæäó ýòèì âåêòîðîì è îñüþ àáñöèññ;
B(x, y)=( B(x, y) x , B(x, y) y )  – ãðàäèåíò, êàê

ôóíêöèÿ  ðàâíà 0  â íàïðàâëåíèè, ïàðàëëåëüíîì
ëèíèè ïåðåïàäà, è èìååò ìàêñèìóì â íàïðàâëåíèè,
îðòîãîíàëüíîì ãðàíèöå ïåðåïàäà, ò.å. ïðè óãëå

arctg B(x, y) x B(x, y) y , ñîâïàäàþùåì ñ

îðèåíòàöèåé âåêòîðà ãðàäèåíòà. Èíà÷å ãîâîðÿ,
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû ãðàäèåíòà ðàâíî

2 2(x, y) B(x, y) x B(x, y) y( ) ( )F ,

äëÿ àïïðîêñèìàöèè êîòîðîãî èñïîëüçóþòñÿ ðàç-
ëè÷íûå ìîäåëè â âèäå ìàñîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñòðóêòóðíûì ìîðôîëîãè÷åñêèì ýëåìåíòàì. Àíàëî-
ãè÷íî èñïîëüçóþòñÿ íàïðàâëåííûå ïðîèçâîäíûå
âûñøèõ ïîðÿäêîâ [5]:

n n
n B(x, y)=( ) B(x, y), n 2, 3,

Öåëü ðàáîòû – ñèíòåç íîâûõ ìåòîäîâ àíàëèçà ïîëó-
òîíîâûõ èçîáðàæåíèé íà îñíîâå îáðàáîòêè áèíàð-
íûõ ñå÷åíèé. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñåãìåíòàöèè â
ðàáîòå â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ ñèíòåçà
êîíòóðíûõ ïðåïàðàòîâ (ïîä÷åðêèâàíèÿ ãðàíèö ñ
ó÷åòîì ïðåäâàðèòåëüíîé ôèëüòðàöèè) èñïîëüçóåòñÿ
ïèðàìèäàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå èçîáðàæåíèé (ðèñ. 1),
ïðè êîòîðîì ïîëó÷åííûå ïðîñòðàíñòâåííûå îãðóá-
ëåíèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, çàäàþòñÿ ñåìåéñòâàìè áèíàð-
íûõ ñå÷åíèé (ðèñ. 2). Ìíîæåñòâà áèíàðíûõ ñå÷åíèé
îãðóáëÿþò âèäåîäàííûå, íî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå
ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò ïîëóòîíîâîìó èçîáðàæå-
íèþ. Ïîòåíöèàëüíîå óâåëè÷åíèå îáúåìîâ äàííûõ
êîìïåíñèðóåòñÿ âîçìîæíîñòüþ îáðàáîòêè òî÷å÷íûõ
ìíîæåñòâ, òî÷íåå ãîâîðÿ, äâóõãðàäàöèîííûõ èçîá-
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ðàæåíèé, ò.å. çà ñ÷åò óïðîùå-
íèÿ è óíèôèêàöèè ïðàêòè÷åñ-
êè âñåõ îïåðàöèé.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîé çàäà-
÷åé, ðàññìàòðèâàåìîé â ðàáî-
òå, ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå
èçîáðàæåíèé ìíîæåñòâàìè
áèíàðíûõ ñå÷åíèé è ïîèñê íà
îòäåëüíûõ èõ ïðåäñòàâèòåëÿõ
èëè íåêîòîðîé êîìáèíàöèè
ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Âòîðàÿ çàäà÷à, ðåøàåìàÿ â ðà-
áîòå, çàêëþ÷àåòñÿ â âûñîêî-

òî÷íîé àïïðîêñèìàöèè íàéäåííûõ ãðàíè÷íûõ òî-
÷åê. Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ïðîñòîòó ýòîé çàäà÷è,
ïðèìåíåíèå îáû÷íîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðà-
òîâ ïðè îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé ïðàêòè÷åñêè íå-
âîçìîæíî. Òàê, ïðè àïïðîêñèìàöèè îêðóæíîñòåé
ïî äàííûì î äóãàõ èìååòñÿ ÿâíàÿ òåíäåíöèÿ ïðè-
áëèæåíèÿ ê äóãå, íî íå ê îêðóæíîñòè. Ïðè íåâû-
ñîêèõ óãëîâûõ õàðàêòåðèñòèêàõ äóã ïîäîáíûé ïîä-
õîä ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ íåáîëüøèõ îêðóæíîñ-
òåé.

Ðèñ. 2. Áèíàðíûå ñå÷åíèÿ

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êâàäðàòè÷íàÿ öåëå-
âàÿ ôóíêöèÿ – äîñòàòî÷íî ñëîæíà è ìîæåò èìåòü
íåñêîëüêî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, êîòîðûå â ïàðà-
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíû äàëåêî
äðóã îò äðóãà, à èõ çíà÷åíèÿ âåñüìà áëèçêè ê
ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü,
÷òî, âî-ïåðâûõ, â çàâèñèìîñòè îò òî÷íîñòè âûäåëå-
íèÿ òî÷åê êîíòóðà èëè ïîïàäàíèÿ â ïîëå çðåíèÿ
÷àñòè îêðóæíîñòè (îòäåëüíûõ äóã) òî÷íîñòü ïîèñêà
êîîðäèíàò öåíòðà è ðàäèóñà ðàçëè÷íû ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ. Âî-âòîðûõ, âû-
÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ [11–
21] ñóùåñòâåííî âàðüèðóåòñÿ, ò.å. íåîáõîäèìî èñ-
êàòü ðàçóìíûé êîìïðîìèññ ïðåæäå âñåãî ìåæäó
âðåìåííûìè çàòðàòàìè è òî÷íîñòüþ. Âîîáùå ãîâî-
ðÿ, íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîãî àëãîðèòìà, îáëàäàþ-
ùåãî òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ è íàäåæíîñòüþ ïðè
ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ ðåãèñòðàöèè òî÷åê íà ïëîñêî-
ñòè, ò.å. íåîáõîäèìî îïåðèðîâàòü ðÿäîì ïðîöåäóð,
òî÷íåå ãîâîðÿ, – íåêîòîðîé èõ êîìáèíàöèåé. Â
ðàáîòå â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäëà-
ãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü òðàäèöèîííûé ìåòîä íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ, à äëÿ óòî÷íåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê êîíêðåòèçèðîâàí àëãîðèòì Ëåâåí-
áåðãà-Ìàðêâàðäòà [22–23].

Ìîäåëü ìíîæåñòâà áèíàðíûõ ñå÷åíèé
èçîáðàæåíèé

Ïóñòü â ïîëå çðåíèÿ 2RD  îïðåäåëåíî èçîáðàæå-
íèå

oB(x, y) (x, y)[ (x, y)B (x, y)

[1 (x, y)] (x, y)] (x, y) (x, y) ,      (1)

ãäå (x, y) D , oB (x, y)  – èçîáðàæåíèå îáðàáàòûâà-
åìîãî îáúåêòà; (x, y)  – õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóí-

êöèÿ åãî íîñèòåëÿ; 
o
o

1, B (x, y) 0,(x, y) 0, B (x, y) 0, (x, y)

– ôîíîâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ; (x, y) , (x, y)  – ôóíê-

öèè èçìåíåíèÿ ÿðêîñòè è êîíòðàñòà; (x, y)  –
àääèòèâíûå ñëó÷àéíûå ïîìåõè. Â îáùåì ñëó÷àå
çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè õàðàêòåðèñòèê
èçîáðàæåíèÿ oB (x, y)  ïî ôóíêöèè B(x, y)  ïðè
íåèçâåñòíûõ (x, y) , (x, y) , (x, y)  è (x, y) . Â
êà÷åñòâå áàçû äëÿ èñõîäíûõ ïîñûëîê (÷àùå âñåãî
ýâðèñòè÷åñêèõ) èñïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèÿ îá óñëî-
âèÿõ ðåãèñòðàöèè èçîáðàæåíèé, ñâîéñòâàõ èçîáðà-
æåíèé îáúåêòà è ôîíà.

Ïðåäïîëîæèì, â ïîëå çðåíèÿ îïðåäåëåíî êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ïîïàðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíî-
æåñòâ 1 2 p, , ,A A A , ñîîòâåòñòâóþùèõ “îäíîðîä-
íûì” ïî ÿðêîñòè è/èëè ñ òî÷êè çðåíèÿ òåìàòè÷åñ-
êîé èíòåðïðåòàöèè ôðàãìåíòàì. Ïóñòü iA  –
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ìíîæåñòâ iA . Êàæ-
äîìó iA  ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå 1

i Ra , îãðóáëÿÿ
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòåé. Ó÷è-

òûâàÿ, ÷òî ìíîæåñòâà iA  íå ïåðåñåêàþòñÿ è èõ
÷èñëî êîíå÷íî, ëþáîå èçîáðàæåíèå – ôóíêöèþ íà

D  ñî çíà÷åíèÿìè â 1R  – ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

p
i ii 1B (x, y)= (x, y)A a .              (2)

Ïóñòü min max[B , B ]  – äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ÿðêîñòåé
èçîáðàæåíèÿ B(x, y) , íà êîòîðîì çàäàíî êîíå÷íîå
ðàçáèåíèå òî÷êàìè l  òàêîå, ÷òî

l l 1 0 min L max l 1 l, B , B , , (3)

ãäå  – çàäàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Ïóñòü lA – ìíîæåñòâà òî÷åê (x, y) D  òàêèõ, ÷òî

l l 1B(x, y)  (èëè l l 1(x, y) ), l 0, L 1 ,
ò.å. 1

l l l 1B (] , ])A . Ìíîæåñòâà lA  îáðàçóþò
êîíå÷íîå ðàçáèåíèå D . Åñëè ââåñòè ôóíêöèþ

l 1(x, y)T  ïðè l(x, y) A , òî î÷åâèäíî, ÷òî

l 1 l 1 l(x, y) B(x, y) B(x, y) < <T

ïðè âñåõ (x, y) D . Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðåäñòàâëåíèå (2)
ìîæåò çàäàâàòü èçîáðàæåíèå ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ.

Ôóíêöèè i i(x, y) (x, y)AB , i 1, p  áóäåì íàçû-

âàòü áèíàðíûìè ñå÷åíèÿìè.

Ðèñ. 1. Ïèðàìè-
äàëüíîå îãðóáëå-
íèå èçîáðàæåíèé
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Ïðè öèôðîâîé ôîðìå ïðåäñòàâëåíèÿ B(m, n) ,

m 1,M, n 1,N , B(m,n) {[0, (B B )b] }max min N

{0} , ãäå 1b R  – êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ (ðàñòÿæå-

íèÿ), îïðåäåëÿþùèé ÷èñëî óðîâíåé êâàíòîâàíèÿ,
â îáùåì ñëó÷àå çíà÷åíèå ÿðêîñòè ïîñëå ïðåäâàðè-
òåëüíîé îáðàáîòêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñìåøàí-
íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, N  – ìíîæåñòâî íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë,

k 1
0 1 0 2 0 1 3 0 1 2 k jj 0B(m,n) d d r d r r d r r r … d r .

Çäåñü i i0 d r , ir , âîîáùå ãîâîðÿ, ñâÿçàíî ñ
ðàçáèåíèåì (3). Òîãäà êàæäîå ñå÷åíèå çàäàåòñÿ
âûðàæåíèåì

k 1k
i 0 p qp 1 q 0i

1при B (m, n)=d d r ;(m, n)
0 в противном случае,

B

ãäå k 1k
i p qp 1 q 00 (m, n) 1 d r .B  Ïîñëå ìîðôî-

ëîãè÷åñêîé îáðàáîòêè ñå÷åíèé ïðèìåíåíèå ê íèì
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé ïîçâîëÿåò ãå-
íåðèðîâàòü íîâûå áèíàðíûå èçîáðàæåíèÿ, áîëåå
ïðèãîäíûå äëÿ àíàëèçà ôîðìû îáúåêòà.

Ñèíòåç êîíòóðíîãî ïðåïàðàòà

Ïóñòü p (i, j) – êîîðäèíàòû òî÷êè. Òîãäà áèíàð-
íîå èçîáðàæåíèå (ñå÷åíèå) â ïîëå çðåíèÿ 2RD

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå i, j p(i, j)B .

Îïðåäåëèì ïîíÿòèÿ îòíîøåíèé ñâÿçíîñòè òî÷êè
q (m, n)  ñ òî÷êîé p (i, j)  [5]:

4N (p) (i 1, j), (i 1, j), (i, j 1), (i, j 1) ;

dN (p) {(i 1, j 1), (i 1, j 1),
(i 1, j 1), (i 1, j 1)};

8 4 dN (p) N N ,

ò.å. òî÷êè p  è q  ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè: ïî îòíîøå-
íèþ ÷åòûðåõñâÿçíîñòè, åñëè 4q N (p) , ïî îòíîøå-
íèþ âîñüìèñâÿçíîñòè, åñëè 8q N (p) .

Òåïåðü ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü ïîíÿòèå ãðàíèöû
îáúåêòà íà áèíàðíûõ ñå÷åíèÿõ:

ãîðèçîíòàëüíûå ãðàíèöû

gFr ( ) (i, j) : (i, j 1) (i, j 1) 1B B B ;

âåðòèêàëüíûå ãðàíèöû

vFr ( ) (i, j) : (i 1, j) (i 1, j) 1B B B ;

äèàãîíàëüíûå ãðàíèöû

d g vFr Fr Fr ;

ïîëíàÿ ãðàíèöà îáëàñòè

g vFr Fr Fr .

Äëÿ óñòðàíåíèÿ ìàëîïëîùàäíûõ êîìïîíåíòîâ áè-
íàðíûõ ñå÷åíèé íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ïðî-
âåñòè ôèëüòðàöèþ

H H H( ) ( ( )) ( H) HB* B B B ,

ãäå H , H  – ñîîòâåòñòâåííî ñëîæåíèå è âû÷èòà-
íèå ïî Ìèíêîâñêîìó ñî ñòðóêòóðíûì ìíîæåñòâîì
H :

H h H( ) H ( +h)B B B ,

s
H h H( ) H ( +h)B B B .

Âñëåäñòâèå ìíîãîñâÿçíîñòè áèíàðíûõ ñå÷åíèé äëÿ
óñòðàíåíèÿ ëîæíûõ êîíòóðîâ îíè äîëæíû áûòü
ïåðâîíà÷àëüíî îãðóáëåíû. Îïåðàöèÿ çàìûêàíèÿ
ïî Ìèíêîâñêîìó ïîçâîëÿåò çàïîëíÿòü ìåëêèå îá-
ëàñòè âíóòðè èçîáðàæåíèé îáúåêòîâ. Â ðàáîòå
èñïîëüçîâàëñÿ ñòðóêòóðíûé ýëåìåíò H  â âèäå
êâàäðàòà ðàçìåðíîñòüþ 31 31 . Îòìåòèì, ÷òî îïå-
ðàöèþ çàìûêàíèÿ ñî ñòðóêòóðíûì ýëåìåíòîì
(2k 1) (2k 1) , k 1, 2,… ìîæíî ðåäóöèðîâàòü ê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è âû÷èòà-
íèÿ ñî ñòàíäàðòíûì ñòðóêòóðíûì ìíîæåñòâîì 3 3
– 3H :

H H H 3(1) 3(2k 1)
3(1) 3(2k+1)

( ) ( ( )) ( H )
H H )

B B B
.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç
àññîöèàòèâíîñòè îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ
ïî Ìèíêîâñêîìó:

3(1) 3(2k 1)
3(1) 3(2k 1) 2k 1

HB
B B .

Àíàëîãè÷íî 3(1) 3(2k+1) 2k+1H H HB B .

Íà âòîðîì ýòàïå áûëà íàéäåíà ãðàíèöà ïîëó÷èâ-
øåéñÿ îáëàñòè ïî ôîðìóëå N4Fr( , H ) / ( )B* * B B* ,
ãäå H H* .

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåí ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ìîðôîëîãè-
÷åñêèìè àëãîðèòìàìè êîíòóðíûõ ïðåïàðàòîâ èçîá-
ðàæåíèé ýìáðèîíîâ.

Ðèñ. 3. Ìîðôîëîãè÷åñêèé ïîèñê êîíòóðîâ

Ïîèñê ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìèðóþùèõ
îêðóæíîñòåé

Èòàê, ïðè ïîìîùè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîðôîëîãèè
íàéäåíû ãðàíè÷íûå òî÷êè i i(x , y ) , i 1, N , êîòî-
ðûå íåîáõîäèìî àïïðîêñèìèðîâàòü îêðóæíîñòüþ

0M . Ïóñòü id  – ðàññòîÿíèå îò òî÷êè i i(x , y )  äî
îêðóæíîñòè, ëó÷øèì âûáîðîì äëÿ êàæäîãî i
ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ïðèáëèæåíèå êðèâîé 0M
ê íàáëþäàåìîé òî÷êå, ò.å. òðåáóåòñÿ íàéòè

N 2
i 1 iF= d min .               (4)
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Îáðàòèìñÿ ê àïïðîêñèìàöèè îêðóæíîñòåé

2 2A(x y ) Bx Cy D 0 ,

ãäå A 0  (èíà÷å, àíàëèçó ïîäëåæèò ïðÿìàÿ), 2B
2C 4AD 0  (ïðè 2 2B C 4AD 0  èìååì ïóñòîå

ìíîæåñòâî, ïðè 2 2B C 4AD=0  ïîëó÷àåì òî÷êó).

Äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè
ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ âîñïîëüçóåìñÿ
èòåðàöèîííûì àëãîðèòìîì Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàðä-
òà [22, 23], îáåñïå÷èâàþùèì äîñòàòî÷íî áûñòðóþ
(êâàäðàòè÷íóþ) ñõîäèìîñòü ê ëîêàëüíûì ìèíèìó-
ìàì è âûñîêóþ íàäåæíîñòü ìèíèìèçàöèè çà ñ÷åò
ïðîâåäåíèÿ èòåðàöèé â íàïðàâëåíèè, îáðàòíîì ê
ãðàäèåíòó öåëåâîé ôóíêöèè.

Ñóòü àëãîðèòìà Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàðäòà ñâîäèòñÿ ê
ñëåäóþùåìó. Åñëè öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (4) ïðåäñòàâ-
ëåíà â âèäå

N 2
i 1 iF(a) f (a) ,                  (5)

ãäå 1 2 ka=(a , a , …, a )  – âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðà-
ìåòðîâ, k N , òî èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà

i i 1a =a h , ãäå h  ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

T Th fS S S , 1 2 Nf =(f (a), f (a), …, f (a)) ,

1 1 k k

N 1 N 1

f a f a

f a f a
S .

Â àëãîðèòìå Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàðäòà ââîäèòñÿ ïà-
ðàìåòð 0 , îáåñïå÷èâàþùèé ïîëîæèòåëüíóþ

îïðåäåëåííîñòü íîðìàëüíîé ìàòðèöû TN S S  çà
ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íîðìàëü-

íîé ìàòðèöû IN N .

Â êà÷åñòâå ñòàðòîâîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà 0
âûáèðàåòñÿ ìàëàÿ âåëè÷èíà (îáû÷íî 10-3, 10-4).
Åñëè íîâîå çíà÷åíèå a  óìåíüøàåò öåëåâóþ ôóíê-

öèþ F , òî äëÿ ñëåäóþùåé èòåðàöèè âåëè÷èíà
óìåíüøàåòñÿ íà êîýôôèöèåíò  (îáû÷íî

[0,4; 0,1] ). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåëè÷èíà 
óâåëè÷èâàåòñÿ íà êîýôôèöèåíò  (êàê ïðàâèëî,

10 ) è âíîâü ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå Th fN S .
Èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð,
ïîêà óâåëè÷åíèå h  óìåíüøàåò çíà÷åíèå F .

Ïðèìåíèòåëüíî ê àïïðîêñèìàöèè îêðóæíîñòåé
àëãîðèòì Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàðäòà êîíêðåòèçèðó-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè (x, y)  äî îêðóæíîñòè 0M  ñ ðàäèóñîì R  è
öåíòðîì (a, b)  îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

2 2d= (x a) (y b) R .

Òîãäà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (5) ïðèìåò âèä

2N 2 2
i ii 1(a, b, R)= (x a) (y b) R( )F .

Çäåñü ñ ó÷åòîì, ÷òî A 0 , ïîëó÷àåì

2 2B C Dx x y y
A A A

èëè  
2 2 22

2 2
B C B C Dx y

2A 2A A4A 4A
,

ò.å. îêîí÷àòåëüíî èìååì

Ba
2A

, 
Cb

2A
, 

2 2

2
B +C 4ADR

4A
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

2 2
i i ir (x a) (y b) ,

i i i iu r a (x a) r ,

i i i iv r b (y b) r

è áóäåì òàêæå ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì ìîìåí-

òîâ r iM r , u iM u , v iM v , 2
uu iM u  è

ò.ä. Òîãäà íåïîñðåäñòâåííî ìîæíî íàéòè

1 1

N N

u v 1

u v 1
S , 

uu uv u
uv vv v
u v

M M M
M M M
M M N

N ,

u ur
T

v vr
r

RM M
f RM M

RN M
S .

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî åñëè èçîáðàæåíèå îê-

ðóæíîñòè öåíòðèðîâàíî, òî i ix y 0 . Ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî ur iM x Na  è vr iM y Nb , â ýòîì
ñëó÷àå ïîëó÷àåì ñóùåñòâåííîå óïðîùåíèå, óâåëè-
÷èâàþùåå ê òîìó æå âû÷èñëèòåëüíóþ óñòîé÷è-

âîñòü 
u

T
v

r

RM Na
f RM Nb

RN M
S .

Ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî
óëó÷øåíà ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ
ãåññèàíà F . Îòìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî îäèí
ïàðàìåòð (à èìåííî, R ) ìîæåò èñêëþ÷àòüñÿ èç
ðàññìîòðåííîé âûøå ïðîöåäóðû. Äåéñòâèòåëüíî,
ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F(a, b, R)  êâàäðàòè÷íà îòíîñè-
òåëüíî R , ìîæíî çàôèêñèðîâàòü ïàðàìåòðû a  è b ,
à â ðåçóëüòàòå íàéòè

N 2 2
i i ri 1R= (x a) +(y b) = M N r ,     (6)

ò.å. N 2
ii 1F(a, b)= (r r ) .

Îòìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé íåòðóä-
íî óáåäèòüñÿ, ÷òî

1 1

N 1

u u v v

u u v v
S ,  

2

2
uu u uv u v
u v uv vv v

N ,

T ur u rf vr v rS ,                   (7)
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ãäå uu M N , vv M N , uuuu M N ,

uvuv M N , vvvv M N . Åñëè, êàê è âûøå, îê-
ðóæíîñòü öåíòðèðîâàíà, òî ïîëó÷àåì óïðîùåíèå

T a u rf b v rS .

Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîì øàãå ðåøàåòñÿ ñèñòåìà
Th fN S , ïîëó÷åííàÿ ïðè ïîìîùè (7).

Äàëåå â ïðåäïîëîæåíèè öåíòðèðîâàíèÿ îêðóæíî-
ñòåé ïðåäñòàâèì (6) â âèäå

N 2 2 2 2
i 1 i iF(a, b)= (x y )+N(a b r ) ,

÷òî â ñèëó N 2 2
i 1 i i(x y ) const  ðàâíîñèëüíî (îïóñ-

êàÿ N ) ïîèñêó 2 2
1F (a, b)=a b r min .

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî a  è b , ïîëó÷àåì

1
12

a u rF b v r .

Âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿä-
êà äàåò

2
1 2

2
F1 u1 u r

2 aa
,

2
1 2

2
F1 v1 v r

2 bb
,

2
1F1 uu v r

2 a b a
.

Âû÷èñëÿÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è îáîçíà÷àÿ ðå-
çóëüòàòû

2
N i
i 1

i

vu 1 vvr
a N r ,

2
N i
i 1

i

uv 1 uur
b N r ,

N i i
i 1

i

u vu 1 uvr
b N r ,

îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

2

2
1 u r vvr u v r uvr=

u v r uvr 1 v r uur
N .

Òàêèì îáðàçîì, çàìåíÿÿ ìàòðèöó N  íà N , íà
êàæäîì øàãå èòåðàöèè áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå

1h F 2N .

Ïðîàíàëèçèðîâàííûå âûøå èòåðàöèîííûå àëãî-
ðèòìû, ñ îäíîé ñòîðîíû, îáåñïå÷èâàþò âûñîêóþ
òî÷íîñòü ïîèñêà ïàðàìåòðîâ îêðóæíîñòåé, ñ äðóãîé
– ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíûìè ê âûáîðó

íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Äëÿ âûáîðà ñòàðòîâûõ
çíà÷åíèé ïðè àíàëèçå èçîáðàæåíèé ýìáðèîíîâ
áåçóñëîâíî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýâðèñòè÷åñêèå
ñîîáðàæåíèÿ, áàçèðóþùèåñÿ íà çíàíèè õàðàêòåðè-
ñòèê âèäåîäàò÷èêà, åãî âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñ
îáúåêòîì, ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ òî÷åê êîíòóðà â
ïîëå çðåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, íåñëîæíî íàéòè ïðåäåëû
èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ A, B, C, D  (ïðè ïðîèçâîëü-
íîì ïîëîæåíèè öåíòðà ñèñòåìû êîîðäèíàò):

max

NA
2d ,

min max

max

max{ x , x }
B 1 N

d ,

min max

max

max{ y , y }
C 1 N

d ,

2 2
max maxmin min

max
min max

min max
max

min max
min max

max

ND max{x , x } max{y , y } +
2d

max{ x , x }
+ 1+N+ max{ x , x }+

d
max{ y , y }

1+N+ max{ y , y },
d

ãäå 2 2
max i j i j

i, j {1,2,…, N}
d max (x x ) (y y ) ; minx ,

miny , maxx , maxx  – ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìàëüíûå è
ìàêñèìàëüíûå êîîðäèíàòû òî÷åê êîíòóðîâ.

Â êà÷åñòâå åñòåñòâåííîãî ïóòè ïîèñêà íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ äëÿ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ìîæ-
íî òàêæå ïðèìåíÿòü è òðàäèöèîííûé ìåòîä íàè-
ìåíüøèõ êâàäðàòîâ, êîãäà òðåáóåìàÿ êðèâàÿ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì. Òàêîé ïîäõîä âåñüìà ïðîñò
â ðåàëèçàöèè. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ â ýòîì ñëó÷àå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

2N 2 2 2
2 i ii 1

N 2
i i ii 1

F (a, b, R)= (x a) (y b) R
(Az Bx Cy D) ,
( )

ãäå 2 2
i i iz x y  (íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ðàññìîòðå-

íèÿ, ìîæíî ïîëàãàòü A 1 ); B 2a , C 2b ,
2 2 2D=a b R . Äèôôåðåíöèðóÿ 2F  ïî B, C, D ,

ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

xx xy x xz

xy yy y yz

x y z

M B M C M D M
M B M C M D M

M B M C ND M
,

ãäå, êàê è ðàíåå, xx xyM , M  è ò.ä. – ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ìîìåíòû. Ðåøàÿ äàííóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî
B, C, D , íàõîäèì ñòàðòîâûå çíà÷åíèÿ a, b, R  äëÿ
èññëåäîâàííûõ âûøå èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ.

Âûâîäû è ïåðñïåêòèâû

Ïðåäëîæåíû íîâûå ïðîöåäóðû ïîèñêà ãåîìåòðè-
÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê (êîîðäèíàò öåíòðà è àïï-
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ðîêñèìèðóþùåé îêðóæíîñòè) èçîáðàæåíèé ýìá-
ðèîíîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå ïîëóòîíîâîå èçîáðàæåíèå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì áèíàðíûõ ñå÷åíèé,
êîòîðûå çàòåì ïîäâåðãàþòñÿ ìîðôîëîãè÷åñêîé
îáðàáîòêå. Íà îñíîâå àíàëèçà ïîëó÷åííûõ êîíòóð-
íûõ ïðåïàðàòîâ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Ëåâåíáåð-
ãà-Ìàðêâàðäòà èùóòñÿ òðåáóåìûå õàðàêòåðèñòèêè.
Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïîèñêà îêðóæ-
íîñòåé ïî áèíàðíûì ñå÷åíèÿì (ñì. ðèñ. 3).

Ðèñ. 4. Àïïðîêñèìàöèÿ èçîáðàæåíèÿ ýìáðèîíîâ

Â ñèëó ñëîæíîñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ èíòåðïðåòàöèè
èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, íåòî÷íî-
ñòè ïîñòðîåíèÿ êîíòóðíîãî ïðåïàðàòà îøèáêà îï-
ðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äîñòà-
òî÷íî âåëèêà (ñì. ðèñ. 3 ñëåâà). Îäíàêî ïðèìåíåíèå
ýâðèñòè÷åñêèõ ïðîöåäóð ñêðèíèíãà àíàëèçèðóå-
ìûõ òî÷åê ïîçâîëÿåò ïîâûøàòü òî÷íîñòü. Òàê, â
öåíòðå èëëþñòðàöèè ïîêàçàíû ó÷àñòêè ñ ïðàêòè-
÷åñêè ïîñòîÿííûì ðàäèóñîì êðèâèçíû, à ñïðàâà –
âûñîêîòî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Ýêñïåðèìåíòàëü-
íûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî òðåáóåìàÿ òî÷-
íîñòü äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àÿõ êîððåêòíîãî îïðåäåëå-
íèÿ 10% ãðàíè÷íûõ òî÷åê. Ïåðñïåêòèâíûì íà-
ïðàâëåíèåì ðàçâèòèÿ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ÿâ-
ëÿåòñÿ êîìïëåêñèðîâàííûé àíàëèç âñåãî ìíîæå-
ñòâà èëè æå íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà áèíàðíûõ
ñå÷åíèé èçîáðàæåíèé. Ïîâûøåíèå ýôôåêòèâíîñòè
áóäåò äîñòèãàòüñÿ çà ñ÷åò “âçâåøåííîãî óñðåäíå-
íèÿ” ñå÷åíèé ñ ïîìîùüþ ñèíòåçà íîâûõ áèíàðíûõ
èçîáðàæåíèé ïóòåì êîìáèíèðîâàíèÿ èìåþùèõñÿ.
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