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М ЕТ РО Л О ГИ ЧЕС КИ Й  АН АЛ И З АЛ ГО РИ ТМ А  О П Р ЕД Е Л ЕН И Я  
С И С ТЕМ А ТИ ЧЕС КИ Х П О ГРЕШ Н О С ТЕЙ  И З М Е Р И Т ЕЛ Ь Н Ы Х  

КО М П Л ЕКС О В

В условиях постоянно повышающихся требований к точности оп- 
. <ределения состояния динамических обьектов возникает проблема 

учета погрешностей измерительных комплексов (ИК). Поскольку 
эти погрешности присутствуют и остаются неизменными на протяже­
нии всего интервала наблюдения за объектом, считаем их системати­
ческими. Известны алгоритмы определения систематик [1], когда на­
блюдение за объектом ведется двумя И К, один из которых является 
эталоном. Такой подход не имеет практической ценности, так как 
в реальности эталонный И К, как правило, отсутствует. Используя 
существующую методику измерений и расчета положения объекта 
в пространстве, можно построить вычислительную схему определе­
ния систематических погрешностей для двух ИК без эталона.

В  данной работе проводится метрологический анализ такой вычис­
лительной схемы. Информация, полученная на стадии ме!рологиче- 
ского анализа, позволяет сформировать условия разрешимости зада­
чи определения систематик при реально существующих соотношениях; 
случайный шум — систематика g использованием априорной информа- 
гши об объекте, И К и участке наблюдения.

Постановка задачи. Состояние наблюдаемого объекта измеряется 
•одновременно двумя И К  и определяется векторами параметров =
— (т1<1). Л®» т1(3))> * =  1 * 2 iV — номер измерения; } — 1, 2 —
«омер ИК. Известно, что г\>, = т^. -f- Ат)/ -\-Ц (1 ), где T\>Ti — точное 
значение измеряемых параметров; Дт  ̂— вектор систематик /-го ИК»
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^ — вектор случайного шума, £*6ЛГ(0, а*К1), К*=* 
что Д У (/) > а  У У ,  У  — 1-й диагональный элемент матрицы К*УЯщ  
= 1, 2, 3. Для определения положения объекта в пространстве не* 
обходимо перейти от вектора измеряемых параметров т] к вектору 
декартовых координат А = {х, у, г). Известно соотношение между ч 
и А: т) (/) =  /; (А, А/Ф) (2), где /г/Ф — вектор, задающий геодезические 

'Параметры ИК, / = 1 -н 3. Оценки У  в каждой *-й точке находятся 
как решение нелинейной системы уравнений т]/ = /̂  (У , Л/ф) (3), где 

-~/?(.)4= (/х(.), /2(•), /3(•))*. Каждое А; получено в своей локальной 
Системе координат, поэтому А1 и У  не сравнимы между собой. Для 
приведения данных к единой системе координат осуществляются по­
ворот и сдвиг, которые задаются соответственно матрицами А<, ВК 
Тогда А( = А’А/+ В1 (4). При отсутствии либо совпадении Дг)/ для 
/=  1, 2, что маловероятно, с точностью до случайного шума должно 
выполняться соотношение А; = А?, 1= I, 2, . . . ,  Следовательно, 
целесообразно искать оценки Ат] из условия

/ (Ат|) = £||ЭД — А*||2-*т1п (5)
I Дт|

при ограничениях Дт]мин < Дц < Дг|макс, где Дг] = (Дт]1 • Дт]2), Дт1„и„, 
Аймаке — известные паспортные характеристики ИК.

Введем обозначения для системы (2) g (У )  =  x\li — F (У , А/ф), где
£ ( ' )  = (ё1 (')> £г(0 . £з(*))- Тогда (3) перепишется как £ (А{) = 0 (6). 
Эта система решается методом Ньютона в предположении, что g(h) 
удовлетворяет всем необходимым для этого условиям [2; 3]. Учитывая, 
что в (5) используются данные, полученные в результате приближен­
ного решения (6) по зашумленным и искаженным систематиками 
исходным измерениям, необходимо проанализировать погрешность 
вычисления причем линейный характер преобразования (4) позво­
ляет ограничиться анализом погрешности оценки У . Сравнение вклада 
вычислительных погрешностей и систематик в У  дает возможность 
определить, является ли данная вычисляемая величина информацион­
ной относительно Дт). Таким образом, необходим метрологический 
анализ оценки У , в результате которого будут систематизированы 
погрешности ее вычисления и получены количественные оценки этих 
погрешностей. Учитывая стохастический характер задачи, при анализе 
У  следует исходить из общепринятых статистических свойств оценок. 
Однако в силу ограниченности объема исходной информации и спе­
цифики алгоритмов будут исследованы только отдельные свойства, 
чаще всего несмещенность оценки Л*.

Метрологический анализ оценки А{. Погрешности искомой оценки 
можно классифицировать в зависимости- от причин их возникновения. 
Погрешность, обусловленная методикой и алгоритмом нахождения 
оценки, возникающая при решении нелинейной системы (6) и имеющая
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место даже в отсутствие случайных шумов и .систематик в измерениях, 
является методической погрешностью 6м. Обозначим Ьм = кт — кт (7) 
и соответственно АЛ, = ||бЛ1|| (8), где к т — точное решение (6) при 
Т] = цт; кпт — решение (6), полученное численным методом по изме­
рениям Т1г  Здесь и далее на стадии метрологического анализа ин­
дексы I, / опущены.

Случайная погрешность б5 в оценке к является следствием зашуми 
ленности исходной информации. Учитывая случайную природу 63, 
ее характеристиками являются £[6(,]— среднее и О [б5] — дисперсия. ̂  
Можно рассматривать два типа случайной погрешности: теоретическую 
6з1) и реальную б(52): / '

№  — кв — кт (9); Ь ? = К - к т, , (10)
где /г5— точное, а к" — численное решение (6) при т] = г\т +£. Рас­
пишем б!,2> следующим образом:

6<2) = к1— й, +  А. — Ат = б" +  б'1', (11)

где б* — методическая погрешность решения (6) при г) = г|3. Таким 
образом, когда речь идет об оценке определенного типа погрешности, 
имеющей место при решении реальной системы, ее составляющей не­
минуемо будет соответствующая методическая погрешность. Присут­
ствие систематик в исходных измерениях приводит к появлению 
систематической погрешности в к, которую обозначим Ьс. Если кс 
точное решение (6) при г]с = п7' +  Ал, то бТ  = кс — кт (12). Для 
практики представляет интерес рассмотрение систематической погреш­
ности б® = — кт (13), где к" — численное решение (6) при г\с.
Причем 6?' = б£* + 6?\ где б£*— методическая погрешность решения 
(6) при Т| = Г)с.

Погрешности 6м, бе и бл, задаваемые (7)— (13), есть не что иное 
как смещения соответствующих оценок к относительно кт. Найдем 
оценки указанных погрешностей.

Согласно итерационному характеру численного метода решения (6) 
кпт в (7) есть оценка, полученная после п итераций. Согласно [2] 
легко показать, что

А " = || кпт -  кт II < Ру II И Г ' -йг||2 < • • • < (Ру)2" " 1 II кт—
- к т  Г < (Р у ) г" ^ 0. (14)

где у£ (к) — градиент (6); р = тах|| у _1£ (к*) ||; у = сопэ! Липшица 
для у£(/г*), к* £ г — заданный радиус окрестности решения кт, 
е0 = \\к°т — кт И2". Аналогичные соотношения можно выписать для 
Д£*= IIб^н И А^ = ||б^|| о заменой е0 на ев = \ \ к °~ к т \\2П и = 
= ||й?— кт II2" соответственно. Относительно соотношения (14) и ана­
логичных ему для А?  и А?1 следует заметить, что независимо от 
величин е0, е5, ес можно гарантировать ограниченность методической
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п̂огрешности только при условии е)/2"Ру <  1, т. е. это условие явля­
ется необходимым для успешного поиска решения (6). Для того 
чтобы оценить 61°, проведем линеаризацию (6) в точке Яг при ц = т]5. 
Тогда

= Яг +  [£ ' (/гг, Я®)]-1 (гь— £ (/гг, /г®)) = Яг + С (/гг) |,
№  О (Я г ) = [ Р ' Ф ъ  Я®)]-1. Считаем среднее и дисперсию бСг

£ [б?'] =  0; О [в?*] = 0*6 (ЯГ) Кй  (ЯГ)*. (15)
*В дальнейшем при сравнительном анализе погрешностей различных 
типов потребуются обобщенные характеристики, поэтому целесооб­
разно посчитать .

Д<1) =  || Е  [8<1)]|| = 0; 4 ”  = II £> [б^Щ < оар21| /С||. (16)
Проводим аналогичные исследования с заменой Я5 на ЯГ и получаем 
оценки для 6(Д Используя (11), (14) и (15), можно записать 

Е  [6<2>] = 6 ,̂ О [б5(2)] = В  [61й)
и, соответственно,

д12) = II Е  [6<2>]|| = II 6м II < (ру)2"-1 «V, 42) = IIО [б<2,]|| = 4”. (17)
Для получения оценки б с* проведем линеаризацию (6) в точке Я г 
при г] =  г]с. Откуда Яс = Яг + б (Яг) (%  — £ (Яг, Я®)), или Яс = Яг + 
+  0(Яг)А'П- Тогда согласно (12) б1° = б (Яг) Ат], или, используя из­
вестные ограничения (5) на Ат] для = || бс11|, можно записать 
рш < А < РМ (18), где ш = || Аг|мин ||, М = || Ат)макс ||, р = 
= пип || у -1£ (Я*) ||, Я* £ /?е. Используя (13)— (14) и (18), можно выписать 
оценку для б!2) =  6  ̂+  6 (Яг) Ал (19) и, соответственно, Д12,= ||42)||<
« (р у У ^ Ч  +  РМ (20).

Пример формирования условий, разрешимости. Оценки погрешности 
6Ж, 6с и б5 служат основой для исследования условий разрешимости 
вадачи определения систематик И К  в предлагаемой постановке. Оче­
видно, что одним из необходимых условий разрешимости является 
информационность (5) по отношению к Дт|. Поскольку Дц входит 
в Яг (и, соответственно, в Я* ) посредством погрешности бс, это 
означает, что функционал (6) будет информационным относительно 
Ат[ только в том случае, когда Ьс >  б" и бс ;> б3 , т. е. когда основ­
ной вклад в погрешность определения Я вносит Др. Полный анализ 
условий разрешимости осуществляется с привлечением методов -ста­
тистического анализа и может быть темой для отдельной работы. Здесь 
в качестве примера использования полученных оценок погрешностей 
приводится сравнение Ьс с б-*1 и вызоды, которые из этого следуют. 
Для практического использования полученных оценок недостает ин­
формации о е0, е5, ес для соответствующих методических погрешно­
стей.
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Для задачи (3) известно правило задания Й° по реальным т] исход  ̂
пз физических соображений. Поэтому оценка этих величин не пред! 
ставляет труда на тестовых примерах с гарантией достоверности для 
реальных задач. Можно также получить оценки р, £ иу Для заданной 
е окрестности решения в каждой конкретной точке к[. Таким образом  ̂
на практике есть возможность получить оценки А*. Сначала для каж| 
дого « и / проверяется выполнимость условия еТп Р у <  1, гарант^ 
рующего схдодймость решения (6). Предположим, что это условий 
выполняется. Задаем« — число итераций и считаем Д * . Использу* 
(14), (18), проверяем выполнимость соотношения 1

РМ С  А?1 <  (Ру)2"-1<?с. (21}
Если (21) выполняется, г. е. верхняя граница 6̂  не превосходи! 
методической погрешности и о ростом п (21) продолжает сохраняться] 
следовательно, в этой точке наблюдения основной вклад в погреш] 
ность вычисления к\ вносит б", а зависимость от Ац практически от! 
сутствует. Соотношение (21) может служить мерой эффективности 
поиска решения (6), причем если оно выполняется не в одной точке! 
а на всем интервале наблюдения, то следует считать, что исходная 
задача в предлагаемой постановке здесь неразрешима. В то же время! 
если

(Ру)2"-1ес< р т , (221
то имеется гарантия, что вклад систематической погрешности превос| 
ходит вклад б£ в Н\.

Условие разрешимости (5) относительно Дц, кроме необходимого! 
условия (22), содержит еще целый ряд подобных соотношений, в том 
числе и статистического характера. I
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