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УДК 519.7

О.Н. ВОСКОБОЙНИК,  В.В. ИВАЩЕНКО

ОБ ИЗОМОРФИЗМЕ МОДЕЛЕЙ

КОМПАРАТОРНОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ

Рассматриваются различные модели компараторной иденти-
фикации. Показывается, что идентифицируемый оператор может
обладать свойством внутренней нелинейности взаимно-однознач-
ного характера.

При компараторной модификации используются две модели компа-
ратора [1]. В первой сравниваются сигналы, преобразованные по одно-
му и тому же закону, т.е. осуществляется предикат эквивалентности:

)F,F(D)y,x(E yxB ,                           (1)

где Ay,x  – множество входных сигналов; BF,F yx   – множество

выходных сигналов; F – отображение из А в В; BD  – стандартный

предикат равенства на BB , т.е.
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Во второй модели входные сигналы преобразуются по разным зако-
нам, т.е. осуществляется предикат дифункциональности [2]:

),yF,xF(D)y,x(E 21B                             (2)
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Покажем, что для любого GImb  найдется FIma , для которого

  ba  . Действительно, произвольному GImb  соответствует

abb  . Отсюда вытекает, что в FIm  найдется элементa такой,

что ab  , а это означает:   ba  .

Окончательно имеем, что построенное нами отображе-

ние FImFIm:   – взаимно-однозначно.

Остается показать, что для этого отображения  выполняется GF  .

Для этого возьмем произвольный элемент Lx , тогда FImaFx  и

GImbGx  . Отсюда ba ,x  , но так как a и b  – элементы

одного и того же разбиения, то ba   (пересечение их – непустое

множество). Но это значит, что   ba  , следовательно,

  GxbaFx  .

Замечание 1. В доказательстве утверждения 1, выбрав произвольный

класс Aa  , мы предполагали, что найдутся два элемента ay,x  .

Это предположение несущественно. Действительно, пусть a  состоит

из одного элемента x, т.е. ax  . Но тогда этот элемент входит в

качестве класса и в разбиение B . Он просто равен классу b , для

которого bGx  . Так как если предположить, что b  содержит еще

какой-либо элемент y, то bGy  , значит, GyGx  , и aFyFx  , т.е.

существует ay  . Но это противоречит предположению, что a

состоит из одного элемента.
Замечание 2. В утверждении 1 взаимно-однозначное соответствие

осуществляется только между образами отображений F и G. При этом

между множествами A и B такого соответствия может и не существо-
вать, поскольку условия утверждения останутся справедливыми, если

FImGA 1  , GImGB 2  , где 1G  и 2G  – произвольные множе-

ства. Однако если FImA  , а GImB  , то BA:  .

Утверждение 2. Пусть AL:F1  , AL:F2  , BL:G1  , BL:G 2 

- произвольные отображения, для которых выполняется свойство:

,yGxGyFxF:Ly,x 2121                  (3)

тогда найдется взаимно-однозначное отображение DC:  , для кото-

рого 11 GF   на 1  и 22 GF  , где 21 FImFImG  , 21 GImGImD  ;

1  – множество Lx , для которых 21 FImxF  , 2  - множество

Lx , для которых 12 FImxF  .

где Ay,x   – множество входных сигналов; ByF,xF 21  – множество

выходных сигналов; 21 F,F  – отображения из А в В; BD – стандартный

предикат равенства на BB  .
С точки зрения идентификации и построения математических моде-

лей реальных систем имеет смысл изучать только те предикаты, кото-
рые определяют отображение, входящее в правую часть равенств (1),
(2), с точностью до изоморфизма. Покажем, что для предикатов экви-
валентности и дифункциональности, и только для них выполняется это
свойство.

Утверждение 1. Пусть F – отображение L в A, а G– отображение

L в B и отображения F и Gобладают следующими свойствами: для

любых Ly,x  : GyGxFyFx  , тогда найдется взаимно-однознач-

ное соответствие FJFJ: mm  , для которого GF  .

Доказательство. На множестве L отображение F осуществляет раз-

биение его на классы следующим образом: Ly,x   лежат в одном

классе, если FyFx  . Будем обозначать это разбиение A , а его

элементы – a , причем если ax  , то AaFx  . Аналогично введем

разбиение B  с элементами b , индуцируемое на L с отображением

G. Докажем, что эти разбиения совпадают, т.е. BA  . Для этого

возьмем произвольный элемент Aa   и произвольные ay,x  .

Тогда FyFx  , отсюда bGyGx  , т.е. by,x  . Следовательно, любая

пара из a  принадлежит b . Значит, ba  . Но это включение

выполняется и в обратную сторону. Действительно, если by,x  , то

byGxG   и это означает, что ayFxF  , т.е. ay,x   или

ab  . Последнее равенство означает, что любой элемент разбиения

A  является элементом разбиения B , и наоборот, следовательно,

ba  .

Теперь построим взаимно-однозначное отображение GImFIm:  .

Зафиксируем произвольный элемент AFIma  . Для этого элемента

найдется x, для которого aFx  , значит, ax  . Поскольку ba  ,

то найдется ba  . Тогда bx  , следовательно, bGx   – един-

ственный элемент, BGImb  . Положим b)a(  . Покажем постро-
енное отображение взаимно-однозначно.

Пусть FImaa 21   и 21 aa  . Тогда, так как каждому элементу из

образа соответствует единственный элемент разбиения, то 2a1a  .

Отсюда 1a1b  , 2a2b   и 2a1b  , следовательно, 21 bb  , т.е.

   21 aa  .
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1 2 3 4 5:F1
0 1 2 2 3

1 2 3 4 5:F2
2 2 4 5 3

1 2 3 4 51G

0 0 2 2 3

G2 1 2 3 4 5

2 2 6 6 3

Таблица 1

Теорема 2. Произвольный предикат  y,xE , заданный на LL , удов-

летворяют равенствам

     ,yG,xGDyF,xFDy,xE 21B21A 

где ;BL:G,G,AL:F,F 2121   BA D,D  – стандартные предикаты

равенства на множествах A и B соответственно, тогда и только

тогда, когда найдется взаимно-однозначное отображение DC:  , для

которого

,x,xGxF
,x,xGxF

222

111



где множества 21,,D,C   определены так же, как и в утверждении 2.

Доказательство. Необходимость. Пусть имеют место соотношения

(5), и     IyF,xFDy,xE 21A  . Это означает, что

 .CyF,CxF,y,x,yFxF 212121 

Тогда из (5) получаем: yFxF 21   или YGxG 21  . Данные рассужде-

ния проводятся и в обратном порядке. Следова-

тельно,    yG,xGDy,xE 21B .

Достаточность. Достаточность, как и в пре-
дыдущем случае, вытекает из утверждения 2. По-
скольку, если имеют место равенства (4), то

yGxGyFxF:Ly,x 2121  .

Замечание. Отметим, что если имеют место

равенства (4), то между 1FIm  и 1GIm  (соответ-

ственно между 2FIm  и 2GIm ) взаимно-одно-

значного соответствия может и не существовать
и, таким образом, нельзя утверждать, что равен-

ства 11 GF   и 22 GF   выполняются всюду, где

определены указанные отображения. В этом мож-
но убедиться, рассмотрев следующий пример.

Определим отображения 2121 G,G,F,F  на мно-

жестве  5,4,3,2,1  табл. 1.

Тогда таблица предиката    yF,xFDy,xE 211   будет

иметь вид, представленнный в табл. 2.
Нетрудно убедиться, что такую же таблицу можно

построить и для предиката

1 2 3 4 5

1 0 0 1 1 0

2 0 0 1 1 0
3 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0

5 0 0 0 0 1

Таблица 2

Доказательство. Возьмем два произвольных элемента Ly,x  , та-

ких, что yFF 1x1   и zFyF 11  . Тогда найдется Lz , для которого

zFxF 21  , zFyF 21  . Отсюда по условию утверждения 1 имеем, что

zGxG 21   и zGyG 21  , т.е. yGxG 11  . Таким образом, если 1y,x  ,

то из равенства yFxF 11   вытекает yGxG 11  . Заметим, что если

1y,x  , то из равенства zGyGxG 211   вытекает, что 21 GImxG  .

Поэтому аналогичные рассуждения можно провести и в обратную

сторону и показать, что для любых 1y,x   из равенства yGxG 11 

следует, что yFxF 11  . Таким образом, yGxGyFxF 1111   на 1 .

Поэтому из утверждения 1 существует взаимно-однозначное отображе-

ние 11 GImFIm:  , для которого 11 GF  , 1x  .

Покажем, что для любого 2x   выполняется 22 GF  , где

DG:  . Действительно, пусть 2x  , тогда 1m2 FJxF   и найдется

yFxF:y 12  . Заметим, что это означает 1y  . Следовательно, из

условия леммы 2 yGxG 12  , с одной стороны, и yGyFxF 112   – с

другой, т.е. xGxF 22  .

Доказанные утверждения позволяют сформулировать и доказать
следующие теоремы.

Теорема 1. Произвольный предикат  y,xE , заданный на LL , удов-
летворяет равенствам

     ,Gy,GxDFy,FxDy,xE BA                  (4)

где ;BL:G,AL:F  BA D,D  - стандартные предикаты равенства на

множествах A и B соответственно, тогда и только тогда, когда

найдется взаимно-однозначное отображение GImFIm:  , для кото-

рого GF  .

Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место (4) и

    IFy,FxDy,xE A  . Тогда FyFx   или GyGx  . Эту цепочку

равенств можно пройти и в обратном порядке, т.е., если GyGx  , то

yGxG 1
1

2
1   , FyFx   и   Iy,xE  . Таким образом,

   Gy,GxDy,xE B , значит, равенства (3) выполняются.

Достаточность. Она вытекает из утверждения 1, так как при

выполнении равенств (3) для любых Ly,x   следует, что

GyGxFyFx  .
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Непосредственная проверка позволяет установить равенства

 10987654321 EE,EE;EE,EE,EE  , 1211 EE  ,

но для каждой из этих пар задающие их отображения не изоморфны.
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    yG,xGDy,xE 212  ,

т.е. 21 EE   или имеют место равенства (4):

     .yG,xGDyF,xFDy,xE 2121 

Однако  3,2,1,0FIm 1  , а  3,2,0GIm 1  , т.е. они разной мощности и

взаимно-однозначного соответствия между ними не существует. Такая

же ситуация и для 22 InG,FIm . С другой стороны, в данном случае

 3,2C   и  3,2D  , т.е. в качестве отображения выступает преобразо-

вание, сохраняющее все на местах. При этом равенства 11 GF   и

22 GF   выполняются на множествах  5,4,3  и  5,2,1 , так как

 5,4,31  , а  5,2,12  . Последнее обстоятельство не удивительно.

Из таблицы предиката видно, что на первом плече сравнения  11 GF 

восстановление отображения с точностью до взаимно-однозначного
соответствия возможно в тех столбцах, где есть “1”, т.е. на тех элемен-
тах, для которых результат действия отображения можно с чем-либо

сравнить. Аналогичная ситуация и со вторым плечом сравнения  22 G,F ,

только там восстановление возможно на тех элементах, которые соот-
ветствуют строкам с “1”.

Однако существует логическая возможность ввести еще несколько
типов предикатов по аналогии с указанными выше моделями. Их

можно получить, меняя аргументы функций :F,F,F 21

      

      

      

      

      

      .y,xF,y,xFDy,xE

,y,xF,xFDy,xE

,yF,x,xFDy,xE

,y,xF,y,xFDy,xE

,y,yF,y,xFDy,xE

,y,xF,x,xFDy,xE
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











Для того чтобы данные модели могли иметь практическую цен-
ность, необходимо выполнение изоморфизма, описанного выше. Ока-
зывается, что для таких моделей указанное свойство не выполняется,
что можно показать, приведя соответствующие контрпримеры.

Рассмотрим на множестве RR   следующие предикаты:

.


