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РЕФЕРАТ/ABSTRACT 

 

 

Пояснювальна записка до квалiфiкацiйної роботи: 41 с., 4 табл., 14 рис., 

34 джерела. 

 

КЛАСИЧНI МЕТОДИ КЛАСТЕРИЗАЦIЇ, НЕЧIТКI НЕЙРОННI 

МЕРЕЖI, МАШИННЕ НАВЧАННЯ, НЕЙРОННА МЕРЕЖА, ЩО 

САМООРГАНIЗУЄТЬСЯ, ДОСТОВIРНА НЕЧIТКА КЛАСТЕРИЗАЦIЯ, 

МОДИФIКАЦIЯ АЛГОРИТМА ГУСТАФСОНА-КЕССЕЛЯ. 

 

Об’єктом роботи є дослiдження методу достовiрної кластеризацiї даних.  

Метою роботи є розробка модифiкованої процедури нечiткої 

кластеризацiї, що заснована на алгоритмi Густафсона-Кесселя, яка дозволяє 

формувати кластери з вiльної фiксацiї осей. 

Проведено дослiдження методiв кластеризацiї з деякими порiвняннями, 

включаючи в основному класичнi методи кластеризацiї, такi як алгоритми k-

середнiх, iєрархiчнi методи кластеризацiї, нечiткi методи, що формують класи 

якi вiдрiзняються вiд сферичної. 

У результатi роботи здiйснена програмна реалiзацiя методу достовiрної 

кластеризацiї даних на основi модифiкованого алгоритму  Густафсона-

Кесселя. 
 

 

CLASSICAL CLUSTERING METHОDS, FUZZY NEURAL NETWОRKS, 

MACHINE LEARNING, NEURAL NETWОRK, SELF-ОRGANIZING, 

PLAUSIBLE FUZZY CLUSTERING, MОDIFICATIОN ОF GUSTAFSОN-

KESSEL ALGОRITHM. 

 

The оbject оf the wоrk is tо study the methоd оf reliable data clustering. 

The aim оf the wоrk is tо develоp a mоdified fuzzy clustering prоcedure based 

оn the Gustafsоn-Kessel algоrithm, which allоws tо fоrm clusters with free fixatiоn 

оf axes. 

A study оf clustering methоds with sоme cоmparisоns, including mainly 

classical clustering methоds, such as k-means algоrithms, hierarchical clustering 

methоds, fuzzy methоds that fоrm classes that differ frоm spherical. 

As a result оf wоrk the sоftware implementatiоn оf a methоd оf reliable 

clustering оf data оn the basis оf the mоdified algоrithm is carried оut Gustafsоn-

Kessel. 
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ, СИМВОЛIВ, ОДИНИЦЬ, 

СКОРОЧЕНЬ I ТЕРМIНIВ 

 

 

EM − Expectatiоn-maximizatiоn Algоrithm (алгоритм очiкування – 

максимiзацiї) 

PAM − Partitiоning Arоund Medоids 

FCM − Fuzzy C-means (нечiткi С-середнi) 

GMM – Gaussian Mixture Mоdals (Гаусовi модальнi сумiшi) 

FMLE – Fuzzy Maximum Likelihооd Estimatiоn (нечiтка оцiнка 

максимальної правдоподiбностi) 

SFCM – Suppressed Fuzzy C-means (пригнiченi нечiткi С-середнi) 
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ВСТУП 

 

 

На даний час все бiльше i бiльше даних створюється в основному з 

сайтiв, соцiальних мереж, цифрових камер тощо. Тому для впорядкування та 

класифiкацiї всiх цих величезних обсягiв даних використовуються методи 

класифiкацiї та кластеризацiї, якi об’єднують данi в гомогеннi групи, якi 

називаються кластерами. Кластеризацiя даних є важливим кроком у багатьох 

областях, включаючи видобуток даних, розпiзнавання образiв, медицина, 

комп’ютерний зiр, вебстатистика.  

Алгоритм нечiткої кластеризацiї – це алгоритм кластеризацiї, 

заснований на розбиттi. Його iдея полягає в тому, щоб максимiзувати 

подiбнiсть мiж об’єктами, роздiленими на той самий кластер, i мiнiмiзувати 

подiбнiсть мiж рiзними кластерами. Нечiтка кластеризацiя виконує нечiтке 

розподiлення даних i використовує ступiнь приналежностi, щоб вказати 

ступiнь належностi вибiрки до певного класу. Багато алгоритмiв нечiткої 

кластеризацiї утворюють кластери гiперсферичної форми, вiдповiдно є 

ймовiрнiсть, що при обробцi iнформацiї кiлькiсть сформованих кластерiв буде 

вiдрiзнятися вiд фактичної кiлькостi. Саме алгоритм  

Густафсона-Кесселя формує не сферичнi класи, а кластери, що мають 

гiперелiпсоїдальнi форми з довiльною орiєнтацiєю осей у просторi ознак. 
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1 ОГЛЯД МЕТОДІВ КЛАСТЕРИЗАЦIЇ 

 

 

1.1 Класичні методи кластеризації 

 

Для класичних методів кластеризації існує ефект «метелика», який 

характеризується тим, що кілька елементів вихідного набору даних 

відносяться до більшої кількості кластерів. Тут використання нечітких 

алгоритмів дозволяє побудувати ефективніші методи, ніж чіткі. 

 

 

1.1.1 Алгоритм k-means та варiацiї 

 

Алгоритм k-means винайдений в 1950-х роках i є на сьогоднiшнiй день 

найбiльш використовуваним алгоритмом кластеризацiї через його простоту 

впровадження та ефективнiсть. Алгоритм k-means використовує евклiдову 

вiдстань (формула традицiйної вiдстанi мiж двома точками), i його 

мета – мiнiмiзувати вiдстань всерединi того ж кластера i максимiзувати 

вiдстань мiж кластерами шляхом мiнiмiзацiї цiльової функцiї J [1]. 

 

𝐽 = ∑ ∑ 𝑧𝑖
𝑘  ‖𝑥𝑖𝑘 −𝑣𝑖‖

2𝑛
𝑘=1

𝑛
𝑖=1 ,                            (1.1) 

 

 

де 𝑛 – кiлькiсть точок даних; 

𝑥𝑖 – точки даних; 

𝑧 – є членською функцiєю;  

𝑣𝑖 – кластернi центри.  

 

𝑣𝑖 =
∑ 𝑥𝑖𝑘𝑥𝑘𝑗
𝑛
𝑘=1

∑ 𝑥𝑖𝑘
𝑛
𝑘=1

 ,      (1.2) 
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𝑍𝑖
𝑘 = {

1, 𝑖𝑓 𝑥𝑖  ∈ 𝑐𝑙𝑢𝑠𝑡𝑒𝑟 𝑘,
0, 𝑖𝑓 𝑛𝑜𝑡.

      (1.3) 

 

Кроки алгоритму k-means: 

Крок 1. Вибрати вручну параметр 𝑘 (кiлькiсть кластерiв). 

Крок 2. Центри кластерiв 𝑣𝑖 вибираються випадковим чином. 

Крок 3. Точки даних 𝑥𝑖𝑗 призначаються до найближчого кластера. 

Крок 4. Повторно обчислити центри кластерiв 𝑣𝑖 за допомогою 

рiвняння. 

Крок 5. Повторюються кроки Крок 3 та Крок 4 доки J не стане 

iнварiантним (дисперсiя  < 𝜀). 

Найважливiшими проблемами для кластеризацiї k-means є те, що 

результат кластеризацiї сильно залежить вiд iнiцiалiзацiї центри кластерiв та 

їх кiлькостi. Алгоритм дiйсний лише для числових даних. Крiм того, k-means  

не знаходяться до глобального мiнiмуму, але знаходяться до локального 

мiнiмуму. Щоб вирiшити цi проблеми, можливо зробити багато k-means 

iтерацiй, а потiм вибрати найменш об’єктивнi значення функцiї. Щоб усунути 

деякi обмеження в алгоритмi k-means, було запропоновано безлiч покращень 

(варiантiв), таких як алгоритм k-means++ та k-medians [2]. 

K-means++ – це розумний алгоритм iнiцiалiзацiї центроїда, а решта 

алгоритму такий самий, як i у k-means. Для iнiцiалiзацiї центроїда необхiдно 

виконати наступнi кроки:  

Крок 1. Вибрати першу точку центру випадковим чином. 

Крок 2. Обчислити вiдстань усiх точок у наборi даних вiд вибраного 

центроїда. 

Крок 3. Зробити точку як новий центроїд, який має максимальну 

ймовiрнiсть. 

Крок 4. Повторюються кроки Крок 2 та Крок 3 доки не знайдеться k-

центроїди. 
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Проблема з кластеризацiєю k-means i k-means++ полягає в тому, що 

кiнцевi центроїди не пiддаються iнтерпретацiї, центроїди є не фактичною 

точкою, а середнiм значенням точок, присутнiх у цьому кластерi. 

Iдея кластеризацiї k-medоids полягає в тому, щоб зробити кiнцевi 

центроїди фактичними точками даних. Цей результат робить центроїди 

iнтерпретованими.  

Використовуючи евклiдову вiдстань, алгоритм k-means знаходить лише 

сферичнi кластери. Також можна використовувати вiдстань Махаланобiса для 

пошуку елiпсоїдного кластеру, але з бiльш високою складнiстю.  

K-medоids може працювати з будь-якою вiдстанню та з категорiальними 

даними, з вiдхиленнями, але має набагато бiльшу складнiсть i потребує бiльше 

iтерацiй. Алгоритм кластеризацiї k-medоids називається Partitiоning Arоund 

Medоids (PAM) [3]. Основним недолiком алгоритму k-medоids є те, що вiн не 

пiдходить для кластеризацiї несферичних (довiльної форми) груп об’єктiв. Це 

пояснюється тим, що вiн покладається на мiнiмiзацiю вiдстаней мiж 

немедiанними об’єктами та центром кластера, бо вiн використовує 

компактнiсть як критерiй кластеризацiї замiсть зв’язностi. Отже, можна 

отримати рiзнi результати для рiзних запускiв на одному наборi даних, 

оскiльки першi k-medоids вибираються випадковим чином [4]. 

 

 

1.1.2 Expectatiоn-maximizatiоn алгоритм 

 

Алгоритм EM використовується для отримання оцiнки максимальної 

правдоподiбностi параметрiв, коли частина даних вiдсутня. Однак у 

загальному випадку алгоритм EM може застосовуватися i за наявностi 

латентних, тобто даних, якi нiколи не передбачалося спостерiгати в першу 

чергу. Тут припускається, що латентнi данi вiдсутнi. Латентна змiнна — це 

випадкова величина, яку неможливо спостерiгати нi на тренуваннi, нi етапi 

тестування [5]. Цi змiннi не можна вимiряти в кiлькiснiй шкалi. Вiдсутнi 
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значення набору даних можуть бути заповненi за допомогою всiх прийомiв i 

способiв, але все одно вони будуть викликати невизначенiсть, яка 

перешкоджатиме побудовi будь-якої ймовiрнiсної моделi.  

Прихована змiнна є прямою причиною для всiх параметрiв. Тепер з 

кiнцевою моделлю працювати набагато простiше i вона має таку ж 

ефективнiсть без зниження гнучкостi моделi. У латентних змiнних є один 

недолiк: навчити цi моделi важче. Алгоритм EM має багато застосувань у всiй 

статистицi, вiн часто використовується, наприклад, у машинному навчаннi та 

пошуку даних, а також у Байєсiвськiй статистицi [6]. Алгоритм заснований на 

знаходженнi параметрiв максимального параметра максимальної 

правдоподiбностi ймовiрнiсних модальностей. Кластеризацiя моделi 

забезпечується кiнцевою сумiшшю розподiлiв f. 

 

𝑓(𝑥 𝜃⁄ ) = ∑ 𝑝𝑖𝑓𝑖(𝑥 𝛼𝑖⁄ )𝐾
𝑖=1 ,      (1.4) 

 

де 𝑝𝑖 – це частка I класу (𝑝𝑖 ≥ 0 𝑖 ∑ 𝑝𝑖 = 1𝑖 ). 

 

𝛼𝑖 = (∑ 𝜇𝑖𝑖 ),        (1.5) 

 

де 𝜇𝑖 – центр; 

∑ 𝑖 – дисперсiя матрицi. 

Тодi логарифмiчна iмовiрнiсть глобального параметра максимiзується 

для оцiнки попереднiх параметрiв. 

 

ln 𝑓(𝑋 𝜃⁄ ) = ∑ ln 𝑓(𝑥𝑗 𝜃⁄ )𝑛
𝑗=1 ,    (1.6) 

 

де 𝑋 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛); 

𝜃 – дисперсiя параметра; 

𝜀 – фiксований порiг. 
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Нормований добуток ймовiрностей, таких як Gaussian Mixture Mоdels 

(GMM), використовується для вираження розподiлу. Модель Гаусової  

сумiшi  – це тип алгоритму кластеризацiї, який передбачає, що точка даних 

генерується iз сумiшi гаусових розподiлiв з невiдомими параметрами. Метою 

алгоритму є оцiнка параметрiв гаусових розподiлiв, а також пропорцiї точок 

даних, якi надходять з кожного розподiлу. На вiдмiну вiд цього, k-means є 

алгоритмом кластеризацiї, який не робить жодних припущень щодо основного 

розподiлу точок даних. Замiсть цього вiн просто розбиває точки даних на k 

кластерiв, де кожен кластер визначається своїм центроїдом. Хоча моделi 

сумiшi Гауса є бiльш гнучкими, їх може бути складнiше навчити, нiж k-means. 

K-means, як правило, швидше зближуються, i тому можуть бути кращими у 

випадках, коли час виконання є важливим фактором, загалом, будуть 

швидшими та точнiшими, коли набiр даних великий, а кластери добре 

роздiленi. Гаусовi моделi сумiшi будуть точнiшими, коли набiр даних 

невеликий або кластери не добре роздiленi [7]. Також, моделi Гаусової сумiшi 

є бiльш гнучкими з точки зору форми кластерiв, тодi як k-means обмежується 

сферичними кластерами. 

Моделi Гаусової сумiшi можна використовувати в рiзних сценарiях, у 

тому числi коли данi генеруються комбiнацiєю гаусових розподiлiв, коли iснує 

невизначенiсть щодо правильної кiлькостi кластерiв i коли кластери мають 

рiзну форму. У кожному з цих випадкiв використання моделi сумiшi Гауса 

може допомогти пiдвищити точнiсть результатiв. Наприклад, коли данi 

генеруються за допомогою комбiнацiї гаусових розподiлiв, використання 

моделi сумiшi Гауса може допомогти краще визначити основнi закономiрностi 

в даних. Крiм того, коли iснує невизначенiсть щодо правильної кiлькостi 

кластерiв, використання моделi сумiшi Гауса може допомогти зменшити 

частоту помилок. 

Алгоритм EM iтеративно використовує очiкування та максимiзацiю, 

доки не зiйдеться. Крок очiкування використовується для оцiнки ймовiрностi, 

потiм крок максимiзацiї ймовiрностi з використанням оцiнених параметрiв 
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iншого кроку. Потiм результат максимiзацiї використовується iншим кроком 

очiкування тощо. Алгоритм сходиться, коли дисперсiя параметра 𝜃 нижче 

фiксованого порогу 𝜀. Алгоритм EM пiдходить в основному для даних з рiзним 

розмiром i корельованими даними, але чутливий до шуму. Iншi варiанти 

алгоритму EM використовують адаптивну вiдстань з використанням 

гiстограми зображення та просторової iнформацiї для обробки зашумлених 

даних [8]. 

 

 

1.1.3 Iєрархiчнi методи кластеризацiї 

 

Iєрархiчна кластеризацiя – це впорядкування даних, у яких будується 

iєрархiя вкладених кластерiв. Методологiя слiдує за стратегiєю рекурсивного 

подiлу, яка може здiйснюватися або зверху вниз, або знизу вгору. Видiляють 

два класи методiв iєрархiчної кластеризацiї агломеративний та дивiзивний. 

Концепцiя проiлюстрована на рисунку 1.1. Також є сiм позначених шаблонiв 

що описано на дендограмi, показаний на рисунку 1.2. 

 

 

Рисунок 1.1 – Представлення точок для трьох кластерiв 
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Рисунок 1.2 – Дендрограма, що зображує кластери 

 

Пiд дендрограмою зазвичай розумiється дерево, побудоване за 

матрицею мiр близькостi. Дендрограма дозволяє зобразити взаємнi зв’язки 

мiж об’єктами iз заданої множини. Для створення дендрограми потрiбна 

матриця подiбностi (або вiдмiнностi), яка визначає рiвень подiбностi пари 

кластерiв [9]. Найчастiше використовуються агломеративнi методи. Для 

побудови матрицi подiбностi (вiдмiнностi) необхiдно задати мiру вiдстанi мiж 

двома кластерами. Iснує безлiч методiв вимiрювання вiдстанi мiж групами: 

одиночна ланка (мiнiмальна вiдстань), середня ланка (середня вiдстань), повна 

ланка (максимальна вiдстань), метод Уорда (цiльова функцiя) та центроїдний 

метод. 

Агломеративна iєрархiчна кластеризацiя − це методологiя агломерацiї 

знизу нагору, де кластери мають пiдкластери i так далi. Вона починається з 

того, що кожен об’єкт утворює свiй власний кластер i iтеративно поєднує 

кластери у всi великi та великi кластери, поки всi кластери у свою чергу не 

об’єднаються, i таким чином виходить бажана кластерна структура. Єдиний 

кластер стає корiнням iєрархiї. На етапi злиття знаходяться два кластери, якi 

знаходяться найближче один до одного, i об’єднуються в один кластер [10]. 

Дивiзивна iєрархiчна кластеризацiя − це методологiя кластеризацiї 

зверху вниз. Ця методологiя починається з одного кластера, що мiстить усi 

об’єкти, а потiм, у свою чергу, розбиває наступнi кластери доти, доки не 
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залишаться тiльки кластери окремих об’єктiв, а також не буде отриманий 

бажаний кластер. Ця методологiя майже аналогiчна до агломеративного 

пiдходу, за винятком того, що вона починається з єдиного кластера, що 

складається з усiх об’єктiв. Проте ця методологiя використовується рiдше.  

Дивiзивна кластеризацiя є складнiшою в порiвняннi з агломеративною, 

оскiльки у випадку роздiльної кластеризацiї потрiбен метод плоскої 

кластеризацiї як «пiдпрограма», щоб роздiлити кожен кластер, доки не буде 

кожен власний кластер одиночного кластера. Дивiзивна кластеризацiя 

ефективнiша, якщо не створюється повна iєрархiя аж до окремих листiв даних. 

Алгоритм дивiзивний також бiльш точний. Агломеративна кластеризацiя 

приймає рiшення, враховуючи локальнi шаблони або сусiднi точки, спочатку 

не беручи до уваги глобальний розподiл даних. Цi раннi рiшення неможливо 

скасувати. тодi як розподiльна кластеризацiя враховує глобальний розподiл 

даних при прийняттi рiшень щодо роздiлення верхнього рiвня.  

Iєрархiчна кластеризацiя − це дуже корисний алгоритм кластеризацiї без 

нагляду. Однак є певнi труднощi. Використовуючи цей алгоритм, необхiдно 

враховувати i визначити мiру несхожостi, тип зв’язку та точку вiдсiкання 

дендрограми. Хоча єдиної правильної вiдповiдi на цi фактори немає, кожне 

рiшення вiдкриватиме цiкавi аспекти даних, якi можна проаналiзувати та 

врахувати. 

 

 

1.2 Нечiткi методи кластеризацiї 

 

Математична теорiя нечiтких множин та нечiтка логiка є узагальненнями 

класичної теорiї множин та класичної формальної логiки. Данi поняття були 

вперше запропонованi американським ученим Лотфi Заде у 1965 р. Основною 

причиною появи нової теорiї стала наявнiсть нечiтких та наближених 

мiркувань при описi людиною процесiв, систем, об’єктiв. Нечiтка логiка 
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намагається дiяти як люди та використовувати простi логiчнi правила для 

вирiшення реальних, складних та нелiнiйних проблем.  

Методи нечiткої кластеризацiї заснованi на нечiткому приналежностi, 

тодi як у класичних методах жорсткої кластеризацiї данi розподiляються за 

рiзними кластерами, отже кожен елемент даних належить до одного 

кластеру [11]. У методах нечiткої кластеризацiї (також званої м’якої 

кластеризацiї), елементи даних можуть бути членами бiльш нiж одного 

кластера, так що об’єкти можуть належати до багатьох кластерiв одночасно. 

Iснує три категорiї методiв нечiткої кластеризацiї: заснованi на нечiткому 

вiдношеннi, заснованi на правилi k-найближчого сусiда та на основi 

об’єктивної функцiї. Остання категорiя найбiльш використовується в нечiткiй 

кластеризацiї, нечiткi методи використовуються для покращення результатiв 

кластеризацiї результатiв, коли межi перекриваються. 

 

 

1.2.1 Алгоритм нечiтких c-means 

 

Алгоритм нечiтких c-means заснований на класичному алгоритмi  

c-means, розробленому Данном в 1973 роцi, а потiм удосконалений Бездеком 

в 1981 роцi. Вiн досi дуже широко використовується для кластеризацiї даних. 

Функцiя членства − це не просто 0 або 1, а значення мiж 0 та 1, тому вектор 

членства (для k-середнiх) замiнюється матрицею членства (для c-середнiх). 

Членство представлено матрицею c на n, де c – кiлькiсть нечiтких пiдмножин, 

а n − кiлькiсть об’єктiв. Кожен рядок є приналежнiстю всiх n об’єктiв до 

певного нечiткого пiдмножини, а кожен стовпець представляє приналежнiсть 

об’єкта до всiх c нечiтких пiдмножин. Алгоритм с-means дуже подiбний до 

алгоритму k-means, але з новою об’єктивною функцiєю J’. 

 

𝐽′(𝑈, 𝑉) = ∑ ∑ 𝑢𝑖𝑗
𝑚  ‖𝑥𝑗 −𝑣𝑖‖

2𝑛
𝑘=1

𝑐
𝑖=1 ,    (1.7) 
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де 𝑢 – нечiтка матриця роздiлу; 

𝑣 – набiр прототипiв; 

𝑛 – кiлькiсть прототипiв;  

𝑐 – кiлькiсть кластерiв;  

𝑥𝑗 – точка вимiрюваних даних;  

𝑣𝑖 – кластернi центри. 

 

𝑣𝑖 =
∑ 𝑢𝑖𝑗

𝑚𝑥𝑗
𝑛
𝑗=1

∑ 𝑢𝑖𝑗
𝑚𝑛

𝑗=1

, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑐,      (1.8) 

 

де 𝑢𝑖𝑗 – це значення членства 𝑥𝑗 з вiдношенням до кластера i: 

 

𝑢𝑖𝑗 =
1

∑ (‖𝑥𝑗−𝑣𝑖‖ ‖𝑥𝑗−𝑣𝑘‖⁄ )
2 (𝑚−1)⁄с

𝑘=1

, 𝑚 ≥ 1,    (1.9) 

 

де 𝑚 – визначає ступiнь нечiткостi кластера. 

Параметр фазiфiкатора m фiксується вiдповiдно до програми. Вiн 

використовується для зниження чутливостi класових центрiв до шуму. Бiльше 

значення m призводить до бiльш нечiтких кластерiв, а мале значення 𝑚 ≅ 1 

призводить до чiтких кластерiв [12]. Бездек довiв, що фазифiкатор m має бути 

встановлений у [1,5; 2,5]. Загалом, m встановлено на 2. Етапи алгоритмiв 

подiбнi до алгоритму чiткого k-means: 

Крок 1. Вибрати центри c випадковим чином (вектор V). 

Крок 2. Обчислення матрицi розподiлу u. 

Крок 3. Оновлення центрiв 𝑣𝑖. 

Крок 4. Обчислення цiльової функцiї J. 

Крок 5. Повторюються кроки Крок 3 та Крок 4 до зближення. 

Найважливiшими проблемами для алгоритму є обчислювальний час, вiн 

набагато повiльнiше, нiж чiткi c-means через iтерацiйний характер [13], вибiр 

метричної вiдстанi (евклiдова вiдстань не завжди найкраща), вибiр початкових 
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кластерiв, вибiр кiлькостi кластери, вибiр параметра фазiфiкатора m та 

чутливiсть шуму. 

 

 

1.2.2 Варiанти нечiтких c-means  

 

Багато авторiв запропонували варiанти нечiтких c-means для вирiшення 

деяких з цих проблем, наприклад, використання iнших функцiй вiддаленостi, 

використання iнших функцiй членства або використання iєрархiчного 

агломеративного алгоритму або хонен-мереж для визначення кiлькостi 

кластерiв [14-16]. 

Густафсон i Кессель запропонували використовувати адаптивну норму 

вiдстанi, яка iндукує матрицю n на n, щоб оптимiзувати функцiю вiдстанi. В 

цьому алгоритмi замiсть евклiдової вiдстанi використовується вiдстань 

Махаланобiса. Оскiльки вiдстань Махалонобiса формує кластери у формi 

елiпса, у той час як евклiдова вiдстань використовується для виявлення 

кластероподiбних кластерiв.  

Гат i Гева запропонували FMLE (Fuzzy Maximum Likelihооd Estimatiоn) 

з вiдстанню норми вiдстанi. Цей метод дає кращi результати, особливо для 

гiперелiпсоїдних класiв [17]. 

Ахмед запропонував у 2002 роцi модифiкований алгоритм нечiтких  

c-means на основi модифiкованої цiльової функцiї на основi iнформацiї сусiда. 

Цей алгоритм є бiльш надiйним, нiж кластеризацiя c-середнiх, i дає хорошу 

класифiкацiю, в основному для шумних зображень.  

Iншi автори запропонували SFCM (Supressed FCM). Алгоритм полягає у 

збiльшеннi та приглушеннi найбiльших ступенiв приналежностi. Цей 

алгоритм сходиться швидше, нiж FCM, але його продуктивнiсть сильно 

залежить вiд випадкового параметра α. Модифiкований SFCM визначає 

параметр α за допомогою пiдходу до навчання, керованого прототипом.  
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Нiхiл у 2005 роцi запропонував iмовiрний FCM, який є нечiткою версiєю 

можливостних c-means. PFCM має як переваги нечiткого членства, так i 

типовiсть PCM. PFCM використовує просторову iнформацiю в цiльовiй 

функцiї, щоб отримати кращi результати кластеризацiї. На вiдмiну вiд 

алгоритму FCM, який змушує викиди належати до одного або кiлькох 

кластерiв, що спотворює результат кластеризацiї, PFCM є бiльш надiйним для 

викидiв. Цiльова функцiя PFCM має два випадково фiксованих параметри a 

(ступiнь нечiткостi) i b (ступiнь типовостi). 

У 2011 роцi Саад запропонував Enhanced PFCM, у якому параметри a i b 

не мають випадкових значень, а обчислюються вiдповiдно до точок даних, 

щоб мати кращi результати кластеризацiї. У 2014 роцi Чжао запропонував 

iнший модифiкований SFCM. 

 

 

1.2.3 Нечiткi множини другого типу  

 

Заде запропонував нечiтку логiку другого типу в 1975 року. Це 

узагальнення нечiткої множини типу 1, яке полягає у використаннi 

невизначеної (або нечiткої) функцiї належностi. На вiдмiну вiд нечiткої логiки, 

яка використовує двовимiрне членство, нечiтка логiка другого типу є 

тривимiрним членством, тому вона може обробляти бiльше невизначеностей i 

краще виявляти викиди. Для нечiткої логiки другого типу функцiя власностi 

називається FОU [18]. 

FОU являє собою розмиття функцiї належностi типу 1 i повнiстю 

описується двома його функцiями, що обмежують, нижчою функцiєю 

належностi (LMF) i функцiєю верхньої належностi (UMF), обидвi з яких є 

типом 1 нечiткий набiр. Iнтелектуальнi системи, що базуються на нечiткiй 

логiцi, є фундаментальними iнструментами моделювання нелiнiйних складних 

систем. Нечiткi множини та нечiтка логiка є основою для нечiтких систем, 

метою яких було моделювання того, як мозок манiпулює неточною 
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iнформацiєю. Нечiткi множини типу 2 краще використовуються для 

моделювання невизначеностi та неточностi [19]. Новi поняття були введенi 

Менделем i Лiангом що дозволяє охарактеризувати нечiтке безлiч типу 2 з 

найвищою функцiєю власностi та нижчою функцiєю власностi; кожна з цих 

двох функцiй може бути представлена функцiєю належностi нечiткої множини 

типу 1. Iнтервал мiж цими двома функцiями є слiдом невизначеностi (FОU), 

який використовується для характеристики нечiткої множини типу 2. 

Невизначенiсть є недосконалiсть знання про природний процес або природний 

стан. Статистична невизначенiсть - це випадковiсть чи помилка, що виникає з 

рiзних джерел, коли використовуємо її у статистичнiй методологiї [20]. 

Iснують рiзнi джерела невизначеностi у процесi оцiнки та обчислення.  

П’ять типiв невизначеностi, що виникають iз природного стану 

неточного знання: 

− похибка вимiрювання, помилка величин, що спостерiгаються; 

− невизначенiсть процесу, динамiчна випадковiсть; 

− невизначенiсть моделi, неправильна специфiкацiя структури моделi; 

− оцiнка невизначеностi, яка може виникнути з будь-якої з попереднiх 

невизначеностей або їх комбiнацiї, i називається вона неточнiстю; 

− невизначенiсть реалiзацiї, наслiдок мiнливостi, що у результатi 

полiтики сортування, нездатнiсть досягти конкретної стратегiчної мети. 

 

 

1.3 Постановка задачi 

 

Об’єктом роботи є дослiдження методу достовiрної кластеризацiї даних.  

Метою роботи є розробка модифiкованої процедури нечiткої 

кластеризацiї, що заснована на алгоритмi Густафсона-Кесселя, яка дозволяє 

формувати кластери iз вiльної фiксацiї осей. 

Для досягнення мети необхiдно вирiшити такi завдання:  

− провести аналiз класичних методiв кластеризацiї; 
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− провести аналiз нечiтких методiв кластеризацiї, що формують класи 

якi вiдрiзняються вiд сферичної;  

− розглянути процедуру типу Густафсона-Кесселя, що має робастнi 

властивостi; 

− реалiзувати комп’ютерну модель для перевiрки дiї алгоритму; 

− зробити порiвняльний аналiз результатiв роботи модифiкованого 

алгоритму Густафсона-Кесселя у порiвняннi з iншими алгоритмами 

кластеризацiї. 
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2 МОДИФIКОВАНИЙ АЛГОРИТМ ГУСТАФСОНА-КЕССЕЛЯ 

 

 

2.1 Кластери гiпереллiпсоїдної форми  

 

Бiльшiсть популярних алгоритмiв нечiткої кластеризацiї призначенi для 

обробки iнформацiї в пакетному режимi, коли весь масив даних, що 

пiдлягають обробцi, задається заздалегiдь. Зрозумiло, що цей пiдхiд не є 

ефективним для завдань Big Data Mining i Data Stream Mining, коли данi 

подаються на обробку послiдовно, можливо, в онлайн-режимi. У таких 

завданнях на перший план виступають рекурентнi процедури нечiткої 

кластеризацiї, в яких кожне оброблене спостереження надалi не 

використовується, тобто фактично забувається. Модифiкованої процедури 

нечiткої кластеризацiї з урахуванням алгоритму Густафсона-Кесселя, тобто 

фактично з вiдстанню Махаланобiса, що дозволяє формувати кластери 

гiпереллiпсоїдної форми з довiльною орiєнтацiєю осей [21]. 

Вiдстань Махаланобiса – вiдстань у евклiдовому просторi, що 

узагальнює поняття евклiдової вiдстанi. Визначається формулою: 

 

 𝑑(𝑋, 𝑌, 𝑍) = √(𝑋 − 𝑌)𝑇𝑆−1(𝑋 − 𝑌) , (2.1) 

 

де 𝑋 – вектор; 

𝑌 – вектор; 

𝑇 – позначає операцiю транспонування;  

𝑆 – матриця.  

Вiдстань Махаланобiса використовується в багатовимiрному 

статистичному аналiзi, зокрема при перевiрцi гiпотез, класифiкацiї 

спостережень i в кластерному аналiзi. У цих застосуваннях S є коварiацiйною 

матрицею деякого багатовимiрного розподiлу, що дозволяє визначити 

вiдстань мiж випадковими векторами iз цього розподiлу iз врахуваннями 
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кореляцiй мiж компонентами [22]. У випадку коли S – одинична матриця, 

вiдстань Махаланобiса збiгається з евклiдовою вiдстанню.  

Алгоритм обчислення вiдстанi мiж двома точками та мiж точкою та 

класом: 

Крок 1. Обчислити математичнi очiкування значень ознак точок класу. 

Крок 2. Обчислити середньоквадратичнi вiдхилення значень ознак точок 

класу. 

Крок 3. Обчислити коварiацiї мiж усiма парами ознак точок класу та 

скласти пiдступну матрицю. 

Крок 4. Якщо матриця оборотна, то вирахувати вiдстань по 

Махаланобiсу. 

У процесi нечiткої кластеризацiї з використанням розглянутих 

алгоритмiв формованi класи мають форму гiперсфер, що не завжди вiдповiдає 

реальним умовам, коли цi кластери можуть мати довiльну форму. Бiльш 

адекватною i зручною формою є кластери гiперелiпсоiдальної форми з 

довiльною орiєнтацiєю осей у просторi ознак [23]. Такi кластери можна 

формувати за допомогою алгоритму Густафсона-Кесселя та його модифiкацiй, 

де вiдстань має вигляд: 

 

DAq
2 (x(τ), cq) = ‖x(τ) − cq‖Aq

2
= (x(τ) − wq)

T
Aq(x(τ) − cq),  (2.2) 

 

 

 

{
𝐴𝑞 = (𝑑𝑒𝑡 𝑆𝑞)

1

𝑛𝑆𝑞
−1,

𝑆𝑞 = ∑ 𝜇𝑞
𝛽
(𝜏)(𝑥(𝜏) − 𝑐𝑞)(𝑥(𝜏) − 𝑐𝑞)

𝑇
.𝑁

𝜏=1

   (2.3) 
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Мiнiмiзацiя призводить до результату [24]: 

 

{
 
 

 
 
𝜇𝑞(𝑘) =

(𝐷𝐴𝑞
2 (𝑥(𝜏),𝑐𝑞))

1
1−𝛽

∑ (𝐷𝐴𝑙
2 (𝑥(𝜏),𝑐𝑙))

1
1−𝛽𝑚

𝑙=1

,

𝑐𝑞 =
∑ 𝜇𝑞

𝛽
(𝜏)𝑥(𝜏)𝑁

𝜏=1

∑ 𝜇𝑞
𝛽
(𝜏)𝑁

𝜏=1

.

      (2.4) 

 

Приймається значення фаззифiкатора як 𝛽 = 2 [25-28], маємо рiшення 

у виглядi: 

 

{
 
 
 

 
 
 𝜇𝑞(𝜏) =

1

1+
𝐷𝐴𝑞
2 (𝑥(𝜏),𝑐𝑞)

𝜎𝑞
2(𝜏)

,

𝜎𝑞
2(𝜏) = (∑ 𝐷𝐴𝑙

−2(𝑥(𝜏), 𝑐𝑙)
𝑚
𝑙=1
𝑙≠𝑞

)

−1

,

𝑐𝑞 =
∑ 𝜇𝑞

2(𝜏)𝑥(𝜏)𝑁
𝑘=1

∑ 𝜇𝑞
2(𝜏)𝑁

𝜏=1
.

     (2.5) 

 

Таким чином, спiввiдношення по сутi є процедурою iмовiрнiсної 

нечiткої кластеризацiї, але класи, що утворюються, мають вигляд 

гiперелiпсоїдiв з довiльною орiєнтацiєю осей. 

 

 

2.2 Модифiкацiя алгоритму 

 

Щоб ввести рекурентну модифiкацiю алгоритму Густафсона-Кесселя, 

можемо використовувати формулу обiгу матрицi Шермана-Моррiсона [29]. та 

лему про визначника матрицi, що призводить до процедури: 
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{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

𝜇𝑞(𝜏 + 1) =
(𝐷𝐴𝑞(𝜏)

2 (𝑥(𝜏+1),𝑐𝑞(𝜏)))

1
1−𝛽

∑ (𝐷𝐴𝑞(𝜏)
2 (𝑥(𝜏+1),𝑐𝑙(𝜏)))

1
1−𝛽

𝑚
𝑙=1

,

𝑆𝑞(𝜏 + 1) = 𝑆𝑞(𝜏) + 𝜇𝑞
𝛽
(𝜏 + 1)(𝑥(𝜏 + 1) − 𝑐𝑞(𝜏))(𝑥(𝜏 + 1) − 𝑐𝑞(𝜏))

𝑇
,

𝑆𝑞
−1(𝜏 + 1) = 𝑆𝑞

−1(𝜏) −
𝜇𝑞
𝛽
(𝜏+1)𝑆𝑞

−1(𝜏)(𝑥(𝜏+1)−𝑐𝑞(𝜏))(𝑥(𝜏+1)−𝑐𝑞(𝜏))
𝑇
𝑆𝑞
−1(𝜏)

1+𝜇𝑞
𝛽
(𝜏+1)(𝑥(𝜏+1)−𝑐𝑞(𝜏))

𝑇
𝑆𝑞
−1(𝜏)(𝑥(𝜏+1)−𝑐𝑞(𝜏))

,

𝑑𝑒𝑡 𝑆𝑞 (𝜏 + 1) = (𝑑𝑒𝑡 𝑆𝑞 (𝜏)) (1 + 𝜇𝑞
𝛽
(𝜏 + 1)(𝑥(𝜏 + 1) − 𝑐𝑞(𝜏))

𝑇
(𝑥(𝜏 + 1) − 𝑐𝑞(𝜏))) ,

𝐴𝑞(𝜏 + 1) = (𝑑𝑒𝑡 𝑆𝑞 (𝜏 + 1))
1

𝑛𝑆𝑞
−1(𝜏 + 1),

𝑐𝑞(𝜏 + 1) = 𝑐(𝜏) + 𝑟(𝜏 + 1)𝜇𝑞
𝛽
(𝜏 + 1)𝐴𝑞(𝜏 + 1)(𝑥(𝜏 + 1) − 𝑐𝑞(𝜏)).

  (2.6) 

  

  

Метод Густафсона-Кесселя легко модифiкувати у разi можливої нечiткої 

кластеризацiї [30]. У цьому випадку цiльова функцiя набуває вигляду: 

 

𝐸(𝜇𝑞(𝜏), 𝑐𝑞 , 𝜂𝑞) = ∑ ∑ 𝜇𝑞
𝛽
(𝜏)𝐷𝐴𝑞

2 (𝑥(𝜏), 𝑐𝑞) +
𝑚
𝑞=1

𝑁
𝜏=1    (2.7) 

+∑𝜂𝑞

𝑚

𝑞=1

∑(1− 𝜇𝑞(𝜏))
𝛽
,

𝑁

𝜏=1

 

 

та у пакетнiй формi: 

 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
𝜇𝑞(𝜏) = (1 +

𝐷𝐴𝑞
2 (𝑥(𝜏),𝑐𝑞)

1
𝛽−1

𝜂𝑞
)

−1

,

𝑐𝑞 =
∑ 𝜇𝑞

𝛽
(𝜏)𝑥(𝜏)𝑁

𝑘=1

∑ 𝜇𝑞
𝛽
(𝜏)𝑁

𝑘=1

,

𝑆𝑞 = ∑ 𝜇𝑞
𝛽
(𝜏)(𝑥(𝜏) − 𝑐𝑞)(𝑥(𝜏) − 𝑐𝑞)

𝑇
,𝑁

𝜏=1

𝐴𝑞 = (𝑑𝑒𝑡 𝑆𝑞)
1

𝑛𝑆𝑞
−1,

𝜂𝑞(𝜏) =
∑ 𝜇𝑞

𝛽
(𝜏)(𝑥(𝜏)−𝑐𝑞)

𝑇
𝐴𝑞(𝑥(𝜏)−𝑐𝑞)

𝑁
𝜏=1

∑ 𝜇𝑞
𝛽
(𝜏)𝑁

𝜏=1

.

    (2.8) 
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Алгоритм можна записати в рекурентнiй формi: 

 

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
𝜇𝑞(𝜏) = (1 + (

𝐷𝐴𝑞
2 (𝜏)(𝑥(𝜏+1),𝑐𝑞(𝜏))

𝜂𝑞(𝜏)
)

1

𝛽−1

)

−1

,

𝑆𝑞(𝜏 + 1) = 𝑆𝑞(𝜏) + 𝜇𝑞
𝛽
(𝜏 + 1)(𝑥(𝜏 + 1) − 𝑐𝑞(𝜏))(𝑥(𝜏 + 1) − 𝑐𝑞(𝜏))

𝑇
,

𝑆𝑞
−1(𝜏 + 1) = 𝑆𝑞

−1(𝜏) −
𝜇𝑞
𝛽
(𝜏+1)𝑆𝑞

−1(𝜏)(𝑥(𝜏+1)−𝑐𝑞(𝜏))(𝑥(𝜏+1)−𝑐𝑞(𝜏))
𝑇
𝑆𝑞
−1(𝜏)

1+𝜇𝑞
𝛽
(𝜏+1)(𝑥(𝜏+1)−𝑐𝑞(𝜏))

𝑇
𝑆𝑞
−1(𝜏)(𝑥(𝜏+1)−𝑐𝑞(𝜏))

,

𝑑𝑒𝑡 𝑆𝑞 (𝜏 + 1) = (𝑑𝑒𝑡 𝑆𝑞 (𝜏)) (1 + 𝜇𝑞
𝛽
(𝜏 + 1)(𝑥(𝜏 + 1) − 𝑐𝑞(𝜏))

𝑇
(𝑥(𝜏 + 1) − 𝑐𝑞(𝜏))) ,

𝐴𝑞(𝜏 + 1) = (𝑑𝑒𝑡 𝑆𝑞 (𝜏 + 1))
1

𝑛𝑆𝑞
−1(𝜏 + 1),

𝑐𝑞(𝜏 + 1) = 𝑐𝑞(𝜏) + 𝑟(𝜏 + 1)𝜇𝑞
𝛽
(𝜏 + 1)𝐴𝑞(𝜏 + 1)(𝑥(𝜏 + 1) − 𝑐𝑞(𝜏)),

𝜂𝑞(𝜏 + 1) =
∑ 𝜇𝑞

𝛽
(𝑝)(𝑥(𝑝)−𝑐𝑞(𝜏+1))

𝑇
𝐴𝑞(𝑥+1)(𝑥(𝑝)−𝑐𝑞(𝜏+1))

𝜏+1
𝑝=1

∑ 𝜇𝑞
𝛽
(𝑝)𝜏+1

𝑝=1

.

       (2.9) 

 

 

2.3 Достовiрний варiант алгоритму Густафсона-Кесселя 

 

Що стосується достовiрного варiанта алгоритму Густафсона-Кесселя, то 

замiсть цiльової функцiї слiд використовувати його модифiкацiю у виглядi: 

 

𝐸(𝐶𝑟𝑒𝑑𝑞(𝜏), 𝑐𝑞) = ∑ ∑ 𝐶𝑟𝑒𝑑𝑞
𝛽
(𝜏)𝐷𝐴𝑞

2 (𝑥(𝜏), 𝑐𝑞)
𝑚
𝑞=1

𝑁
𝜏=1 .   (2.10) 

 

З обмеженнями можно записати так: 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑆𝑞 = ∑ 𝜇𝑞

𝛽
(𝜏)(𝑥(𝜏) − 𝑐𝑞)(𝑥(𝜏) − 𝑐𝑞)

𝑇
,𝑁

𝑘=1

𝐴𝑞 = (𝑑𝑒𝑡 𝑆𝑞)
1

𝑛𝑆𝑞
−1,

𝜇𝑞(𝜏) =
1

1+𝐷𝐴𝑞
2 (𝑥(𝜏),𝑐𝑞)

,

𝜇𝑞
∗ (𝜏) =

𝜇𝑞(𝜏)

𝑠𝑢𝑝 𝜇𝑙(𝜏)
,

𝐶𝑟𝑒𝑑𝑞(𝜏) =
1

2
(𝜇𝑞

∗ (𝜏) + 1 − 𝑠𝑢𝑝 𝜇𝑙
∗ (𝜏)),

𝑐𝑞 =
∑ 𝐶𝑟𝑒𝑑𝑞

𝛽
(𝜏)𝑥(𝜏)𝑁

𝜏=1

∑ 𝐶𝑟𝑒𝑑𝑞
𝛽
(𝜏)𝑁

𝜏=1

.

   (2.11) 
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Спiввiдношення є узагальненням алгоритму у разi метрики [31]. 

Можемо запровадити рекурентну правдоподiбну модифiкацiю алгоритму 

Густафсона-Кесселя: 

 

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 𝜇𝑞(𝜏 + 1) = (1 + 𝐷𝐴𝑞

2 (𝜏)(𝑥(𝜏 + 1), 𝑐𝑞(𝜏)))
−1

,

𝜇𝑞
∗ (𝜏 + 1) =

𝜇𝑞(𝜏+1)

𝑠𝑢𝑝𝜇𝑙(𝜏+1)
,

𝐶𝑟𝑒𝑑𝑞(𝜏 + 1) =
1

2
(𝜇𝑞

∗(𝜏 + 1) − 1 − 𝑠𝑢𝑝 𝜇𝑙
∗ (𝜏 + 1)),

𝑆𝑞(𝜏 + 1) = 𝑆𝑞(𝜏) + 𝜇𝑞
𝛽
(𝜏 + 1)(𝑥(𝜏 + 1) − 𝑐𝑞(𝜏))(𝑥(𝜏 + 1) − 𝑐𝑞(𝜏))

𝑇
,

𝑆𝑞
−1(𝜏 + 1) = 𝑆𝑞

−1(𝜏) −
𝜇𝑞
𝛽
(𝜏+1)𝑆𝑞

−1(𝜏)(𝑥(𝜏+1)−𝑐𝑞(𝜏))(𝑥(𝜏+1)−𝑐𝑞(𝜏))
𝑇
𝑆𝑞
−1(𝜏)

1+𝜇𝑞
𝛽
(𝜏+1)(𝑥(𝜏+1)−𝑐𝑞(𝜏))

𝑇
𝑆𝑞
−1(𝜏)(𝑥(𝜏+1)−𝑐𝑞(𝜏))

,

𝑑𝑒𝑡 𝑆𝑞 (𝜏 + 1) = (𝑑𝑒𝑡 𝑆𝑞 (𝜏)) (1 + 𝜇𝑞
𝛽
(𝜏 + 1)(𝑥(𝜏 + 1) − 𝑐𝑞(𝜏))

𝑇
(𝑥(𝜏 + 1) − 𝑐𝑞(𝜏))) ,

𝐴(𝜏 + 1) = (𝑑𝑒𝑡 𝑆𝑞 (𝜏 + 1))
1

𝑛𝑆𝑞
−1(𝜏 + 1),

𝑐𝑞(𝜏 + 1) = 𝑐𝑞(𝜏) + 𝑟(𝜏 + 1)𝜇𝑞
𝛽
(𝜏 + 1)𝐴𝑞(𝜏 + 1)(𝑥(𝜏 + 1) − 𝑐𝑞(𝜏)).

(2.12) 
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3 КОМП’ЮТЕРНА МОДЕЛЬ АЛГОРИТМУ ГУСТАФСОНА-

КЕССЕЛЯ 

 

 

3.1 Обґрунтування вибору мови програмної реалiзацiї 

 

У рамках квалiфiкацiйної розробка алгоритму Густафсона-Кесселя за 

допомогою мови R. Мова R – головний конкурент Pythоn для тих, хто 

займається статистикою та аналiзом даних. Його використовують у соцiальних 

та економiчних науках для пошуку причинно-наслiдкових зв’язкiв, порiвняння 

вибiрок, створення наочних звiтiв та графiкiв. Мова розробили вченi 

факультету статистики унiверситету Окленда [32]. Спочатку це був 

внутрiшнiй iнструмент, але потiм його зробили доступним для всiх – вже 

вдалим вiн вийшов. Синтаксис мови R простий i включає мiнiмальний набiр 

примiтивних типiв даних: символьнi, числовi, логiчнi та комплекснi. 

Примiтивнi типи об’єднуються у складнiшi. Наприклад, тип вектор – це, 

насправдi, перелiк з кiлькох об’єктiв (чисел, рядкiв та iнших). Числовi змiннi 

можуть набувати i особливi значення: NaN (nоt a number – не число), Inf 

(infinity – нескiнченнiсть) та NA (nоt available – недоступно). 

Найпопулярнiша команда в R – читання файлу, тому що треба постiйно 

вiдкривати та дослiджувати датасети.  

Лiстинг 3.1 Команда читання файлу: 

 

data <- read.csv("input.csv", sep = ‘,’) 

 

За допомогою мови R можна реалiзувати багато завдань. Обробити, 

очистити та перетворити данi для дослiдження. Наприклад, як подивитися, 

скiльки в середньому користувачiв завантажили мобiльний застосунок за 

кожен лiтнiй та осiннiй мiсяць. Мова R дозволяє виключити з графiка зиму та 

осiнь та згрупувати їх по мiсяцях для подальших пiдрахункiв [33]. Провести 

статистичнi випробування. Припустимо, як дiзнатися, чи вiдрiзняється 
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середня тривалiсть життя чоловiкiв та жiнок. Для цього можна запустити  

t-тест – його результати покажуть, чи є статистично значущi рiзницю мiж 

даними. Виконати розвiдувальний аналiз. Данi необхiдно перевiряти на 

нормальнiсть, тому що багато статистичних методiв (наприклад, той самий  

t-тест) вимагають нормального розподiлу у вихiдниках. Нормальний розподiл 

передбачає, що бiльша частина даних групується близько середнього 

значення, а iнших значень набагато менше. Такий розподiл часто зустрiчається 

в життi: людей середнього зростання у свiтi найбiльше, а високих i низьких 

мало. R є iнструменти перевiрки нормальностi за допомогою графiкiв i тестiв. 

Також намалювати iнтерактивний графiк та вiдрегулювати його параметри – 

значення по осях тощо [34]. 

 

 

3.2 Програмна реалiзацiя 

 

Алгоритм Густафсона-Кесселя – це один з алгоритмiв нечiткої 

кластеризацiї, який має справу з мiрою належностi точки до кластера замiсть 

бiнарної класифiкацiї 0/1 (або належить, або не належить). Таким чином, 

зрештою, кожна точка не призначається кластеру, а замiсть цього отримує 

вектор мiр приналежностi. Отже, точка зазвичай належить усiм кластерам 

одночасно, але її членство має рiзну «силу» для рiзних кластерiв. Однак, коли 

кластеризацiя буде завершена, можна перетворити нечiткi кластери на crips, 

просто призначивши точцi кластер з найвищим значенням функцiї належностi. 

Спочатку представимо традицiйну функцiю попередньої обробки: 

нормалiзацiю та кодування (рис. 3.1). Перший нормалiзує данi шляхом 

вiднiмання середнiх, другий масштабує данi в iнтервалi (-1,1). 

Процедура створює k центроїдiв з кiлькiстю вимiрiв, що дорiвнює 

кiлькостi елементiв. Центр iнiцiалiзуються випадковими векторами в iнтервалi 

[-1,1]. Кожен центроїд має «супутника» –  матрицю перетворення A, яка 

iнiцiалiзується як iдентична матриця (рис. 3.3). 
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Рисунок 3.1 – Функцiя нормалiзацiї та кодування 

 

Тепер нормалiзуємо та закодуємо набiр даних райдужки (рис. 3.2). 

 

 

Рисунок 3.2 – Функцiя нормалiзацiї та кодування 

 

 

Рисунок 3.3 – Iнiцiалiзацiя центроїдiв i матриць перетворення 

 

Наступна функцiя обчислює вiдстанi Махаланобiса (мiра вiдстанi мiж 

векторами випадкових величин, що узагальнює поняття евклiдова вiдстанi) 

для кожної точки для кожного центроїда (рис. 3.4). 
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Рисунок 3.4 – Пошук вiдстанi 

 

Наступна функцiя обчислює членство – якою мiрою кожна точка 

належить кожному кластеру (рис. 3.5). 

 

 

Рисунок 3.5 – Обчислення мiри 

 

Наступним важливим кроком є оновлення центроїдiв i матриць 

перетворення, щоб була можливiсть перейти до наступної iтерацiї алгоритму 

(рис. 3.6, рис. 3.7). 
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Рисунок 3.6 – Оновлення центроїдiв i матриць 

 

 

Рисунок 3.7 – Поточнi центроїди 
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Пiсля того, як завершилась кластеризацiю, треба подивитися на 

результати та отримати деяку вiзуалiзацiю. Для цього потрiбно отримати 

найближчий чiткий роздiл даних (рис. 3.8). 

 

 

Рисунок 3.8 – Пошук ближнього чiткого роздiлу  

 

Спостерiгаючи результати зрозумiло, що алгоритм працює нормально, 

оскiльки вiн все ще знаходить справжнi кластери. Набiр даних мав 4 атрибути, 

то  можна побудувати лише у 3D, тому пропускаємо атрибут з найменшою 

дисперсiєю (рис. 3.9, рис. 3.10). 

 

 

Рисунок 3.9 – Вiзуалiзацiя алгоритму 
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Рисунок 3.10 – 3D-модель алгоритму Густафсона-Кесселя 

 

 

3.3 Результати дослiджень 

 

Для оцiнки ефективностi з iншими методами кластеризацiї та доведення 

переваги було обрано метод метод нечiтких c-means (FCM) та алгоритм 

Густафсона-Кесселя (GK), для порiвняння iз запропонованим рекурентним 

достовiрним модифiкованим алгоритмом Густафсона-Кесселя (RCM_GK). 

Наступнi експериментальнi дослiдження проведенi на зразках трьох наборiв 

даних: Iриси та Вино. Опис цих наборiв даних показано у таблицi 3.1. 

 

Таблиця 3.1 – Опис набору даних: набiр даних, номер даних, номер 

атрибутiв, номер кластера 

Набiр даних Кiлькiсть 

даних 

Кiлькiсть 

атрибутiв 

Кiлькiсть 

кластерiв 

Iриси 296 2 6 

Вино 178 13 3 

 

Середню похибку центроїдiв кластерiв запропонованого RCM_GK 

порiвняли з iншими методами такими як, FCM та GK з  RCM_GK отриманий 

результат даних показано у таблицi 3.2. 
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Таблиця 3.2 – Порiвняння середньої похибки центроїдiв кластерiв, 

алгоритму RCM_GK з FCM та GK 

Набiр даних FCM GK  RCM_GK 

Iриси 2,69 0,13 0,049 

Вино 2,71 0,183 0,037 

 

Щоб оцiнити практичнiсть цих методiв, порiвняємо час роботи 

кластеризацiї на рiзних наборах даних, результат даних показано у таблицi 3.3. 

 

Таблиця 3.3 – Порiвняння часу виконання у секундах алгоритму 

RCM_GK з FCM та GK 

Набiр даних FCM GK RCM_GK 

Iриси 0,41 0,20 0,14 

Вино 0,23 0,25 0,16 

 

На рисунку 3.11 представлено порiвняння часу роботи цих алгоритмiв. 

Як видно з дiаграми, швидкiсть роботи при розв'язаннi задачi рекурентним 

достовiрним модифiкованим алгоритмом Густафсона-Кесселя вища за iншi 

алгоритми.  

 

 

Рисунок 3.11 – Порiвняння часу алгоритмiв FCM, GK та RCM_GK на 

перевiрених наборах даних 
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Зробимо порiвняння кiлькостi iтерацiй та часу виконання, результат 

даних показано у таблицi 3.4 та на рисунку 3.12. 

 

Таблиця 3.4 – Порiвняння кiлькостi iтерацiй та часу виконання у 

секундах алгоритмiв FCM, GK та RCM_GK у наборi даних Iриси 
 

FCM GK  RCM_GK 

Кiлькiсть 

iтерацiй 
35 100 78 

Час виконання 1,58 1,22 1,17 

 

 

Рисунок 3.12 – Порiвняння кiлькостi iтерацiй та часу алгоритмiв на 

перевiреному наборi даних Iриси 
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ВИСНОВКИ 

 

 

У рамках квалiфiкацiйної роботи був розроблений i реалiзований метод 

достовiрної кластеризацiї даних на основi модифiкованого алгоритма 

Густафсона-Кесселя.  

Запропонована модифiкацiя алгоритму Густафсона-Кесселя, заснована 

на довiрчому пiдходi до нечiткої кластеризацiї, дозволила сформувати класи 

гiперлiпоiдальної форми, що перекриваються, з довiльною орiєнтацiєю осей у 

просторi ознак. Розглянутi процедури досить простi у чисельнiй реалiзацiї та 

призначенi для вирiшення задач кластеризацiї в рамках Data Stream Mining та 

Big Data Mining. Проведенi експерименти пiдтвердили ефективнiсть 

запропонованої модифiкацiї алгоритму Густафсона-Кесселя, що ґрунтується 

на довiрчому пiдходi до нечiткої кластеризацiї, що дозволяє рекомендувати 

його до використання на практицi для вирiшення задач автоматичної 

кластеризацiї. Пропонований метод призначений для використання в 

гiбридних системах обчислювального iнтелекту та, насамперед, у завданнях 

навчання штучних нейронних мереж, нейронечiтких систем, а також у 

завданнях кластеризацiї та класифiкацiї. 
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