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М А Т Е М А Т И Ч Е С К А Я  М О Д Е Л Ь  П Е Р О Р А Л Ь Н О Г О  Т Е С Т А  Т О Л Е РА Н Т Н О С Т И  
К Г Л Ю К О ЗЕ  С Ф И ЗИ О Л О Г И Ч Н О Й  Ф У Н К Ц И Е Й  А Б С О Р Б Ц И И  Г Л Ю К О З Ы

В К И Ш Е Ч Н И К Е  И ЕЕ В О ЗМ О Ж Н Ы Е  К Л И Н И Ч Е С К И Е  П Р И Л О Ж Е Н И Я

Данная статья посвящена построению и анализу математической модели перораль- 
ного теста толерантности к глюкозе (ПТТГ) с физиологичной функцией абсорбции глюко­
зы в кровь из желудочно-кишечного тракта человека. Этот тест уже давно используется в 
клинической практике как для диагностики сахарного диабета и близких к нему состояний 
с нарушенной толерантностью к глюкозе, так и для диагностики нарушений всасывания 
глюкозы в кишечнике. Он состоит в измерении уровня глюкозы в цельной капиллярной 
крови натощак (который составляет 60-100 мг% -  60-100 мг глюкозы на 100 мл крови), и 
затем еще несколько раз после приема внутрь стандартной глюкоз ной нагрузки величиной 
75 г. В норме кривая нарастания уровня гликемии максимально поднимается на 30-60 ми­
нуте после перорального приема глюкозы до 120-140 мг% и возвращается к исходному 
значению через 2-2,5 часа [1]. Характерная слабоосцилляционная динамика изменения 
уровня гликемии при проведении этого теста в норме со специфической гипогликемиче-

Известно, что форма и ха­
рактер гликемической кривой пе­
рорального глюкозотолерантного 
теста (рис. 1, кривая g a ) зависят 
от множества различных факто­
ров: интенсивности поступления в 
кровь экзогенной глюкозы, со­
стояния системы регуляции уров­
ня глюкозы в крови (состояния 
печени, поджелудочной и эндок­
ринных желез, вегетативной нерв­
ной системы и др.). Поэтому при 
исследовании функции всасыва­
ния глюкозы в кишечнике нейро- 
гормональные факторы, влияние 
которых ранее не представлялось 
возможным учесть, оказались 

столь принципиальной проблемой, что ПТТГ был исключен из гастроэнтерологической 
практики. Вместо него для этой цели в последнее время стали применять тест с £>- 
ксилозой [2] Считают, что этот тест является удовлетворительным скрининговым тестом 
для определения всасывания углеводов. Однако его критерии очень приближенны и, глав­
ное, неизвестно, насколько адекватно всасывание О  -ксилоз ы характеризует всасывание 
глюкозы.

ПТТГ, как средство ранней диагностики сахарного диабета, весьма подробный в 
первоначальной разработке, в дальнейшем в клинической практике все более упрощался 
[3,4]. Такое скептическое отношение к нему обусловлено тем, что хотя вся его гликемиче- 
ская кривая как-то качественно и отражает состояние системы регуляции углеводного об­
мена, отдельные гликемические значения и их комбинации оказались диагностически не­
значимыми для дифференцирования различных нарушений толерантности к глюкозе. От­
сюда был сделан вывод о неэффективности ПТТГ и о нецелесообразности его использова­

ской фазой представлена на рис. 1 (кривая g a ).
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ния. Однако, очевидно, следует говорить о неумении извлечь нужную информацию из 
данных этого теста. По-видимому, вместо непосредственных гликемических данных 
ПТТГ следует разумным образом находить, определяемые по ним, другие величины, зна­
чения которых могут служить диагностическими параметрами состояния системы регуля­
ции углеводного обмена. Роль таких параметров могут играть, например, значения коэф­
фициентов соответствующей математической модели, подогнанной к гликемическим дан­
ным обследуемого пациента.

Среди большого множества математических моделей углеводного обмена либо мо­
делей динамики гликемии, обсуждавшихся в литературе, лишь немногие могут действи­
тельно воспроизводить гликемическую кривую ПТТГ, включая ее возможную гипоглике- 
мическую фазу. Физиологически адекватной из них является единственная модель, пред­
ложенная автором в работе [5] и обобщенная позже в [6]. В отличие от остальных, по сути 
демонстрационных моделей, в ней реально учтена доза глюкозной нагрузки. Эта модель 
представляет собой дифференциально-разностное уравнение 1-го порядка с запаздываю­
щим аргументом относительно уровня концентрации глюкозы в крови g(t):

g ' ( f ) = (1 -  а ) / ( / )  -  р + (g(/ -  т + ) -  g b )~ у Es{g(t - 1 ) -  g * ) -  р  Es(g(t  -  1) -  g lt), t > О,

g( f)  = Ф(0 = Sb  г ~ < t < 0 ,

где / -  текущее время в минутах, индекс берется всюду при положительных значени­
ях отклонения уровня гликемии g( t )  от его базального значения g b , а при его огрица- 
тельных значениях, в соответствии с направлением изменения уровня гликемии при этом;

а  -  коэффициент интенсивности утилизации глюкозы, контролируемой инсулином, 
при ее экзогенном поступлении;

Р и х~ -  коэффициент интенсивности и время запаздывания в гипогликемической 
регуляции, осуществляемой инсулином при гипергликемических отклонениях уровня 
глюкозы в крови от его базального значения;

Р+ и т+ -  коэффициент интенсивности и время запаздывания в гипергликемической 
регуляции при ги погиикемических отклонениях, осуществляемой контррегуляторными
гормонами в процессах гликогенолиза и глюконеогенеза;

*
S  ? Sit  ~  почечный порог глюкозурии и порог инсулиннезависимой утилизации 

глюкозы соответственно;
у > О и р > 0  -  параметры, характеризующие их интенсивности;
E s ( z )  = : e ( z ) ,  где е ( z ) -  единичная функция Хевисайда;
ф (0 ~  начальная функция;
/ ( О  -  интенсивность поступления в кровь экзогенной глюкозы, характер которого 

может быть как пероральным, так и внутривенным.
В случае ПТТГ / ( t ) -  функция всасывания глюкозы в кишечнике. Ранее ее пред­

ставляли гипотетически: прямоугольным импульсом [7], экспоненциально убывающей 
функцией [8 ] либо центральной частью гауссовой кривой [5], что весьма противоречило 
физиологическим представлениям.

С целью повышения физиологической адекватности модели (1) найдем действитель­
ный вид функции всасывания глюкозы в кишечнике. Для этого построим вспомогатель­
ную математическую модель этого процесса.

Известно [9], что всасывание глюкозы происходит в основном в тонкой кишке, куда 
она поступает из желудка, особенно в ее проксимальных (ближних к желудку) отделах: в 
двенадцатиперстной и тощей кишках. В желудок глюкоза попадает практически сразу по-

______________________ Математическая модель пероралъного теста толерантности к глюкозе...
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еле ее перорального приема и, почти не задерживаясь в нем, проходит в кишечник. Вса­
сывание глюкозы начинается сразу при ее попадании в тонкую кишку.

Биохимический механизм процесса абсорбции глюкозы в кишечнике также известен. 
Согласно современным представлениям [10,11], всасывание глюкозы в кровь из кишечно­
го тракта происходит через два одноклеточных слоя-барьера, разделенных межклеточным 
итер стадиальным пространством (рис.2).

Рис. 2

Первый из них представляет собой слой энтероцитов слизистой кишечника, второй-  
эндотерий (стенку капилляра). Соответственно наличию двух барьеров между просветами 
кишечника и капилляра и сам процесс поступления глюкозы в кровь происходит в два 
этапа: непосредственно абсорбция глюкозы через слой энтероцитов в интерстиций и реаб­
сорбция глюкозы из интерстиция в капилляр через эндотерий. М еханизмы этих элемен­
тарных процессов принципиально различаются между' собой.

Трасцелюлярный перенос глюкозы через слой энтероцитов происходит - 
зависимым вторичным активным транспортом посредством ферментов-белков против 
градиента глюкозы [10]. Его интенсивность не зависит от концентрации глюкозы в интер­
стиции, а определяется лишь ее концентрацией в просвете кишечника ( прямо пропорцио­
нальна ей в предположении неограниченного числа ферментов-переносчиков во внутри­
клеточном пространстве энтероцитов). Естественная ограниченность концентрации фер­
ментов-переносчиков глюкозы в энтероцитах обуславливает эффект насыщения процесса 
абсорбции глюкозы на первом барьере.

Трансцеллюлярный транспорт глюкозы через эндотерий осуществляется диффузией, 
обусловленной разностью эффективных давлений реабсорбции (разностью между онко- 
тическим и гидростатическим давлениями) в капилляре и в интерстиции [М ]. Этот про­
цесс также носит активный характер и происходит против градиента концентрации глю­
козы с помощью других ферментов-белков. Его интенсивность не зависит от концентра­
ции глюкозы в капилляре, а определяется, прежде всего, концентрацией ферментов- 
переносчиков глюкозы в эндотерий и концентрацией глюкозы в интерстиции, при ее не­
больших значениях Поэтому зависимость интенсивности этого процесса от концентрации 
глюкозы в интерстиции, как впрочем и всех ферментативно определяемых процессов, 
также имеет плато насыщения

Для упрощения задачи моделирования абсорбции глюкозы в кишечнике мы не бу­
дем рассматривать геометрическую структуру и размеры просветов тонкого кишечника и 
капилляров, размеры и объемы энтероцитов, эндотерия и интерстиция, их внутреннее 
строение, а ограничимся лишь приведенным простым физиологическим описанием транс­
порта глюкозы через энтероциты и эндотерий. Такой подход позволяет построить двух- 
компартметпную функционально-феноменологическую математическую модель всасыва­
ния глюкозы в желудочно-кишечном тракте, которая воспроизводит лишь аналитическую 
связь и динамику изменения концентрации глюкозы в кишечнике, интерстиции и капил­
ляре.

Поскольку, в конечном счете, нас интересует интенсивность поступления экзоген­
ной глюкозы в кровенос ное русло, удобно количество глюкозы в кишечнике и в интер­
стиции относить не к собственным объемам, а нормировать их на 100 мл крови. Обозна­
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чим нормированные таким образом количества глюкозы в первом и во втором компар- 
тментах через х(1 ) и у { г ) , соответственно.

Перорально принятая глюкоза поступает в первый компартмент с интенсивностью 
/ ' ( /) ,  абсорбируется из первого компартмента во второй и реабсорбируется из второго 
компартменга в кровоток с интенсивностью f { t ) .  Хотя ферментативно обусловленные 
процессы абсорбции глюкозы на энтероцитах и ее реабсорбции на эндотерии имеют раз­
личную природу, математически они описываются однотипно. Действительно, скорости 
транспорта глюкозы через первый и второй барьеры, соответственно, можно представить 
в виде:

А (  1 - е - 8 х ) ,  В ( \ ~ е ^ ' У ) ,

который соответствует физиологическим представлениям. При этом скорость переноса 
глюкозы из левого компартменга в правый не зависит от ее количества в правом компар- 
тменте. Эта скорость транспорта прямо пропорциональна концентрации глюкозы в левом 
компартменте при небольших ее значениях или при малых величинах параметра процесса 
8 (Р ) .  П ри неограниченном возрастании концентрации глюкозы в левом компартменте 
интенсивность ее перехода в правый компартмент достигает максимальной величины, 
равной А ( В ) .  В соответствии с приведенными соотношениями динамика изменения 
уровня гликемии в первом и во втором компартментах и интенсивность поступления ее в 
третий компартмент, которую обозначим через / ( 1 ) ,  описываются системой дифференци­
альных уравнений:

у  = Р е ) ~  Л (1 ( 2)
т

: !1  = А ( \ - е - 5 х ) - В ( \ - е - Р У ) ,  (3)
а1

/ ( / ) =  - Д ( 1 - е “ Р ^ ) .  (4)
сії у э кз

Поскольку интересующая нас функция экзогенного поступления глюкозы в третий 
компартмент / ( ( }  определяется по формуле (4) только через функцию у(1) , задача сво­
дится к нахождению решения нормальной системы двух обыкновенных нелинейных диф­
ференциальных уравнений 1-го порядка (2), (3) с начальными условиями, которые разум­
но принять в виде: х(0) = 0 , >;(0) = 0. Известно [12], что для обеспечения существования 
и единственности решения такой задачи Кош и правые части уравнений системы должны 
удовлетворять определенным условиям теоремы Пикара, которые в данном случае вы­
полняются при условии непрерывности функции Р(1).

Сначала следует найти общее решение первого уравнения системы (2)-(4), содержа­
щее только одну неизвестную функцию х(1). Это неоднородное дифференциальное урав­
нение 1-го порядка при малых значениях параметра 8 0 вырождается в линейное неод­
нородное дифференциальное уравнение

—  + Л 8 х ^ ( / ) ,
Ф

решение которого, как известно, находится методом вариации произвольной постоянной 
Лагранжа Поэтому можно ожидать, что и более общее дифференциальное уравнение (2) 
можно реш ить этим же способом. Сначала находим общее решение соответствующего 
однородного дифференциального уравнения
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~ -  = - А (  1 -< Г 8* ), (5)
df

Решение этого дифференциального уравнения 1-го порядка с разделяющимися пе­
ременными имеет вид

Х(0 = | ]п(1 + С е - 5 Л /), (6)
о

где С -  произвольная постоянная. Согласно методу вариаций произвольной постоянной 
Лагранжа решение неоднородного уравнения (2) будем искать в том же виде (6 ), считая, 
что С является функцией аргумента t: С = C ( t ) . Эта функция подлежит определению из 
условия выполнения уравнения (2). Для нее получаем линейное неоднородное дифферен­
циальное уравнение ]-го порядка

C ' ( t ) - 5 F ( t ) C { t )  = 5 F ( t ) e d A t ,

решение козорого находим тем же методом вариации произвольной постоянной Лагран­
жа:

/ / U
S |  F(.v) ф  8 J F (.v) ds { 5 A it - 8 j  F(s) ds

C(t) С e 0 + 8 e 0 \F (il)e  0 d u ,
0

где С -  произвольная постоянная.
Подставив эту функцию в формулу (6 ) вместо постоянной С , получим общее реше­

ние уравнения (2 ):
I I ч

 ̂ 8 J F(.v) <&—S A t 8 J F(.v)ds-Ъ AI ( 5 A n-8  j F(.v) ds
х{/) -- -- 1п [1 + С е  0 + 8 е 0 1 Л(и)е  0 с/и].

5 О

Его частное решение при начальном условии х(0) = 0 имеет вид:

t Н
8 jF(.v)d.v-S/l/ і 8,1 и-<л |  F(s)ds

x(/) = - ln .[ l  + 8 e 0 \F (u )e  0 du].  (7)
5 О

В случае глюкозной пероральной нагрузки, заданной в виде начального условия в 
кишечнике

х(0 ) = Q , (8 )

где Q -  доза нагрузки, нормированная на 100 мл крови, и Fi t )  = 0 уравнение (2 ) системы
(2)-(4) вырождается в однородное уравнение (5). При его решении с начальным условием
(8) получим

r{i) = i l n [ l + ( e 52 - l ) e ' M i ], (9)
8

После нахождения функции x(t)  уравнение (3) можно переписать в виде

^  = Ч > ( 0 - 5 ( 1 - Г РЧ ,  ( 10)
at

58



Математическая модель перорального теста толерантности к глюкозе

который совпадает с уравнением (2) с точностью до обозначений. При этом функция
с

ф(7) = А ( 1 - е /  х ) определяется следующими выражениями, согласно формулам (7), (9) 
соответственно:

t и
( 5 Аи-51

е 0 ^Р(и)е  0 с1и

((>( /) = 5 А   ------------- 0--------     , ( | 1 )
5)'У(.у)£/л'-8/1/ / 8 Дг/-8 |Н у)Л '

1 + 5 е  ® ^Р(и)е  0 с/ы
О

5<2 _ 1

ф( 0  = л   ( 12)

Решение дифференциального уравнения (10) с начальным условием у(0) = 0 можно 
сразу записать аналогично выражению (7), произведя замену функции /Д /) на функцию 
ф(/) и параметров А , 8 на В , Р , соответственно. При подстановке найденной функции 
у(()  в формулу (4), получаем искомую функцию абсорбции глюкозы в кровь в желудоч­
но-кишечном тракте:

Р | ф(л')ф-р В! і  р В и -р  [ ф(,у) с1.\

Є 0 |ф  (и)е  0 (Аы

/ ( 0 = р  В    2   , (И )
р ] ф(л')Л'-р В( I рЗг/-р  |(р(,у)с/.у

1 + р е  0 |ф  (и)е  0
о

где функция ф(/) огфеделяется выражением (11) при произвольной функции / г(0  поступ­
ления глюкозы в кишечник или выражением (12) при глюкоз ной нагрузке, заданной в виде 
начального условия (8) Нахождение вида функции Р(г) представляет значительные труд­
ности. Для этого необходимо решение дополнительной задачи транспорта глюкозы по пи­
щеводу', заполнения ею желудка и эвакуации ее из него при отсутствии прямых клиниче­
ских данных об этом и гипотетических физиологических предположениях, которые нельзя 
проверить. Поэтому в дальнейшем, по-видимому, целесообразно ограничиться случаем 
глюкозной нагрузки, заданной в виде начального условия в кишечнике (8), считая, что по­
сле ее перорального приема, вся она попадает в кишечник практически мгновенно.

В случае начального условия (8) решение задачи, определяемое формулами (12), 
(13), было численно проанализировано на ПЭВМ. Точность счета оценивалась по выпол­
нению закона сохранения количества глюкозы при ее всасывании в кишечнике при перо- 
ральном тесте. При нормальном всасывании вся перорально принятая глюкоза успевает 
абсорбироваться в тонкой кишке за время ее нахождения там до эвакуации в толстую 
кишку [9]. Поэтому площадь под кривой функции всасывания в норме должна быть равна 
дозе глюкозы, принятой перорально и нормированной на 100 мл крови. Во всей серии 
численных экспериментов, проведенных на модели в широких пределах изменения значе­
ний ее параметров, точность счета была не хуже 1%.

Для идентификации значений параметров модели (2)-(4) и проверки ее физиологиче­
ской адекватности, в связи с отсутствием методов прямого определения функции всасы­
вания глюкозы в кишечнике, был использован, разработанный автором метод восстанов-
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л е н т  вида этой функции по гликемическим данным двух тестов (внутривенного и перо­
рального) на основе модели (1) [5,6]. Для нахождения согласно этой процедуре вида 
функции всасывания глюкозы в кишечнике в норме были использованы справочные кли­
нические данные внутривенного и перорального тестов, приведенные в литературе [13]. 
По этим данным были найдены значения основных параметров модели (1):

(3 = 0,018 мин ] ; (Г 0,022  мин 1; т 29 мин; т + = 50мин; р = 0,0457мин

у = 0 ,02мин 1; ^  = 80 лы%; g* = 170мг% ; g u = 170л*г%.

Значение параметра а  при стандартной внутривенной нагрузке равно 0,660; при 
стандартной пероральной нагрузке а  = 0,963. При обработке клинических данных была 
построена кривая функции васасывания f a , представленная на фиг. 1, которую следует 
считать в качестве нормы в процессе всасывания глюкозы в кишечнике.

Полученная нами модельная кривая Д  при следующих значениях параметров моде­
ли (2)-(4)

5 = 0,003 — — ; (3=0,05
м г% ' мг%

1 „ _ м.г%
; А = В = 30 ——  ; д  = 1500 мг%, 

мин

приведенная на том же рис. 1, хорошо согласуется с ней, что позволяет судить о физиоло­
гической адекватности построенной модели всасывания глюкозы в кишечнике, На этом 
же рис. 1, используя модель ( 1), построены соответствующие гликемические кривые g a и

gІJ перорального теста толерантности к глюкозе с нагрузками, определяемыми функция­

ми / а и / / , ,  практически совпадающие друг с другом.
Проведенный на модели (1)-(4) численный анализ зависимости динамики всасыва­

ния глюкозы в кишечнике от дозы перорально принятой глюкозной нагрузки, дал резуль­
таты, ггр о ил л ю етр ир о в а н ные на рис. 3, хорошо согласующиеся с физиологическими пред­
ставлениями и клиническими наблюдениями.

, ,у , Я г  I

16.0

120
У \  Я  к

___V _ _ 1 . ч ____ ............___.
/ Г 4-

/ 1..... -
ч  К ! Ч
< 4  Ч  \  

------->
\

•111 1, мин

Кривые 1-5 на рис. 3 соот­
ветствуют дозе глюкозной перо­
ральной нагрузки, нормирован­
ной на 100 мл крови, равной 375, 
750, 1500 (стандартная), 2500 и 
3500 мг%. На рис.З приведены 
также соответствующие глике­
мические кривые.

Следует отметить нели­
нейную зависимость максималь­
ного подъема гликемической 
кривой от величины дозы глю­
козной нагрузки. Значительное

£, МИН увеличение дозы слабо влияет
на подъем гликемической кри­
вой, но приводит к удлинению 
ее гипер гликемической фазы, 

что согласуется с клиническими наблюдениями [14]. Уменьшение глюкозной нагрузки 
ниже стандартной вызывает укорочение гипергликемичеекой фазы и снижение ее ампли­
туды. Такая зависимость вида гликемической кривой от величины глюкозной нагрузки
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обусловлена ограниченностью функции всасывания глюкозы в кишечнике, т.е. наличием 
предельной интенсивности ее поступления в кровь (кривые /  на рис. 3). Интенсивность 
абсорбции глюкозы в кишечнике, описываемая функцией /  сначала возрастает, затем, 
при достаточной дозе глюкозной нагрузки, достигнув некоторой предельной величины, 
определенное время* остается неизменной, а потом монотонно спадает до нуля. Уменьше­
ние дозы глюкозной нагрузки приводит к вырождению плато кривой функции интенсив­
ности ее абсорбции в кишечнике в локальный максимум.

С помощью модели (1)-(4) можно рассмотреть и проанализировать патологические 
состояния мальабсорбции, которые до сих пор не удавалось достаточно адекватно иссле­
довать даже косвенными методами. На рис. 4 приведено семейство кривых 1-4 функции 
всасывания с предельной интенсивностью всасывания, равной 30 (норма), 20, 15 и

10 и соответствующие им гликемические кривые при стандартной глюкозной на-
мин

грузке 2  -  1500 мг% .
Признаком нормального 

всасывания глюкозы в ки­
шечнике при стандартной пе- 
роральной нагрузке считается 
повышение содержания саха­
ра на 40-60 мг%  (кривые 1-3 
на рис. 4), повышение же его 
менее, чем на 30 мг% (кривые 
4 на рис. 3), как полагают [9], 
свидетельствует о нарушении 
всасывания. Очевидно, что 
модель (1 )-(4) позволяет про­
изводить более точное описа­
ние патологических состоя­
ний мальабсорбции.
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