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ïîêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñïåêòðû  äëÿ ñèñòåìû
Ðåññëåðà.

Ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î âåðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâàõ
õàîòè÷åñêîãî ïðîöåññà äàåò ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ p(X,t). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðîöåññ X(t) â
ñèñòåìå ñòàöèîíàðíûé è ýðãîäè÷åñêèé, ìîæíî  çíà-
÷èòåëüíî óïðîñòèòü íàõîæäåíèå ýòîé ôóíêöèè. Âñëåä-
ñòâèå ñòàöèîíàðíîñòè èñêëþ÷àåòñÿ çàâèñèìîñòü óñ-
òàíîâèâøåãîñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé îò âðå-
ìåíè, à ïðåäïîëîæåíèå ýðãîäè÷íîñòè äàåò âîçìîæ-
íîñòü çàìåíèòü óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ óñðåäíåíè-
åì ïî âðåìåíè âäîëü îäíîé ðåàëèçàöèè. Ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ p(X) ñòàöèîíàðíîãî ýðãîäè÷åñêîãî
ïðîöåññà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êàê ïðåäåë îòíîñè-
òåëüíîãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû  â
ýëåìåíòàõ îáúåìà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ íåêîòîðîìó äèñêðåòíîìó ðàçáèåíèþ [4].

Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
êîìïîíåíòû x(t) ñèñòåìû Ëîðåíöà (à) è êîìïîíåíòû
p t1( )  âåêòîðà áåçóñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé âîçìóùåí-
íîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà (á). Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñòðîåíà ïî ðåàëèçàöèÿì äëèíîé 100
âðåìåííûõ åäèíèö. Îáëàñòü èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà
áûëà ðàçáèòà íà 80 ðàâíûõ èíòåðâàëîâ.

Ïîäâîäÿ èòîãè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî  “çàøóìëåí-
íûå õàîñîì”  áåçóñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ìàðêîâñêîãî
ïðîöåññà ïðèîáðåòàþò òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó,
ñâîéñòâåííóþ äàííîìó âèäó õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû.
Èñïîëüçóÿ òàêèå ìåòîäû  êàê ïîñòðîåíèå ôàçîâîãî
ïîðòðåòà, ñïåêòðà ìîùíîñòè è ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ, ìîæíî àäåêâàòíî óñòàíîâèòü òèï õàîòè÷åñêîãî
ïðîöåññà.
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Èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû öåíòðî-
àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñóïåðïîçèöèþ ïðîñòûõ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîëó÷åííûå ðàçëîæåíèÿ
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íîðìàëè-
çàöèè èçîáðàæåíèé ïóòåì ïåðåõîäà ê ìåòîäàì îäíîìåð-
íîé íîðìàëèçàöèè, ÷òî ïîâûøàåò åå ýôôåêòèâíîñòü.

Êàê èçâåñòíî, îñíîâíîé çàäà÷åé îáðàáîòêè èçîá-
ðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ èõ ðàñïîçíàâàíèå. Íî ïåðåä òåì,
êàê íåïîñðåäñòâåííî çàíÿòüñÿ ðàñïîçíàâàíèåì, íå-
îáõîäèìî ïðèâåñòè èíòåðåñóþùåå èçîáðàæåíèå ê
óäîáíîìó äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ âèäó. Òàê, åñëè ñóùå-
ñòâóåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçîáðàæåíèå áûëî
ïîäâåðãíóòî äåéñòâèþ ãðóïï ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé, òî ñðàçó æå ïîñëå ñåãìåíòàöèè ñëåäóåò åãî
íîðìàëèçîâàòü. Ïîä íîðìàëèçàöèåé ïîíèìàåòñÿ ïðî-
öåäóðà êîìïåíñàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâà-
íèé, ñâÿçûâàþùèõ ýòàëîííûå è ðåàëüíûå èçîáðàæå-
íèÿ. Ìíîæåñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé,
ôîðìèðóþùèõ ðàçíèöó ìåæäó ýòàëîíîì è ðåàëüíûì
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èçîáðàæåíèåì, êàê ïðàâèëî, îáðàçóåò ãðóïïû ïðåîá-
ðàçîâàíèé [1].

Îáû÷íî ïðè îáðàáîòêå ðåàëüíîãî èçîáðàæåíèÿ
çàðàíåå íå èçâåñòíî, êàêèì ãåîìåòðè÷åñêèì ïðåîáðà-
çîâàíèÿì îíî ìîãëî ïîäâåðãàòüñÿ. Ïîñêîëüêó âñå
ïðîñòûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ è èõ êîìáè-
íàöèè ñîäåðæàò â ñåáå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èññëåäóåìîå ðåàëüíîå èçîá-
ðàæåíèå íàõîäèòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì àôôèííîé ãðóï-
ïû ïðåîáðàçîâàíèé Gà. Êîìïåíñàöèþ ñìåùåíèé
îñóùåñòâèòü äîâîëüíî ïðîñòî. Íàïðèìåð, ìîæíî
âû÷èñëèòü öåíòð òÿæåñòè èññëåäóåìîãî èçîáðàæåíèÿ,
à çàòåì ïðîâåñòè îïåðàöèþ öåíòðèðîâàíèÿ, ñîâìåñòèâ
öåíòð òÿæåñòè èçîáðàæåíèÿ ñ ãåîìåòðè÷åñêèì öåíò-
ðîì ïîëÿ çðåíèÿ [1]. Ïîñëå öåíòðèðîâàíèÿ èññëåäó-
åìîå èçîáðàæåíèå áóäåò íàõîäèòüñÿ ïîä äåéñòâèåì
òîëüêî öåíòðîàôôèííîé ãðóïïû Gà

ñ, êîòîðàÿ îïèñû-
âàåòñÿ âåùåñòâåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöåé
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ãäå à11 à22 -à21 à12≠0.
Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íîðìàëèçîâàòü èññëåäóå-

ìîå èçîáðàæåíèå, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü çàðàíåå
íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû öåíòðîàôôèííîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ïîñëå ÷åãî ïðîöåäóðà íîðìàëèçàöèè áóäåò
çàêëþ÷àòüñÿ â ïðèìåíåíèè îáðàòíîãî öåíòðîàôôèí-
íîãî îòîáðàæåíèÿ, îïèñûâàåìîãî ìàòðèöåé À-1.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ öåíòðîàôôèííîé
ìàòðèöû ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè ðàçëîæåíèå ìàòðèöû À â

,



92 ÐÈ, 1998, ¹ 4

ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ïðîñòûõ ãðóïï ãåîìåòðè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ãðóïïîé Gà

ñ. Òàêîå êîìáèíèðîâàííîå ïðåîáðàçîâàíèå
äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì: îíî
äîëæíî áûòü ãðóïïîé; ìåæäó ïàðàìåòðàìè êîìáèíè-
ðîâàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïàðàìåòðàìè à11, à12, à21,
à22 äîëæíà ñóùåñòâîâàòü îäíîçíà÷íîñòü, ò. å. ïàðàìåò-
ðû à11, à12, à21, à22 äîëæíû âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ïàðàìåò-
ðû êîìáèíèðîâàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, è íàîáîðîò.

Êàê èçâåñòíî, ëþáîå îòîáðàæåíèå, îïèñûâàåìîå
âåùåñòâåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöåé À, ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êîìáèíàöèþ ñàìîñîïðÿæåííîãî (â íàøåì
ñëó÷àå – ñèììåòðè÷åñêîãî) è îðòîãîíàëüíîãî îòîáðà-
æåíèé [2,5]:

À=ÀñÀîðò;
çäåñü Àñ – ìàòðèöà ñèììåòðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ;
Àîðò– ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Ïîñëå ïåðåõîäà ê áàçèñó èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ìàòðèöû ñèììåòðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ Àñ

H-1AñH=Λ,
ãäå H – îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû Àñ; Λ – âåùåñòâåííàÿ
äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ïîëó÷èì

Àñ=HΛH-1,
îòêóäà

À=HΛH-1Aîðò.
Òàê êàê ìàòðèöà H îðòîãîíàëüíà è, ñëåäîâàòåëüíî,

H-1 òîæå îðòîãîíàëüíà, òî, îáîçíà÷èâ H=Ê, H-1Àîðò=Λ,
ïîëó÷èì

À=KΛL,
ãäå Λ – âåùåñòâåííàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à K, L –
îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà Ê, L – ìàòðèöû ÷èñòîãî
âðàùåíèÿ U1 è U2 , à Λ – ìàòðèöà íåîäíîðîäíîãî
èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà. Òîãäà A=U2 D U1 , ò. å.
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ãäå α  – ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ âðàùåíèÿ U2; β  –
ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ âðàùåíèÿ U1; λ , µ  –
ïàðàìåòðû äèàãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ D.

Ïåðåéäåì îò ìàòðè÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ (1) ê ÷åòû-
ðåì óðàâíåíèÿì:
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Óðàâíåíèÿ (2) ïåðåïèøåì â âèäå
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Ðàçðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåò-
ðîâ α , β, λ  è µ , ïîëó÷àåì
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Ïðîâåðèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ U2 D U1 ÿâëÿþòñÿ
ãðóïïîé.

1. Óñëîâèå àññîöèàòèâíîñòè áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íà
îñíîâàíèè ñâîéñòâ ìàòðèö, ò. å. (U21D)U1= U2(DU1).

2. Åäèíè÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì áóäåò U2DU1 ñ
ïàðàìåòðàìè α =0, β=0, λ=µ =1.

3. (U2DU1)-1 = U1 
-1D-1 U2

-1 . Ïîñêîëüêó detU1≠ 0,
detD ≠ 0, detU2 ≠ 0, òî îáðàòíûé ýëåìåíò ñóùåñòâóåò.

4. Â ðåçóëüòàòå ñóïåðïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé
U2DU1 è U4DU3 äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèå,
ñîñòîÿùåå èç ïîâîðîòà U1

*, äèàãîíàëüíîãî ñäâèãà D*

è åùå îäíîãî ïîâîðîòà U2
* , ò. å. ïðåîáðàçîâàíèå

U2
*D*U1

*. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïàðàìåòðû ðåçóëüòè-
ðóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ α∗ , β∗, λ∗ è µ* ðàâíû
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ãäå à11
*,à12

*,à21
*, à22

* – ïàðàìåòðû ìàòðèöû À*,
ðàâíîé (U2D1U1)*(U4 D2U3), ò. å. âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ïàðàìåòðû α1, β1, λ1, µ1 ïðåîáðàçîâàíèÿ (U2D1U1) è
ïàðàìåòðû α2, β2, λ2, µ2 ïðåîáðàçîâàíèÿ (U4 D2U3).

Òàê êàê âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ, òî U2DU1 –
ãðóïïà. Ïîñêîëüêó ìåæäó ïàðàìåòðàìè α, β, λ, µ è
ïàðàìåòðàìè öåíòðîàôôèííîé ìàòðèöû a11, a12, a21,
a22 ñóùåñòâóåò âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü, òî êîìáèíè-
ðîâàííîå ïðåîáðàçîâàíèå U2DU1 ÿâëÿåòñÿ öåíòðîàô-
ôèííîé ãðóïïîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèò â ñåáå
âñå ïîäãðóïïû öåíòðîàôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, à
òàêæå èõ êîìáèíàöèè.

Íî ðàçëîæåíèå U2DU1 îêàçàëîñü íå ñëèøêîì óäîá-
íûì íà ïðàêòèêå, òàê êàê âîçíèêàþò íåîäíîçíà÷íîñòè
è íåîïðåäåëåííîñòè äàæå ïðè íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ïðå-
îáðàçîâàíèÿõ. Íåîäíîçíà÷íîñòü, íàïðèìåð, âîçíèêàåò,
êîãäà λ=µ, ò. å. ìàñøòàá ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì îäèíà-
êîâûé. Â ýòîì ñëó÷àå íåò ñìûñëà âî âòîðîì ïîâîðîòå.
Ñëåäîâàòåëüíî, óãîë îäíîãî èç ïîâîðîòîâ äîëæåí ðàâ-
íÿòüñÿ íóëþ. Íî âîçíèêàåò íåîäíîçíà÷íîñòü, çàêëþ÷à-
þùàÿñÿ â òîì, ÷òî íóëþ ìîæåò ðàâíÿòüñÿ óãîë êàê
ïåðâîãî ïîâîðîòà, òàê è âòîðîãî. Ê òîìó æå ïðè
ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïîâîðîòà, îäíîðîäíîãî ìàñøòàáà, èõ
êîìáèíàöèè è íåêîòîðûõ äðóãèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ â
ïåðâûõ äâóõ ôîðìóëàõ (4) âîçíèêàþò íåîïðåäåëåííîñòè
âèäà 0/0. Ñóùåñòâóþò òàêæå îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû
α è β: èç ïåðâûõ äâóõ ôîðìóë (4) α è β íå äîëæíû

ðàâíÿòüñÿ n
24
ππ

±   (n=0,1,2…), èç âòîðûõ – n
2
πβ ≠ .

Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå óêàçàííîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ íîð-
ìàëèçàöèè âûçûâàåò òðóäíîñòè.

Ðàññìîòðèì äðóãèå ðàçëîæåíèÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçëîæåíèåì öåíòðîàôôèí-

íîé ãðóïïû áóäåò êîìáèíèðîâàííîå ïðåîáðàçîâàíèå
DXU, ãäå D – ìàòðèöà íåîäíîðîäíîãî ìàñøòàáà, X–
ìàòðèöà êîñîãî ñäâèãà âäîëü îñè X è U – ìàòðèöà
ïîâîðîòà. Òîãäà À = DXU, ò. å.
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Èç (5) çàïèøåì ÷åòûðå óðàâíåíèÿ:

αµ
αµ

ααλ
ααλ

cos
sin

)cos(sin
)sin(cos

=
−=

+=
−=

22

21

12

11

a
a

ha
ha

           (6)

Ðàçðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî a, h, λ, µ,
ïîëó÷àåì

))(arctgcos(

))(arctg

)(arctg
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21
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21122211

2122
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21122211

12221121
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aaaah

a
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a
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a
a

−
−

=
+

µ
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−
+

=

−
=

α
=µ

−=α

Ïðîâåðèâ âûïîëíåíèå òðåáîâàíèé ê ãðóïïå, ïðè-
õîäèì ê âûâîäó, ÷òî êîìáèíèðîâàííîå ïðåîáðàçîâà-
íèå DXU òàêæå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîàôôèííîé ãðóïïîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïðîñòûå ãðóïïû, íàïðèìåð, ïðå-
îáðàçîâàíèÿ êîñîãî ñäâèãà ïî îñè X, ïî îñè Y,
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðîòà, ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîäíî-
ðîäíîãî ìàñøòàáà, à òàêæå èõ êîìáèíàöèè áóäóò
ïîäãðóïïàìè ðàçëîæåíèÿ DXU, ò. å.  X=DXU, Y=DXU,
U=DXU, D=DXU è ò.ä. ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ α, η, λ, µ.. Òàê, Y=DXU òîëüêî êîãäà
ïàðàìåòðû DXU ðàâíû:

))(cos(
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))(cos(

1

*

*

*

*
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ãäå h* – ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ êîñîãî ñäâèãà âäîëü
îñè Y, ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîòîðîãî èìååò âèä
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Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî A=YDX, ò. å.
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Ïåðåïèøåì (7) â âèäå
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Íà îñíîâàíèè âûðàæåíèé (8) è ðåçóëüòàòîâ ïðî-
âåðêè âûïîëíåíèÿ òðåáîâàíèé ãðóïïû äëÿ ðàçëîæå-
íèÿ YDX îêàçàëîñü, ÷òî YDX – òîæå ðàçëîæåíèå
ìàòðèöû À.

Òàê êàê ðàçëîæåíèÿ DXU è YDX ÿâëÿþòñÿ
öåíòðîàôôèííûìè ãðóïïàìè, òî îíè ýêâèâàëåíòíû
ìåæäó ñîáîé, è êîìáèíèðîâàííîå ïðåîáðàçîâàíèå
YDX ìîæíî ðàçëîæèòü â DXU, è íàîáîðîò, ò. å.
YDX=DXU òîëüêî ïðè ïàðàìåòðàõ α, β, λ, µ  ðàçëî-
æåíèÿ DXU, ðàâíûõ
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*-ïàðàìåòðû ðàçëîæåíèÿ YDX, èìåþ-
ùåãî âèä
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À DXU=YDX òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðàìåòðû
λ∗,µ*,h*

1,h*
2 ðàçëîæåíèÿ YDX áóäóò èìåòü ñëåäóþùèå

çíà÷åíèÿ:
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Çäåñü α, h, λ, µ  – ïàðàìåòðû ðàçëîæåíèÿ DXU,
èìåþùåãî âèä (5).

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ðàçëîæåíèÿ öåíòðîàôôèí-
íîé ìàòðèöû:

À=DYU, A=XDY, A=DXY, A=DYX,
A=UXD, A=UYD, A=UDY, A=UDX.     (9)

Êàê ãîâîðèëîñü â íà÷àëå, íå ëþáàÿ ñóïåðïîçèöèÿ
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé D, Y, X, U ïðèãîäíà
äëÿ ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû À. Òîëüêî ñóïåðïîçèöèÿ,
ÿâëÿþùàÿñÿ ãðóïïîé è ñîäåðæàùàÿ â ñåáå 4 ïàðàìåòðà,
èìåþùèõ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ñ ïàðà-
ìåòðàìè à11, à12, à21, à22 , ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ðàçëîæåíèåì
öåíòðîàôôèííîé ìàòðèöû À. Åñëè ýòè òðåáîâàíèÿ íå
âûïîëíÿþòñÿ, òî òàêîå êîìáèíèðîâàííîå ïðåîáðàçî-
âàíèå íå åñòü ðàçëîæåíèå ìàòðèöû À.

Íàïðèìåð, êîìáèíèðîâàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
YXU, YUX íå ÿâëÿþòñÿ ðàçëîæåíèÿìè ìàòðèöû À .

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðàçëîæåíèé öåíòðîàô-
ôèííîé ãðóïïû ìîæíî ïðîâîäèòü êàê ïîñëåäîâà-
òåëüíóþ íîðìàëèçàöèþ èçîáðàæåíèé (ïîñòðîèâ ñî-
îòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðìàëèçàòî-
ðîâ, íàïðèìåð, ïðè ðàçëîæåíèè DXU ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íîðìàëèçàòîðîâ èìååò âèä FDFXFU), òàê è
ïàðàëëåëüíóþ.

Îñíîâûâàÿñü íà ðàçëîæåíèÿõ ìàòðèöû À è ñâîé-
ñòâàõ àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìîæíî äëÿ íàõîæ-
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äåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé, âõîäÿ-
ùèõ â ðàçëîæåíèå ìàòðèöû À, ïðèìåíèòü ìåòîä
îäíîìåðíîé íîðìàëèçàöèè. Òàêàÿ íîðìàëèçàöèÿ çàê-
ëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè ïàðàìåòðîâ äëÿ íîðìàëèçà-
öèè íå âñåãî èçîáðàæåíèÿ Â(x,y), à òîëüêî åãî
îãðàíè÷åíèÿ b(ξ) íà íåêîòîðûå ïðÿìûå [1], ÷òî
íàìíîãî ïðîùå. Âû÷èñëèâ ïàðàìåòðû îäíîìåðíîé
íîðìàëèçàöèè è âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçëîæåíèåì
ìàòðèöû À, ïîëó÷èì ïàðàìåòðû äëÿ íîðìàëèçàöèè
âñåãî èçîáðàæåíèÿ, ò. å. ïàðàìåòðû ìàòðèöû îáðàò-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ À-1.

Ìû çíàåì, ÷òî ïðè öåíòðîàôôèííîì ïðåîáðàçî-
âàíèè öåíòð òÿæåñòè èçîáðàæåíèÿ, íàõîäÿùèéñÿ â
íà÷àëå êîîðäèíàò, îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûì [1]. Òàê
êàê àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ïðÿìóþ â
ïðÿìóþ [3,4], òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
íà÷àëî êîîðäèíàò, ïðè öåíòðîàôôèííîì ïðåîáðàçî-
âàíèè ïåðåõîäèò â (âîîáùå ãîâîðÿ äðóãóþ) ïðÿìóþ,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç êîîðäèíàòû (0;0). Òàêèì îáðàçîì,
êàæäîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç êîîðäèíàòû (0;0),
ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìàÿ ðåàëüíîãî èçîáðàæåíèÿ, ïîëó-
÷åííîãî èç ýòàëîííîãî öåíòðîàôôèííûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì, ïðîõîäÿùàÿ òàêæå ÷åðåç òî÷êó (0;0). Ñîîò-
âåòñòâóþùèå ïðÿìûå ýòàëîííîãî è ðåàëüíîãî èçîá-
ðàæåíèé áóäóò îòëè÷àòüñÿ óãëîì íàêëîíà, à îãðàíè-
÷åíèÿ b0(ξ) ýòàëîííîãî è b(ξ) ðåàëüíîãî èçîáðàæåíèé
íà ýòè ïðÿìûå áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ ìàñøòàáîì. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ îäíîìåðíîé íîðìàëèçàöèè
íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü óãîë íàêëîíà è êîýôôèöèåíò
ìàñøòàáà ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðÿìûìè.

Ïðèâåäåì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ îäíî-
ìåðíîé íîðìàëèçàöèè è ðåçóëüòàòîâ ðàçëîæåíèé
öåíòðîàôôèííîé ìàòðèöû â ñóïåðïîçèöèþ ïðîñòûõ
ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ íîðìà-
ëèçóþùåé ìàòðèöû.

Â êà÷åñòâå ðàçëîæåíèÿ íîðìàëèçóþùåé ìàòðèöû
À âûáåðåì DXU è âû÷èñëèì ïàðàìåòðû ïðîñòûõ
ïðåîáðàçîâàíèé, âõîäÿùèõ â ýòî ðàçëîæåíèå, ïðèìå-
íÿÿ ìåòîäû îäíîìåðíîé íîðìàëèçàöèè.

Íà ðèñ.1 ïîêàçàíî ýòàëîííîå èçîáðàæåíèå, à íà
ðèñ.2 – èçîáðàæåíèå, ïîëó÷åííîå ïóòåì âîçäåéñòâèÿ
íà ýòàëîííîå êàêèì-ëèáî öåíòðîàôôèííûì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì À.

   x

y

m

l

Ðèñ.1. Ýòàëîííîå èçîáðàæåíèå

 

l’

x

y

ϕ

θ
m*

m’

Ðèñ.2. Èçîáðàæåíèå, èñêàæåííîå
öåíòðîàôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì À

Âûáðàâ íà ðèñ. 1 äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå l
è m, íàïðèìåð, êîîðäèíàòíûå îñè ÎX è OY, íåîáõî-
äèìî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðÿìûå íà ðèñ. 2 l’ è
m’ è âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå 4 ïàðàìåòðà: k1 – êîýôôè-
öèåíò ìàñøòàáà ìåæäó îãðàíè÷åíèÿìè íà ïðÿìûå l è
l’; k2 – êîýôôèöèåíò ìàñøòàáà ìåæäó îãðàíè÷åíèÿìè
íà ïðÿìûå m è m’; ϕ – óãîë ìåæäó ñòàðûì ïîëîæåíèåì
ïðÿìîé l, â íàøåì ñëó÷àå îñüþ OX, è l’ (íîâûì
ïîëîæåíèåì ïðÿìîé l); θ – óãîë ìåæäó ïðÿìîé m* ,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïðÿìîé l’ , è ïðÿìîé m’.

Èñïîëüçóÿ íàéäåííûå ïàðàìåòðû ϕ, θ, k1, k2,
îïðåäåëèì ïàðàìåòðû ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé α, h,
λ, µ â ðàçëîæåíèè DXU. Åñëè â êà÷åñòâå ïåðïåíäè-
êóëÿðíûõ ïðÿìûõ l è m íà ýòàëîííîì èçîáðàæåíèè
áûëè âûáðàíû êîîðäèíàòíûå îñè OX è OY, òî

θ−=
ϕ−=α

θ=µ
=λ

tgh

)cosk/(1
k/1

2
1

                 (10)

Ïîäñòàâèâ (10) â óðàâíåíèå (6), ïîëó÷èì ïàðàìåò-
ðû íîðìàëèçóþùåé ìàòðèöû À. Òàêèì îáðàçîì
íîðìàëèçàöèÿ áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â âîçäåéñòâèè íà
èçîáðàæåíèå ïîëó÷åííîé ìàòðèöåé À, ò. å. â îäíîâðå-
ìåííîé êîìïåíñàöèè âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé, ôîðìè-
ðóþùèõ ðàçíèöó ìåæäó ýòàëîííûì è ðåàëüíûì
èçîáðàæåíèÿìè.

Ìîæíî òàêæå ïðèìåíèòü ïîñëåäîâàòåëüíóþ íîð-
ìàëèçàöèþ, ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëèâ ïàðàìåòðû λ,
µ, α, β è ïîî÷åðåäíî ñêîìïåíñèðîâàâ ïðåîáðàçîâàíèÿ
U, X, D.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî âñå ðàçëîæåíèÿ (9)
ìàòðèöû À ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé, íî ñ òî÷êè
çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè îíè íå ðàâíîöåí-
íû. Êðèòåðèåì îòáîðà íàèáîëåå ïîäõîäÿùèõ ìîãóò
áûòü: ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè, îãðàíè÷åíèÿ íà äîïóñòè-
ìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîìåõî-
çàùèùåííîñòü è ò.ä.
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