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О  МАТРИЦАХ  ЛИНЕЙНЫХ  ЛОГИЧЕСКИХ  ОПЕРАТОРОВ

В работе [4] описаны линейные логические операторы. Продолжим эту тему. Опишем процедуру построения матрицы линейного логического оператора. Этот алгоритм проиллюстрирован на примере предикатного и булева логических пространств. Для булевых пространств доказана теорема об общем виде линейного логического оператора.

Построим матрицу линейного логического оператора A: L(D [1, 4]. Для этого в пространстве D возьмем m базисных векторов d1, d2,...,dm и разложим образы векторов а1, а2, ..., аn по базису пространства D:

Aa1=(11d1(...((m1dm ,
  ................................

Aan=(1nd1(...((mndm.

Матрица 



А=

,

состоящая из координатных столбцов векторов Aa1,..., Aan, называется матрицей оператора A в базисах а1, а2, ..., аn и d1,..., dm. Следовательно, в заданных базисах каждому линейному логическому оператору отвечает определенная матрица. Это соответствие является взаимно-однозначным только в том случае, если рассматриваемое логическое пространство образов совершенно [2]. В несовершенном логическом пространстве нет единственности разложения векторов по базису, а это ведет к тому, что оператору A может соответствовать несколько матриц. Будем рассматривать именно совершенные логические пространства. В этом случае, зная матрицу А, можно найти векторы b1, b2, ..., bn, а затем в силу того, что существует единственный линейный логический оператор A: L(D, переводящий базис пространства L в базис пространства D, построить линейный логический оператор A, переводящий векторы а1, а2, ..., аn в векторы b1, b2, ..., bn соответственно. Этот оператор единственен, откуда вытекает взаимно-однозначность соответствия линейного логического оператора A и отвечающей ему матрицы А. Следовательно, линейный логический оператор А: L(D однозначно определяется совокупностью образов какого-либо базиса совершенного пространства L.

Рассмотрим следующий пример. В качестве поля логических скаляров возьмем множество одноместных предикатов Рi(x), определенных на множестве {0,1}, i=0, 1, 2 ,3 [3] (табл. 1).






Таблица 1
x
P0
P1
P2
P3

0
0
0
1
1

1
0
1
0
1

В качестве пространства логических векторов возьмем множество двухместных предикатов Qj(x, y), j=0,...15 (табл. 2).







     Таблица 2
x
y
Q0
Q1
Q2
Q3
Q4
Q5
Q6
Q7
Q8
Q9
Q10
Q11
Q12
Q13
Q14
Q15

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
1
1
1
1
1
1
1

0
1
0
0
0
0
1
1
1
1
0
0
0
0
1
1
1
1

1
0
0
0
1
1
0
0
1
1
0
0
1
1
0
0
1
1

1
1
0
1
0
1
0
1
0
1
0
1
0
1
0
1
0
1

Одноместные предикаты представим в виде строк Pi(x)=(Pi(0), Pi(1)), а двухместные ‑ в виде матриц:

Qj=

.

Для выбранного пространства базисом является набор Q6, Q9. Рассмотрим оператор А, который преобразует базисные векторы по правилу:

AQ6=P2Q6(P1Q9=(1, 0)

((0, 1)

=

=Q5,

AQ9=P1Q6(P2Q9=(0, 1)

((1, 0)

=

=Q10.

Тогда матрица

А=

=


является матрицей oператора A в базисе Q6, Q9.
Теперь рассмотрим случай, когда пространство образов D и пространство прообразов L являются булевыми [5] и имеют разную размерность. Пусть n=4, m=3. Возьмем в пространстве D образы векторов a1, a2, a3, a4 и запишем их разложение по базису d1, d2, d3 пространства D, например, в виде 

Aa1=0(d1(1(d2(0(d3;

Aa2=0(d1(0(d2(1(d3;

Aa3=1(d1(0(d2(1(d3;

Aa4=1(d1(1(d2(0(d3.

В этом случае для матрицы оператора А имеем:



А=

.
Если О ‑ нулевой оператор, то

Oa1=0(d1(...(0(dm ,
((((((((((((((((((((((((((
Oan=0(d1(...(0(dm,

откуда видно, что нулевой оператор имеет нулевую матрицу. Из определения единичного оператора следует, что 




Eа1=1(а1(...(0(an ,



(((((((((((((((((((((((((



Ean=0(a1(...(1(an.

Следовательно, единичному оператору соответствует единичная матрица. В рассмотренном выше случае пространства двухместных предикатов роль единицы играет предикат P3 [3] и поэтому единичная матрица имеет вид

Е=

=

.

Нулевому оператору O в выбранном пространстве будет соответствовать матрица 

О=

=

,

при помощи которой любой вектор логического пространства L переводится в нулевой.

Пусть в выбранном базисе а1, а2, ..., аn вектор l(L имеет координаты (1, ..., (n, а элементами матрицы А, соответствующей линейному логическому оператору A, являются логические скаляры (ji (i=1...n, j=1...m). Тогда можно записать следующие равенства:

l=(1a1(...((nan ,
       Al=(1(Aa1)(...((n(Aan).


(1)

Пусть b1, ..., bm - базис пространства D. Тогда имеем

Aai=(1ib1(...((mibm, (i=1...n).


(2)

Подставляя равенства (2) в выражение (1), получаем

Al=((1(11(...((n(1n)b1(...(((1(m1(...((n(mn)bm .

(3)

Из равенства (3) следует, что координатный столбец вектора Al будет иметь следующий вид:

[Al]=((1(11(...((n(1n,...,(1(m1(...((n(mn)T=A[l],
где A[l] представляет собой произведение логической матрицы А на координатный столбец вектора l, т.е.




[Al]=A[l].
Для булевых пространств этот результат можно сформулировать как теорему об общем виде линейного логического оператора.
Теорема. Любой линейный логический оператор A:L(D можно представить в виде


[Al]j=(i(I (ji(i, I={1,...,n}, J={1,...,m}, j(J,

где [l]=((1, (2, ..., (n)T ‑ произвольный вектор пространства L; [Al]j ‑ j-я координата вектора Al в базисе пространства D.
Рассмотрим вектор Q14, который в базисе Q6, Q9 имеет вид

Q14=

=(1, 1)

((1, 0)

=P3Q6(P2Q9.

Найдем образ этого вектора при применении к нему указанного выше оператора A:

[АQ14]=A[Q14]=

=

=

,

AQ14=P2Q6(P3Q9=(1, 0) 

((1, 1) 

=

=Q13.
Рассмотрим неединичный линейный логический оператор A: L(L. Если существует такой вектор l(L, что Аl=l, то этот вектор назовем неподвижным вектором для оператора А. Например, в рассмотренном пространстве двухместных предикатов для построенного оператора А неподвижным является вектор Q7:
Q7=

=(1, 1)

((0, 1)

=P3Q6(P1Q9,

т.е. [Q7]=

;
[AQ7]=



=



 EMBED Equation.2  
=

=[Q7].
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