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Линейные графы С обычно [1] задаются множествами X  вершин 
и их многозначными отображениями Г в эти же множества 0 = 0  (X, Г) 
или множествами X  вершин и множествами V дуг этих графов

г в = 0 ( Х ,  V). (1)
В ряде случаев сильно связные графы удобнее задавать некото­

рыми линейными операторами, полностью о тр аж аю щ и м и  их тополе-^ 
гическую структуру и позволяющими использовать методы линейной 
алгебры для исследования их‘ свойств. Возможность такого задания гра­
фов основывается на их представлении в виде конечномерлых про­
странств с определенными в них подпространствами, отображающими 
топологическую структуру графов.

Ниже рассматривается метод представления сильно связного графа 
как конечномерного пространства 'г * , порождаемого множеством V дуг 
графа с определенными в нем подпространствами Уа и 9* подмножеств 
дуг, образующих узлы и циклы этого графа соответственно.

Рассмотрим сильно связной ориентированный мультнграф О, 
образованный множеством X  его вершин х„ j€N , =  п  -+• 1 и мно­
жеством V  ориентированных дуг в>у, *€М, \М\ =  т.

Рассмотрим семейство У узловых подмножеств У, ]  € N  
дуг графа,

Между множеством X  вершин и семейством У узловых подмножеств 
У] дуг существует такое взаимно однозначное соответствие, при кото­
ром каждой вершине х £ Х , \ЫЯ ставится в соответствующее узловое 
подмножество }у,/бУУ дуг графа, т. е.

х} * ~ + У ,,1 1 Ы . (2)
Определим (2] ориентированную дугу о1 графа как линию, огра­

ниченную двумя полюсами V?, о* , один из которых V* называется ее 
Началом, а другой — ее концом; при этом полюса рассматриваются 
как петли или единичные дуги, начало и конец которых совпадают. Тог­
да ориентированную дугу- можно вводить через пару ее полюсов 
=(©". а узловые подмножества У,- дук графа рассматривать как узло­
вые подмножества полюсов. Семейство К узловых подмножеств У/ при 
этом определим выражением

К, К /,} ,«€  л (3)
где /у — подмножество индексов дуг. инцидентных вершин X/.
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Учитывая (1) «  (2), граф можно определить в виде
(4)

. Пара (У, V) образует пространство графа, выраженное узловыми 
подмножествами его дуг. Это пространство можно представить в виде 
такого линейного преобразования, где каждому узловому подмножеству 
У) дуг графа поставлен в соответствие некоторый вектор —• узел У/, а се­
мейству У — вектор у.

Связь между узловыми подмножествами семейства У и элемен­
тами множества У дуг графа можно выразить линейным преобра­
зованием

соответствующим выражению (3).
Коэффициенты преобразования (5) принадлежат числовому полю 

Ф и принимают значения 0, +1  и —1 в такой зависимости:

ф* — линейный оператор узловых подмножеств дуг графа, 
отображающий т-мераое пространство Vя  дуг графа в лодлространство 
Vя семейства узловых подмножеств дуг. 1

Этому оператору отвечает прямоугольная матрица
( / *  1; которая представляет собой матрицу
иццнденцвй ( 1 | графа,

Можно показать, что paw  г линейного оператора ф* равен п, если 
число вершин графа |Л ^ |я  +  1 . Произвольный вектор yj преобразования
(5) в качестве которого без нарушения общности можно считать вектор

у 0+1 является линейной комбинацией остальных векторов 0j( /= 1  я)
преобразования. .

Таким образом, максимальной линейно независимой подсистемой 
преобразования (5) является

где А х — ЦвяИ( /  =  1,,.., п; I *= 1,..., т )  — матрица, получаемая из Л® 
вычеркиваем произвольной строки. ,

Базисом оператора- ф* является множество Н дуг одного из 
деревьев графа, соответствующее линейно независимым столбцам

(5)

О, если vi € Yj 
af i =  * * если *?€ Yf 

—1 , если Yj
(6)

Линейное преобразование (5) можно представить в виде

где
У 1); v  ~ (7)

(8)
, 1- і

Соотношению (8) отвечает матричное уравнение
y= :A sth О)
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матрицы А х. Матрицу А х ранга я  назовем упорядоченной, если она 
содержит неособую подматрицу А х треугольного вида ранга д . 
столбцы которой соответствуют дугам дерева графа. Справедлива 

Теорема 1. Вершины х; , _/€#, |# |  =  я  +  1 и д у г и * € М , \М\ =» т 
сильно связного графа С всегда можно пронумеровать таким обра­
зом, чтобы оператору фх узловых подмножеств дуг графа соответ­
ствовала бы упорядоченная матрица Д,«=»(ЛХ1> А Хл).

Данная теорема дает возможность выделить базис оператора 
ф*, являющегося некоторым деревом Н графа б . Метод выделения 
этого базиса фактически сводится к перестановке и перенумерации 
столбцов матрицы А х произвольного вида и легко реализуется иа 
ЦВМ. '

Узловые подмножества У1 дуг графа и соответствующие им векто­
ры У), не являются линейно независимыми, так как они в общем 
случае могут содержать более одной дуги базиса (дерева) графа. 
Независимые обобщенные узловые подмножества Ко/, /€ /¥  дуг графа 
содержат только по одной ветви дерева и поэтому образуют я-мер- 
ное подпространство У[[ независимых обобщенных узлов графа. 
Линейное преобразование т-м ерного пространства V я  дуг графа в 
л-мерное подпространство К“ имеет вид

№> =  Ф®, ( 10)
где уо *= (Уоь—, уоя) — п -мерный независимый вектор— обобщенный
узел;

— линейный оператор преобразования.
ператору ф соответствует матрица независимых обобщенных узлов 

А = (А и /1а) где А \— Е* — единичная подматрица п-того порядка. 
Справедливы соотношения

Ф-*Ф*. * (11)
где |  — линейный оператор, отображающий подпространство У* в под­
пространство К* ,

Выражению ( 10) соответствует матричное уравнение
А  =  ТАх , (12)

где (Л,/=* 1 ......л ) — прямоугольная матрица, соответствую­
щая оператору

( 1 , если
. - *’ ‘ 10, если У^Уок .

Справедливо соотношение уо=$у, или в матричном виде . .
9ъ =  Ту, (13)

Теорема 2. Матрицу А, соответствующую оператору ф линейного 
преобразования пространства Vя  дуг графа в подпространство К* его 
независимых обобщенных узлов, всегда можно получить путем элемен­
тарных преобразований матрицы ияцнденций А йх или эквивалентной ей 
матрицы, Ах, соответствующих оператору фх линейного преобразова­
ния пространства К* в подпространство У" узловых подмножеств дуг 
этого графа.

Матрица А может быть получена из или из ее эквивалента —
семейства узловых подмножеств дуг графа — также и другими метода­
ми, например, при помощи -алгоритма Жордана-Гаусса. Все эти методы 
хорошо реализуются иа ЦВМ [3].
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Линейное преобразование пространства Vя  в подпространство Г" 
определяется канонической системой лилейных уравнений вида

т  ,,

+ 5 а /».-, с/** I»—. «)•

Системе (14) соответствуют матричные уравнения
-  А ъ  -» А, VI +  А р х ,-=^| +  А 3 ли, , (15)

где А 1 =*ЕЯ — единичная подматрица л-того порядка;
А % — прямоугольная подматрица порядке я Х *5 

=  ъ„)' матрица-столбец, соответствующая дугам дерева
графа;
« „ = ( 0.+ ,  матрица-столбец, соответствующая дугам анти­
дерева графа. -

Из (15)1 следует, что топология графа сети полностью определяется 
подматрицей

(/ — «  +  1 ,...»«; « =  1 (16)

которую в соответствии с теоремой 2 получаем из матрицы шщиденций 
или ее эквивалентов.

Сильно связный граф б  может быть определен также в простран­
стве (в , V), образованном семейством в  (Независимых циклов и мно­
жеством V дуг графа, т. е.

0 = 0(6 ), У).

Независимым циклом графа назовем такое подмножество в*, й€5 
его дуг, образующее замкнутый контур (цикл), которое содержит только 
одну дугу антндерева (одну связь) графа. Число независимых циклов 
определяется [1] дипломатическим циклом |5| = т —«=«. Линейное 
преобразование пространства Vя  дуг графа и «-мерное подпростран­
ство $Н независимых циклов графа определяется соотношением

. (17)
где ср — линейный оператор преобразования, которому при некотором
базисе соответствует матрица независимых циклов графа.

ВПОЛНе ОЧеВИДНО, ЧТО ЦИКЛЫ в*. £ € 5  И ДУГИ VI, I € М  сильно 
связного графа О всегда можно пронумеровать таким образом, чтобы 
матрица В  инцнденций дуг VI и циклов в* графа представляла собой 
упорядоченную матрицу В  =* (Вк, В ^ , где Ь 3~ £ г —  единичная матри­
ца порядка а.

Выражению (17) при некотором базисе соответствует матричное 
уравнение

в  =  Во =  В,т>1 В,г?ц =• В,0| +  Фц, (18)

где В4 — матрица порядка вХп, полностью определяющая топологию
графа. .

Выражению (18) соответствует система линейных уравнений
п

X  ЪкГъ} +  (й =  1 , ( 1 9 )  
/ - 1  .
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где

Ьк; =
0, е сл и ' г у€ 0й;
1, если V! € в» и ориентации V;- и в«совпадаю т;'
—1 , если и у € в к и ориентации т>у и в* не совпадает.

Таким образом, в т-мерном пространстве V м дуг сильно связного 
мультиграфа определеио два подпространства: л-мерное подпростран­
ство узловых подмножеств Vя дуг графа и подпространство в* циклов 
графа. Связь между этими подпространствами устанавливает

Теорема 3. Подпространство К£, порождаемое векторами Ущ, /€ЛГ
независимых обобщенных узлов сильно связного графа С, и подпро­
странство 0®, порождаемое независимыми векторами — циклами 0*

этого графа, являются взаимно ортогональными.
Из этой теоремы следуют известные соотношения

А В ' =« В А ' =  0; (20)
А л =  - В [ ,  (21)

где штрих символизирует транспонирование матриц.
Учитывая (21) матричное уравнение, (15) и (18) можно предста­

вить в виде
— в\ъ ц ;  22)

0 =  — А &I =  »и- (23)

Таким образом, достаточно знать только подматрицу А 2 или только 
подматрицу В% чтобы полностью определять топологию графа. Эти под­
матрицы имеют минимально возможные размеры п Х ( т —п) и могут 
быть определены автоматически при помощи ЦВМ по начальной инфор­
мации в виде матрицы инцнденцнй графа или ее эквивалентов. Такого 
рода программы для ЦВМ М-20 л «Урал-2» разработаны в Харьковском 
институте радиоэлектроники (3]. Они успешно применяются для топо­
логического анализа сложных сетевых систем.
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