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ПОГРЕШ НОСТИ «АМПЛИТУДНОЙ МОДУЛЯЦИИ» 
ДИСКРЕТНО ГО  ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ

Работа [1] — одна из первых, посвященных разбору особенно­
стей дискретного преобразования Фурье (ДПФ) и вычислительному 
алгоритму быстрого преобразования Фурье (БПФ), изданных 
в СССР. Приведенные в ней сведения о погрешностях «амплитуд­
ной модуляции» ДПФ носят преимущественно качественный харак­
тер. Представляется целесообразным более обстоятельно рассмот­
реть описанные ранее и исследовать некоторые не рассмотренные 
погрешности, присущие ДПФ. При решении различных задач теория
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и практики ДПФ встречаются следующие формы записи нормиро­
ванного прямого и обратного ДПФ [1, с. 53 соотношения (3), (4)]?

N — 1

X  (k) =  1/N 2  х(п)  exp (— j2nkn(N)-, (1)
л=О

N —I

х (п) =  У  X  (k) exp ( j2nkn/N) ,  (2)

k =  0 , { N  —  1); n =  0 , ( N —  1).

В (1), (2) изменены лишь индексы суммирования и и н д р к с ы  при
х  и X  в соответствии с обозначениями, принятыми в работе [2, с. 63—
64, соотношения (2.132), (2.136)], где та же пара ДПФ представле­
на в виде

N — 1

X  (k) =  У, х(п) exp (—j2nkn/N)\ (3)
п =  О 

Л'—I
х (п )=  1/N 2  X  Ф) exp Q2nkn/N), (4)k=0

А =  0, (N — 1); п =  О, (N —  1).
В записи для (3) и (4) по сравнению с оригиналом опущен индекс р 

для хп и X k, назначение которого — подчеркнуть периодичность по­
следовательностей хп и X  (k). Не снижая общности полученных ниже 
результатов, отдадим предпочтение соотношениям (1), (2). Эффект 
паразитной амплитудной модуляции спектра [1, с. 29], проявляется 
тогда, когда частота гармонического сигнала g (t), представленного 
в. виде дискретной последовательности х(п) — g  (n&t), не совпадает 
е бинами ДПФ. Рассмотрим следующие два случая.

Пусть входная последовательность х(п)  является последователь­
ностью вида

х(п)->-х(п, р, г, ф) =  ехр {/[2ял (р +  v)/N +  ф]}, (5)
п =  О, (N — 1); р =  О, (W— 1); —0,5 <  г <  0,5; —я < ф < я .  (6)
Полагая 2n/N =  a и подставляя (5), (6) в (1), получаем

N—1

X  (k , р, г, ф) =  ехр (—/ф)/А  ̂ £  exp [jan(p +  r — k)], (7)
п=0

р  =  0, (Л7 —  1); п =  0 , (N —  1); k =  0, (N —  1);
—0,5 <  г <  0,5; —я <  ф С  я.

Положим р =  k — комплексная экспонента (5) с частотой р в полосе 
пропускания k-vo бина. Из (7) находим

N - \

X  (г, ф) =  [ехр (/ф)/ЛП 2  exp (janr). (8)
п=0

Из (8) следует, что для входной последовательности x(k, п, Г, ф), 
сформированной из комплексной экспоненты, выходная последова­
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тельность X  (г, <р) прямого ДПФ инвариантна относительно k. Пусть 
величина N, определяющая количество элементов входной последо­
вательности х{п), выбирается из соотношения N — 2т (9), где т =  
=  1, 2, 3, 4 . . .  , как это принято в алгоритме БПФ по основанию 2, 
что не снижает общности получаемых выводов, но упрощает изло­
жение.

Преобразуя (8) с учетом (9), имеем
т

X  {т, г, ф) =  ехр {/ [(1 — 2~т)лг  +  ф] П  cos К21~т~1))пг], (10)
i= i

—0,5 <  г <  0,5; —я <  ф <  я.
Из (10) запишем выражение для модуля

т

Х(т,  г)| =  П  C0S[(2'“ m_I)nr], (11)
t= i

—0,5 <  г <  0,5; т =* 1, 2, 3, . . .
и аргумента

argX (т, г, ф) — (1 — 2~т)лг  -f- ф,; (12
—0,5 <  г <  0,5; —л <  ф <  л.

Относительная погрешность модуля к-го элемента последова­
тельности дает количественную оценку эффекта паразитной ампли­
тудной модуляции ДПФ (при входном сигнале в виде последова­
тельности комплексной экспоненты

т

6(т, г) — I I cos[(2г- т - 1)яг] — 1, (13)
i=i

—0,5 <  г <0,5 .
Отметим, что в (13) не вошли в качестве аргументов к и ф, т. е.

закон изменения относительной погрешности модуля выходного сиг­
нала в окрестности — 0,5 <  г < 0 ,5  k-ro бина ДПФ при входном 
сигнале в виде последовательности комплексной экспоненты не 
зависит от бина ДПФ ft и от начальной фазы ф, а зависит только 
от порядка ДПФ т и величины г.

Абсолютную погрешность аргумента дляй-го элемента выходной 
последовательности, сформированной из комплексной экспоненты, 
с Æ-м биномом ДПФ представим как

X (т, г, ф) =  arg X (т, г, ф) — ф; X (т, г) =  (1 — 2~т) л г. (14)
Из (14) следует, что абсолютная погрешность по фазе k-ro элемен­
та выходной последовательности ДПФ инвариантна к значению 
бина k, к начальной фазе ф и зависит только от г величины смеще­
ния по частоте в пределах é-ro бина, т  — порядка ДПФ.

Приведенную погрешность аргумента (в процентах) k-ro эле­
мента выходной последовательности ДПФ при указанных условиях

0Ф (т, г) =  [Ä, (т , г)/я] • 50 (15)
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или с учетом (12), (14) из (15) получим
% (т, г) =  50(1 — 2~т) • г, —0,5 <  г с  0,5. (16)

Из (13) можно вычислить максимальную погрешность модуля А-го 
элемента последовательности X(k),  которая возникает при г =  0,5, 
т. е. между двумя соседними бинами ДПФ, и составляет 36,3 %, 
начиная с т  =  5. С уменьшением т  эта величина изменяется доволь­
но медленно и составляет 34,67 % для т = 2. Полученные таким 
способом значения относительной погрешности модуля &-го элемен­
та последовательности X(k)  находятся в полном соответствии 
с результатами, приведенными в [1, с. 63], где отмечено, что в на­
ихудшем случае, когда частота входного сигнала попадает точно 
в середину между рассчитываемыми гармониками, амплитуда 
выходного сигнала падает до уровня 0,637. Однако автор умалчи­
вает о том, что данные количественные оценки получены для после­
довательности х(п),  сформированной из комплексной экспоненты.

Пусть входная последовательность является действительной 
последовательностью гармонического сигнала.

В этом случае можно записать
х (п) — cos [ап (р +  г) +  ф], 

я =* 0, (N — 1); —0,5 с  г <  0,5; —я «  ф я. (17)
Подставив (17) в (11) и перейдя к комплексным величинам, 

определим
N — I

X  (k, р, г, Ф) =  [ехр (/ф)/2ЛП У] exp [jan (р +  г — &)] +
yV—i

+  [ехр (—/ф)/2Д ]̂ >] exp [jan (р +  г +  £)], (18)
п =  0

k =  0,(N  — 1); —0,5 < г <  0,5; —я <  ф <  я.
Пусть k=p,  т. е. рассмотрим случай, когда частота входного 

сигнала находится в полосе пропускания k-ro бина ДПФ. В этом 
случае из (18) следует

N— 1

X  (k , г, ф) =  [ехр (/ф)/2УУ] V ехр (yarn) +
п —0

N — 1

+  [ехр (—/ф)/2Л7] £  ехр [—/a (2k +  г) п]. (19)
п=О

Положим N =  2m. Тогда из (19) получим
X  (k, г, т, ф) =  А ехр (у» +  В ехр (—Д); (20)

т

А =  1/2 £  cos [ ( 2 ^ - i ) яг]; (21)/та!
т

в  =  1 /2 £  COS [(21- т~1) я (2k +  г)] ; (22)

ц =  (1 — N~l)nr  +  ф; (23)
£ =  (1 _ Л (-1)я(2й +  г) +  ф. (24)
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Из (20)—(24) находим модуль X(ft); ' ‘ i 1 <

| X (ft, т, г, ф)| =  У Л а +  Д* +  2ЛЗсо8(ц +  0 , (23)
ft =  0, (N — 1); —я с  ф с  я; —0,5 <  г <  0,5, 

и аргумент X(k) i
arg X  (ft, т, г, ф) =  arctg [(Л sin р — В sin |)/(Л cos р 4- В cos £)]. (26)
Выражение для относительной погрешности модуля X(k)  для 

действительной входной последовательности х(п),  сформированной 
из гармонического сигнала, получим из (25)

у (ft, т, г, ф) =  V А 2 +  В2 +  2Л • В cos(p +  £) — 1, (27)

для ft =  0, ( N — 1); —0,5 С  г <  0,5; —я <  ф <  л, где Л, В, р и \
определяются из (21)—(24).

Выражение для абсолютной погрешности аргумента (при тех же 
ограничениях) запишется таким образом:

Я, (ft, m, г, ф) =  arg X  (ft, т, г, ф) — ф. (28)

Выражение для приведенной погрешности аргумента X  (ft) (в %) 
найдем из [2, (2.48)]:

0Ф (ft, m, г, ф ) =  50Я (ft, т, г, ф)/я. (29)

Из (27) следует, что относительная погрешность модуля X(k)  
при действительной входной последовательности х(п),  сформирован­
ной из гармонического сигнала, существенно зависит от начальной 
фазы ф и от бина ДПФ ft. Представляет интерес оценка математи­
ческого ожидания у (ft, т, г, ф) для случая, когда начальная фаза 
Ф — случайная величина. Во многих приложениях спектральных 
измерений выполняется условие, когда в момент времени /0, соот­
ветствующему началу измерения, начальная фаза ф с одинаковой 
вероятностью может иметь любое значение из интервала (—я, я) [3].

Численным моделированием установлено, что оценкой матема­
тического ожидания y(ft, т, г, ф) при равномерном законе измене­
ния случайной величины ф является соотношение

т

М  [у (ft, т, г, ф)] =  П  cos [(2,- m- 1) яг] — 1, —0,5 с  г <  0,5, (30)
(=i

т. е. величина математического ожидания относительной погреш­
ности модуля X(k)  ДПФ в интервале—0 ,5 ^  г ^ 0 ,5  инвариантна 
к бину ДПФ ft.
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