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ТЕНЗОР ГРИНА ВЕКТОРНОГО УРАВНЕНИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА 
ДЛЯ  ІПРОСТЬІХ ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИХ ОБЪЕМОВ 

СО СФЕРИЧЕСКИМИ ГРАНИЦАМИ

Тензорная функция Грина широко используется при решении 
внутренних и внешних задач электродинамики. О собо важную  
роль она играет, когда необходимо найти поле в области источ-
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ника. Очень часто такие задачи сводятся к решению векторного 
уравнения Гельмгольца:

A F  +  k?F —  / .  (1)

Здесь AF =  grad div F — rot rot F, f — вектор, обусловленный нали­
чием- сторонних таков, £ =  а>У ер — волновое число, со — круго­
вая частота, е и р соответственно диэлектрическая и магнитная 
проницаемости среды. В качестве неизвестной векторной функ­

ции F в (1) могут рассматриваться электрический (П э) или маг­

нитный (ГР*) векторы Герца, либо векторы электрического (Е)  

или магнитного (Н )  полей [1 ]. В первом случае /■=— / э(м)//со е(р ),

во втором f =  — гш р(е)/э(м) +  g ra d (.d iv /э(м))/гсоs(p )= F ro t/ м<э). Здесь  
и дал ее е (р )  обозначает либо е, либо р. Поскольку при реш е­
нии волнового уравнения (-1) для полей в его правой части фи­
гурируют комбинации дифференциальных операторов, воздейст­

вующих на сторонние токи / э<м), в большинстве задач предпоч­
тительным оказывается использование уравнения Гельмгольца 
для векторных потенциалов, решение которого рассматривается  
в работе.

Д л я  координатных задач, когда компоненты тензора Грина 
удовлетворяют на граничных поверхностях тем ж е однородным  
граничным условиям, что и искомая векторная функция, решение 
уравнения (1) может быть представлено интегралом:

ГГ(м) ( ^ )  =  1 j  7Э(М) ( R ' )  G«“) ( R / R ' )  d V. (2)
‘hUUtS ([A] ^

Здесь V — электродинамический объем, в котором распре­

делены сторонние токи, a G3(M)(i? /i? ')  — тензорная функция Гри­
на соответственно электрического или магнитного типов, удов­
летворяющ ая тензорному уравнению Гельмгольца: .

ДС ( R / R ' )  +  т  (R / R ' ) =  -  W o  ( R ,  R ' ) ,  (3)

где /  — единичный тензор; 6 (R,  R ' )  — трехмерная дельта-ф унк­
ция Д ирака, записанная в используемой системе координат.

В работах [2; 3] построены тензорные функции Грина урав­
нений Гельмгольца для замкнутых и открытых областей, границы 
которых образованы  комбинациями координатных поверхностей  
обобщ енных криволинейных ' ортогональных цилиндрических сис­
тем  координат (в 'том числе прямоугольных). В случае областей, 
границы которых имеют сферическую форму, выражения для  
компонент тензора Грина- в литературе отсутствуют. Известные 
решения задачи возбуж дения идеально проводящ его ш ара [ 1; 4] 
получены методом собственных функций. Д ля решения более
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широкого класса задач целесообразно построение тензорной' 
функции Грина для областей с идеально проводящими сферичес­
кими границами, такими как сферический резонатор и резона­
тор, ограниченный двумя концентрическими сферами (рисунок, 
Позиции, а, б соответственно); безграничное пространство вне

сферы — рисунок, позиция в. На первом этане имеет смысл принять 
упрощ ающ ее предполож ение о том, что рассматриваемы е объемы  
заполнены однородной изотропной средой. Этому и посвящено 
настоящ ее сообщ ение. *

Д ля 'построения тензорной функции Грина воспользуемся ме­
тодом, разработанным в работе [5]. Известно [5], что полная 
система собственных векторных функций уравнения Гельмголь­
ца, с помощью которой и строятся компоненты тензора Грина, 
в сферической системе координат имеет вид

L \ R )  — grad ср (/?);

М ( R )  =  rot (г®л|»'(/?)); (4)

N  ( R )  =  -^- rot rot (л°гх ( /? )),
/с

где R  — радиус-вектор, определяющ ий положение точки наблю ­
дения; коэффициент' l / k  введен для сохранения размерности

функции; орт г° направлен вдоль радиуса; скалярные функции 

<p(R), rp(R), и %(R) удовлетворяю т идентичным однородным ска­

лярным уравнениям Гельмгольца. Граничные условия для ф ( R ) ,

и k (R )  диктуются граничными условиями, которым должны  
удовлетворять собственные векторные функции (4 ).

Если скалярные функции q>(R), и y.(R)  представить
в виде произведений радиальных функций ф ( г ) ,  t y ( r) ,  к ( г ) ,  зави­
сящих только от координаты г, на функции ф* (0, ф ), ф .(0 , ф)
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1
sin 0 d0

и х*(б. ф). которые зависят только от угловых координат, и под­
ставить эти произведения в (4 ), то можно получить три типа 
векторных функций:

(V*** (0. <Р). r v], V » * * (0. (f), л°**(0, <р). (5)

Они составляют полную систему собственных двумерных век­
торных функций, зависящ их только от угловых координат [5 ].

Здесь у * и=  щ  0О+  ~ д -  ^ Т ’0- При этом функции (5) строятся на

ба зе  только одной скалярной функции х, поскольку две другие  
оказываются ей тож дественно равными. Эта функция удовлетво­
ряет однородному уравнению

4*** ( б> ?) +  п ( п  +  1 )* * '(0. ?) = 0 ,  (6)
г д е

Д  х (в ср) =  J L  ( s in  0 д ** g f l  +  _ 1 _  д Ч * (б ’ ^
s i n e  дв \  дб /  s in3 0 дер2 ’

которое реш ается методом разделения переменных.
П олож ив ** (0> <р) =  »1 (в) *2 (<Р)> ИЗ (6) получим

(sm в JbM.) + (я („ +1, -j£w)*■<•) = O’ Р)
~ +  (7а)

Параметры  п (и ,+  1) и т,  являющиеся постоянными р а зд ел е­
ния, определяю тся из физического требования однозначности  
и ограниченности поля в любой - точке пространства. Функция 
*г(?) долж на быть периодической функцией чр с периодом 2л, 
следовательно, целыми числами т — 0, ± 1 ,  ± 2 ....... Реш ением урав­
нения (7 а) являются присоединенные функции Л еж андра пер­
вого и второго рода. Условию ограниченности поля при всех уг­
лах 0, включая 0 = 0  и 0 =  я, удовлетворяю т функции первого 
рода P ^ (c o s0 ) . Таким образом ,

* * (0 . <р) =  2 * ™ ( 6. ?) =  2 ^ ( c o s 0 ) ( C0smcp 1, (8)
"  гГт I S in  ту I

где п =  0, 1 ... оо, т =  0, 1 ... со . При этом учитываются только
линейно не зависимые решения.

С ледует оказать, что при решении уравнения (6) в качестве 
граничных условий мы использовали только условия периодич­
ности функций хг(ф) и конечности функций X i ( 0 ) ,  поэтом у для 
построения компонент тензора Грина как электрического, так 
И магнитного типов, будет использоваться одна и та ж е система  
двумерных векторных функций (5).

Согласно [5 ], тензорную  функцию Грина ищем в виде

G ( R / f Г )  =  2  IF n m  ( / ? : .  Г  г ’У  [v**„m  (0. ? ) ,  г ° \  +
п,т

+  °пт(Я'*’ г, г ')о у * * „ т (0, . <р) +  H nm(R'„ г, г ' ) - г ° х пт (9, <р)}, (9)
85



где «о» — еимівюл тензорного перемножения. Н еизвестны е век*

торные коэффициенты F̂ nm, Gnm и Н пт зависят от штрихованных

угловых координат R* и координат г  и г'. Отметим, что исполь­
зуем ы е в (9) векторные функции (5) удовлетворяют условиям  
ортогональности

К 2я -*
f ]  [V**nm (0. ф). ' ° ] '-<4 m ( 0. ф) (is =  0;
vo о

%2к *♦
f  {  V * * nm(9, ? ) г ° * а т (в, ф) ds =  0;
о О

ті 2я -►
J J ( V * * ™  («- ф). r °] V**nm ( 0. ф) ds =  0; ' (10)
о о

% 2% -*■ ' -•
f j  г°*пт (в. ф) 7 % *  (0. ? )  ds =  N b inbkm;
О о

тс 2гс
J і  ф) (0. ф) ds =  N b lnbkmC; ,
0 0 1

it 2it -*■ -*
j  $ [ v ^ n m ( 0. Ф). '■°Hv**ift(9- ф), r°] d s  =  N b lnbkmC,
0 u '

где ds — элемент сферической поверхности; N  — норма соответ­
ствующ их функций (8 ); С  — постоянный коэффициент.

Д ля определения коэффициентов Fnm, Gnm й Н пт поступаем  
стандартным образом . П одставим функцию Грина (9) в уравне» 
ние (3 ). Оператор Д представим в виде суммы радиального и уг­
лового операторов:

Д =  4 , + - Д - Д „  где Л, =  - р - | г

Д* — угловой оператор. И зменяя порядок суммирования и ди ф ­
ференцирования, а такж е последовательность действия операто­

ров у *  и Д*, получаем с учетом (6) следую щ ее равенство:

£  {(Д , +  ft* -  -  {r\ t  - -) ?пт {R l ,  Г, Ґ (9, ф), Г»] +
п,пг ' ' 1

+  ^Дг +  £ 2  Gnm( R ’„  Г, ф) +

+  ( д ,  +  V  -  д ( д  +  г )  j  нпт г ,  г ' )  о  г » х л т  (6, ср)} = .

=  _  4* /8  (г -  г') 8 (9 -  6') 8 (ср —  с р ' ) / ( / - 2 sin 6). (11)
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И спользуя условия ортогональности (10) собственных векторных 
) функций (5 ), в результате стандартной процедуры из работы [5] 

получаем равенства для определения неизвестных векторных

коэффициентов Гпт, 0 пт и Н пт. Представим эти коэффициенты  
В следующ ем виде; .

~рпт(я'ш> г, г ' )  =  Р пт Ся',) / л т (г, г ' ) ;  Ъ„т ( к : ,  г,  г')  =

=  Опт( К ) ёпт(г , г 'У ,  Н пт( # : ,  г > г ' )  =  / / я т ( /? ; )А я т (г ,  г') .  (12)

Из полученны х равенств н аходим  вид векторных ф ункций Р пт(Р',) ,

О (/?*), Н еизвестны е скалярны е ф ункции / ппР £ пт и к пт
являются .решениями уравнения

г 2и — 4тс8 (г — г') (13)

при н еобходи м ы х граничны х усл ови ях д л я  и =  и(г,  г ' ) ,  которы е  
ок азы ваю тся  одного типа дл я  функций f n m  и g nm и др угого  —  
ДЛЯ ф ункций Нпт. Э.ТО Ведет К ТОМу, ЧТО f n m  =  g n m  =  U2, Э h n m  =  
=  Ui .

Подставляя найденные векторные коэффициенты (12) 
в представление для тензорной функции Грина (9 ), после ряда  
несложных преобразований получаем компоненты тензора Грина

00 п / О  g \
= — ^  ^ Р™ (co se )  Р™ (cos 0') cos т  (ср—tp');

л»0 О

G*(»o
22

и э2(м) ( 2 - 5 0J
2 С .„  sin 0sin 0'- Е Е

л—0 т —О

/ dP ™ (cos0) dP™ (cos 0')

/и2/ 5” (cos б) Р ”  (cos 0') -f-

+  sin 0 sin О
de do'

cos m  (<p — у ')
n ( n +  1) ’

(14)

м ) _ _  V  V
23 Z j  Z j

л*0 m—0 « (Я +  1) C„

1 d P ™ (cos0 )
sin o' do

P *  (co s  0') +

1 d P ^ fco g o ')
+  ~ r ~ E  P mn (co s  0 )  " ' ------sin  0 л do

З д е с ь

sin m (cp — »');

G 32M> =  —  G M °  ! G 33M) =  G 22M)- 

2ir («  +  rn)\
V C„ 2n  -f- 1 (n  — m)! '



Универсальность выражений (14) заключается в том, что  
они содерж ат зависимости и от радиальных координат (г, г') 
в неявном виде. И х следует находить из уравнения {13), ф орму­
лируя граничные условия в соответствии с поведением на гра­
ничных сферических поверхностях тангенциальных и нормальных 
компонент искомого векторного ноля. И з (11) следует, что функ­
ции «2 описывают зависимости от координат (г, г')  тангенциаль­
ных компонент ПОЛЯ, а Ыу-— нормальных. :

Вид граничных условий для тангенциальных и нормальных 
составляющ их электрического и магнитного векторов Герца на­
ходим исходя из того, что на идеально проводящей поверхности
о р  п дН *о должны  выполняться условия Е х "; =  0 И

д п
= 0  (индексом «т»

обозначены тангенциальные составляющ ие векторов Е, Н ) .  Н а  
основании этих граничных условий формулируем граничные у с ­
ловия для скалярных функций и*(м), ы|(м>:

ди\

дг
=  и \ з  =  0 ; и “

д  (гм”) 
дг

С ледовательно, уравнение (13) относительно и мы долж ны  решить 
для трех типов однородных граничных условий, сформулирован­
ных для искомой функции на идеально проводящих сферических  
поверхностях: I — и = 0 ;  II — д и / д г  =  0; III— д ( г и ) / д г —0. При  
этом в случае сферического резонатора накладываются так ж е  
условия ограниченности функции и в его центре, в случае бес­
конечного пространства вне сферы — условия излучения на бес­
конечности.

Приведем решение уравнения (13) для рассматриваемых крае­
вых задач (рисунок) при удовлетворении граничных условий I, 
II и III на сферических граничных поверхностях.

Сферический .резонатор '(рисунок, позиция а)

I

II

III

где

и =

'  I­
“ =  \4те.

4 і с й / „ ( А г ) ' [ ( / ? с, г')//„(£Яс)> г < г ’ \
4теЛ[т(г', г)  +  (£г) т (/?с, г ' ) и п ^  с)], г > г ' ;

- 4 к  /г/„ (Аг) т ' ( г ' ,  Я с)Ц'п ( к Я е) ,  г <  г' ;
4 т с * [ т ( г ' ,  г ) , —  / „  (А л )  т '  (/■', Кс)Л'п(кЯс)], / -> /• ' ;

Ы п (кг ) ,  г <  г ';
І4тг^у ( г ' ,  г) +  а/„ ( к г ) ,  г  >  г' ,

(15>

(15а>

(156 >

а -*= 4тт/е \ у п (кг') — /„ (кт')
пуп ( к Н с) — к Я су п- \  (к!?с) 
Піп ("Яс) —Щ сУя-1 (Л/?с)
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З д е с ь  и д а л ее  приняты обозначения:

!п № ) =  [ / * 2 ^ г /п + 1/2 (кг ) ;  у п (кг)  =  ^ -  ДГв+1/2 (Аг);

й(2) (£ г ) =  ]'п (к г )  -  1уп (кг )  =  1 ^ 2 ^ „ 2  ( И ,

г д е  1п+1/2 (кг )  ф ункция Б ессел я ; Ы„+1/2 (кг )  — ф ункция Н е й ­
мана; Н ^ + у ^ к г )  — ф ункция Ханкеля; f '  =  й f / d г  (конкретны е

значения аргументов функции, указанны е в скобках, следует вно­
сить в выражения после взятия производной);

Т ( Я »  я 2) =  / л (Л/?!) у л ( а д  -  у„ (Л/?ж) 1Я (А/?а);

т' ( * 1 . ^ * )= У «  ( * а д  у л ( ^ 2) — у я ( ^ 1) Л' ( а д ) .

Резонатор между дв у м я  сферами (рисунок, позиция б)

Г41г&1(г', /? бс) т ( г ,  /?мс) /т ( /? мс, /? бс), г <  г'\

и ~ ' М и ( г \  г) +  т ( г \  ^ 6с) Т (г, £ ис) / т (Я мс, /?бс), г >  г'; (16)

( 4 к к у  ( г ' ,  Н бс) у ' ( г ,  /? мс)/т" (Ямс, Ябс), Г < г ' ;

Н * А [ т ( г \  г) +  т ' ( г ' ,  Я бс) т ' ( ' .  У ? * ) / Г ( / ? * .  а д ] . /■>/■' ;
(16а)

г  а д  /?вс) =  у; (а /?-с) у ;  ( а д  -  у ; ( а д  л; ( а д с);

II и =

г д е

III

гд е

Ц =
_  ( “/«  ( ^ )  +  Рул ( - И ,  '■ <  /•';

|  4 тс/гт (г', г) +  а/„ (£г) +  Ру„ (£ г ), г  >  / '; (166)

а =_  4д й /  (у , /?мс)[ул (6г') /  (/, /?бс) — / л (Ат') /  (у, 1?бс)] .
/  ( У .  Я б с )  /  ( У .  / ? « )  —  /  ( У ,  у ? « )  /  (*/> У ? б с )

I I

о 4тг^/ (/, /?мс)[уЛ (кг ' )  /  (/, 7?бс) -  /„ (Ат') /  (у, # бс)1
Н  /  ( У ,  У ? б с )  /  ( У ,  У ? « )  -  /  ( У ,  У ? « )  /  ( У .  У ? б с )

/  ( £ ,  I?) =  а д л_1 (* /? ) -  п г п ( а д .

Пространство вне  сферы (рис. в) .

|4*АТ (г, П с) Ь т ( к г ' ) / К ? ( к П с),  г  <  /•'; 
й -  | 4 ^ Т (г', /?с) /г(2> (Аг)/А<?> ( а д ) ,  г  >  г';

4 ^ т '  (л  У?с) ^ 2) ( к г ' ) /

(17)

и —

п

4*А т'(г', П с ) к ^ ( к г ) /

( а д

А - А Р )  ( а д - А А ® 1( а д - >  г'; 

(17а)
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ТГ1 | 4 ъ Ш ? ( к г ' ) [ Щ Ц к г ) а - у п (кг ) } ,  г < г ' :
111 и =  \ 4 т : к И . ™ ( к г ) [ к ™ { к г ) * ~ у п ( к г ' ) ] ,  г  >  г ' , ( 17б>

г д е

я== ( к / ? с У п — \ №  с) - . л у „  (^ /?с)) / (^ /?сА ' 2! 1 (* /?с)  -  яА (л2) № ) ) .

Таким образом , подставляя соответствующ ие выражения для  
из (15) — (!17) ,в (1 4 ), получаем и окончательном виде ком­

поненты тензора Грина для данных электродинамических о бъ е­
мов.

Правильность полученных выражений проверена в случае  
бесконечного пространства вне сферы (рисунок, позиция в). При  
этом  рассмотрено возбуж дение сферической антенны аксиально 
симметричным магнитным током, расположенным на поверхности  
антенны в экваториальной плоскости. Полученные выражения для  
полей тождественно совпадаю т с результатами решения аналогич­

ной задачи [4] методом собственных функций. Отметим, что 
сравнение полученных с помощью функции Грина (14) вы раж е­
ний для полей при решении задач возбуж дения (пространства вне 
сферы  (ш ара) диполями- и щелью с результатами работы [1] 
затруднено* поскольку в .работе [1] они представлены в виде 
суммы первичного (падаю щ его) и вторичного (отраж енного от 
ш ара) полей. При использовании функции Грина такое р аздел е­
ние отсутствует.

В работе [1] показано, что формулы (14) оказываются у д о б ­
ными при определении векторов Герца, а следовательно, и элект­
ромагнитных полей для рассмотренных электродинамических  
объемов со сферическими границами небольших электрических 
диаметров (соизмеримых с длиной волны). Д ля сфер с большими 
электрическими диаметрами получающ иеся .в (1 4 ))  ряды сходятся  
медленно, что приводит к необходимости их модификации. О дна­
ко для ряда задач анализа резонансных антенных СВЧ устройств, 
накладываемые на размеры диаметров сфер ограничения (в смыс­
ле удовлетворительной сходимости рядов в (1 4 ))  -выполняются.-
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