
1 

Міністерство освіти і науки України 
Харківський національний університет радіоелектроніки 

Факультет  інформаційно-аналітичних технологій та менеджменту 
(повна назва) 

Кафедра  прикладної математики 
(повна назва) 

КВАЛІФІКАЦІЙНА РОБОТА 
Пояснювальна записка 

рівень вищої освіти  другий (магістерський) 

___________________ Балансне компонування Lp сфер ___________________ 
_________________________________  _________________________________ 
_________________________________  _________________________________ 

(тема) 

Виконав: 
здобувач _2_ року навчання, групи _ПМм-23-2 _ 
_______________Іщенко А.Л. ________________ 

(прізвище, ініціали) 
Спеціальність  _____________________________ 
______________113 Прикладна математика ____ 

 (код і повна назва спеціальності) 
Тип програми _освітньо-професійна __________ 

 (освітньо-професійна або освітньо-наукова) 
Освітня програма  __________________________ 
____________Прикладна математика __________ 

 (повна назва освітньої програми) 
Керівник ____проф. Романова Т.Є. ___________ 

(посада, прізвище, ініціали) 

Допускається до захисту 

Зав. кафедри ПМ          ___________      ____Сидоров М.В.______ 
(підпис)  (прізвище, ініціали) 

2025 р. 



2 

Харківський національний університет радіоелектроніки 

Факультет _інформаційно-аналітичних технологій та менеджменту 
Кафедра _прикладної математики 
Рівень вищої освіти _другий (магістерський) 
Спеціальність _113 Прикладна математика 

(код і повна назва) 
Тип програми _освітньо-професійна 

(освітньо-професійна або освітньо-наукова) 
Освітня програма _Прикладна математика 

(повна назва) 

ЗАТВЕРДЖУЮ: 

Зав. кафедри ПМ ____________ 
(підпис) 

“_25_” _листопада_ 2024 р. 

ЗАВДАННЯ 
НА КВАЛІФІКАЦІЙНУ РОБОТУ 

здобувачеві   Іщенку Андрію Леонідовичу 
(прізвище, ім’я, по батькові) 

1. Тема роботи  Балансне компонування Lp сфер

затверджена наказом по університету від 22 листопада   2024 р. №  1223 Ст 

2. Термін подання здобувачем роботи до екзаменаційної комісії     6 січня 2025 р.

3. Вихідні дані до роботи  постановка задачі балансного
компонування геометричних об’єктів визначених за допомогою

    Lp сфер 

4. Перелік питань, що потрібно опрацювати в роботі
1. Аналіз предметної області
2. Вибір і обґрунтування методу розв’язання
3. Програмна реалізація
4. Результати обчислювального експерименту
5. Аналіз можливих застосувань



3 

5. Перелік графічного матеріалу із зазначенням креслеників, схем, плакатів,
комп’ютерних ілюстрацій

1. Актуальність теми роботи
2. Постановка задачі
3. Аналіз предметної області
4. Метод чисельного аналізу
5. Результати обчислювального експерименту

КАЛЕНДАРНИЙ ПЛАН 

№ Назва етапів роботи 
Терміни 

виконання етапів 
роботи 

Примітка 

1 Підбір та вивчення технічної літератури за 
темою роботи 25 листопада – 1 грудня 2024 р. виконано 

2 Вибір та обґрунтування методу 2 – 8 грудня 2024 р. виконано 
3 Розробка алгоритму і програми 9 – 22 грудня 2023 р. виконано 

4 Проведення аналітичних досліджень та роз-
рахунків 23 – 29 грудня 2024 р. виконано 

5 Робота над текстом пояснювальної записки 30 грудня 2024 р. – 9 січня 2025 р. виконано 
6 Представлення роботи на рецензію в ЕК 10 січня 2025 р. виконано 

Дата видачі завдання _25_ листопада 2024 р. 

Здобувач _________________________________ 
(підпис) 

Керівник роботи _________________     проф. Романова Т.Є.  
 (підпис)  (посада, прізвище, ініціали) 



 4 

РЕФЕРАТ 

 

Пояснювальна записка: 68 с., 9 рис., 3 дод., 45 джерел. 

 

ДОПУСТИМІ ВІДСТАНІ, КОМПОНУВАННЯ, МАТЕМАТИЧНА МО-

ДЕЛЬ, НЕЛІНІЙНА ОПТИМІЗАЦІЯ, СИСТЕМА КОМП'ЮТЕРНОЇ ВІЗУАЛІ-

ЗАЦІЇ, УМОВА БАЛАНСУ. 3D ОБ’ЄКТИ, Lp НОРМА. 

 

Об’єкт дослідження – процес оптимізації балансного компонування три-

вимірних геометричних об’єктів. 

Предмет дослідження – математичне та комп’ютерне моделювання бала-

нсного компонування тривимірних опуклих об’єктів, що визначені Lp нормою. 

Мета роботи – побудова математичної моделі та розробка алгоритму 

розв’язання задачі балансного компонування тривимірних опуклих об’єктів з 

використанням Lp норм.  

У кваліфікаційній роботі досліджується нестандартна задача компону-

вання геометричних об’єктів, що визначені Lp нормою (Lp сфер). Проведено 

огляд і аналіз існуючих моделей та методів розв’язання оптимізаційних задач 

компонування сферичних та несферичних об’єктів. Побудовано математичну 

модель як задачу нелінійного програмування та розроблено алгоритм 

розв’язання задачі компонування множини Lp сфер у Lp сферичному контейнері 

мінімального радіусу із урахуванням мінімально допустимих відстаней за умо-

ви балансу. Створено відповідне програмне забезпечення. Розроблено систему 

комп'ютерної візуалізації результатів оптимізації компонування Lp сфер. Про-

ведено чисельні експерименти для різних Lp норм із застосуванням глобального 

солверу BARON та локального солверу IPOPT.  

Розроблене програмне забезпечення може бути використано підприємст-

вами та компаніями, що займаються оптимізацією проєктування літальних апа-

ратів у космічній техніці, дизайну структури матеріалів у матеріалознавстві, 

топологічної оптимізації у адитивному виробництві. 
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ABSTRACT 

 

Introductory note: 68 pages, 9 figures, 3 appendixes, 45 sources. 

 

ALLOWABLE DISTANCES, BALANCE CONDITION, COMPUTER 

VISUALIZATION SYSTEM, LAYOUT, Lp NORM, MATHEMATICAL MODEL, 

NONLINEAR OPTIMIZATION, 3D OBJECTS. 

 

Object of research – the process of optimizing the balanced layout of three-

dimensional geometric objects. 

Purpose of research – mathematical and computer modeling of the balanced 

layout of three-dimensional convex objects, which are defined by the Lp norm. 

Subject of study – constructing a mathematical model and developing a solu-

tion algorithm for the problem of balance layout of 3D convex objects using Lp 

norms. 

Methods of research – geometric design theory for mathematical modeling of 

placement constraints of 3D convex objects defined by Lp norms and development of 

an algorithm for solving the balance layout of Lp spheres. The BARON solver for 

finding global extrema of nonlinear optimization problems, the IPOPT solver for 

finding local extrema of nonlinear optimization problems. 

The qualification work studies a non-standard layout problem of geometric ob-

jects defined by the Lp norm (Lp spheres). A comprehensive review and analysis of 

models and methods for solving optimization layout problems of spherical and non-

spherical objects is provided. A mathematical model is constructed as a nonlinear 

programming problem is constructed. An algorithm of solving the problem of layout 

a given set of Lp spheres into a Lp spherical minimum-radius container is developed, 

taking into account the minimal allowable distance subject to a balance condition. 

The corresponding software is created. A system for computer visualization of layout 

of Lp spheres is developed. Numerical experiments are presented for different Lp 

norms using the global solver BARON and the local solver IPOPT. 
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The developed software can be used by enterprises and companies engaged in 

the optimization of aircraft design in space engineering, the material structures in ma-

terials science, topological configurations in additive manufacturing. 
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ПЕРЕЛІК СКОРОЧЕНЬ, УМОВНИХ ПОЗНАК, ОДИНИЦЬ І ТЕРМІНІВ 

 

3D об’єкт – тривимірний геометричний об’єкт; 

Lp  сфера – тривимірний геометричний об’єкт заданий Lp  нормою; 

BPLpS (Balance Layout Lp  Spheres) – задача компонування тривимірних 

Lp  сферичних об’єктів ( Lp  сфер) у Lp  сферичному контейнері мінімального 

радіусу із урахуванням мінімально допустимих відстаней за умови балансу; 

NLP – нелінійне програмування; 

IPOPT – Interior Point OPTimizer, локальний солвер (local solver); 

BARON – Branch-And-Reduce Optimization Navigator, глобальний солвер 

(global solver); 

AMPL – А Mathematical Programming Language  

Lp  RenderTech є система комп'ютерної візуалізації (рендерин-

гу) результатів оптимізації компонування Lp  сфер у Lp  сфері. 
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ВСТУП 

 

Актуальність теми. На сучасному етапі інтерес до ефективного розв'я-

зання задач розміщення тривимірних (3D) об’єктів стрімко зростає. Це поясню-

ється надзвичайною складністю методів їхнього розв'язання та широким спект-

ром практичних застосувань, у тому числі в таких важливих галузях науки та 

техніки: адитивні технології (розміщення декількох моделей із забезпеченням 

щільного заповнення усього об' єму робочої камери 3D принтера, що викорис-

товує SLS технологію): промислові технології (упаковка промислових матеріа-

лів; задачі пакування в нанотехнологіях під час моделювання мікроструктури 

матеріалів); аерокосмічна галузь (компонування приладів та обладнання; моде-

лювання структур ракетних палив); матеріалознавство (пакування гранул та їх 

ущільнення; взаємодія частинок між собою; моделювання структур бетону, піс-

ку, вугілля, пористих вибухових речовин та твердих матеріалів); хімічна про-

мисловість (пакування каталізаторів; моделювання абсорбції газу); дослідження 

з охорони довкілля та неядерна енергетика (розміщення об'єктів у зонах підви-

щеного ризику); дослідження з енергетики (розміщення повітряних енергетич-

них установок).  

Останні п'ять років у зарубіжній літературі з'являються публікації, в яких 

розглядаються практичні задачі, що зводяться до оптимізаційних задач упаков-

ки тривимірних об'єктів, що мають несферичну форму. Оскільки задачі є NP-

складними, під час їх розв’язання зазвичай використовуються евристичні мето-

ди. Деякі дослідники пропонують підходи на основі математичного моделю-

вання і загальних процедур оптимізації. Однак, як правило, існуючі математич-

ні моделі не враховують важливі для практики обмеження на мінімально допу-

стимі відстані між об’єктами та обмеження балансу.  

У зв'язку з цим наукового та практичного значення набуває проблема 

створення інтелектуальних інформаційних технологій розв'язання оптимізацій-

них задач упаковки тривимірних об’єктів, що задані неевклідової метрикою, з 

урахуванням мінімально допустимих відстаней та обмежень балансу, в опуклі 
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контейнери мінімального об'єму, що потребує розробки: конструктивних засо-

бів математичного і комп'ютерного моделювання обмежень розміщення; нових 

математичних моделей у вигляді задач нелінійного програмування; ефективних 

методів пошуку допустимих та локально оптимальних розв’язків із застосуван-

ням сучасних NLP солверів (програмного забезпечення для розв’язання задач 

нелінійного програмування). 

Мета і завдання кваліфікаційної роботи. Метою кваліфікаційної робо-

ти є побудова математичної моделі та розробка алгоритму розв’язання задачі 

балансного компонування тривимірних опуклих об’єктів з використанням Lp  

норм, Метою роботи є побудова математичної моделі та розробка алгоритму 

розв’язання задачі балансного компонування тривимірних опуклих об’єктів з 

використанням Lp  норм, що дозволяє значно спростити аналітичний опис умов 

розміщення 3D об’єктів складної конфігурації заданих евклідової метрикою.  

Для досягнення поставленої мети поставлено наступні завдання: 

– провести огляд застосувань і аналіз публікацій, що присвячені моделям та 

методам розв’язання оптимізаційної задачі компонування геометричних об’єктів; 

– побудувати математичну модель задачі компонування заданої множини 

тривимірних Lp  сферичних об’єктів ( Lp  сфер) у Lp  сферичному контейнері 

мінімального радіусу із урахуванням мінімально допустимих відстаней за умо-

ви балансу (у подальшому, BPLpS – Balance Layout Lp  Spheres) як задачу нелі-

нійного програмування;  

– розробити метод розв’язання задачі BPLpS; 

– провести чисельні експерименти для розв’язання задачі BPLpS при різ-

них значеннях параметру p  Lp  норми із застосуванням глобального солверу 

BARON та локального солверу IPOPT; 

– розробити систему комп'ютерної візуалізації (редерингу) результатів 

оптимізації компонування тривимірних Lp  сферичних об’єктів. 

Об’єктом дослідження є процес оптимізації балансного компонування 

тривимірних геометричних об’єктів. 
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Предметом дослідження є математичне та комп’ютерне моделювання 

балансного компонування тривимірних опуклих об’єктів, що визначені Lp   

нормою. 

Методи дослідження. У роботі використовуються методи геометричного 

проєктування для математичного моделювання обмежень розміщення геомет-

ричних об’єктів визначених Lp  нормами та розробки алгоритму розв’язання 

задачі балансного компонування Lp  сфер. Солвер BARON для пошуку глоба-

льних екстремумів задач нелінійної оптимізації, солвер IPOPT для пошуку ло-

кальних екстремумів задач нелінійної оптимізації. 

Публікації. Результати, отримані у кваліфікаційній роботі, представлено 

на III International Scientific & Practical Conference «Learning & Teaching: in the 

World after War» (Kharkiv, October 8, 2024) [1].  
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1 АНАЛІЗ ПРЕДМЕТНОЇ ОБЛАСТІ ТА  

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ ДОСЛІДЖЕННЯ 

 

1.1 Елементи теорії геометричного проєктування 

 

Теорія геометричного проектування вивчає коло фундаментальних і при-

кладних проблем, спрямованих на реалізацію ідеї математичного та 

комп’ютерного моделювання процесу оптимального розміщення реальних об'є-

ктів і створення ефективних методів оптимізації цього процесу відповідно до 

заданого критерію оптимальності та визначених технологічних обмежень. 

Задачі геометричного проектування, зокрема задачі розміщення дво- та 

тривимірних (2D&3D) об'єктів, задачі розкрою та пакування (Cutting & Packing, 

C&P), мають широкий спектр застосувань в різних наукових та практичних га-

лузях знань, у тому числі: промислові технології та сільське господарство, ае-

рокосмічна галузь, біотехнології, медицина, матеріалознавство, хімія, дослі-

дження з охорони довкілля та енергетика. 

У зв'язку з цим наукового та практичного значення набуває проблема 

створення засобів математичного та комп'ютерного моделювання, сучасних ме-

тодів оптимізації та засобів візуалізації різноманітних варіантів розміщення. 

Це вимагає формалізації задач розміщення та побудови математичних 

моделей, що в свою чергу, дозволяє за вихідними даними одержати найкращий 

варіант розміщення відповідно до заданого критерію якості. 

Оптимізаційні задачі геометричного проектування (задачі розкрою, паку-

вання, компонування, завантаження, покриття) є NP-складними.  

Задача геометричного проектування полягає в розміщенні множини гео-

метричних об’єктів у деякої області (контейнері). Об’єкти повинні бути розмі-

щені відповідно до умов розміщення, тобто без взаємного перекриття (умова 

неперетину) і повністю всередині контейнера (умова включення). Необхідно 

оптимізувати певний критерій, наприклад, максимізувати кількість об’єктів, ро-
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зміщених у контейнері, або мінімізувати метричні характеристики контейнера 

для заданих об’єктів [2, 3]. 

Однією з найбільш часто досліджуваних задач розміщення є компонуван-

ня сферичних об’єктів. Умови неперетину сфер стверджують, що відстань між 

кожною парою центрів має бути принаймні сумою радіусів. Відповідно, умова 

включення гарантує, що відстань між центром сфери та центром сферичного 

контейнера не перевищує різниці їх радіусів. Області застосування варіюються 

від планування радіохірургічного лікування пухлин [4, 5] до вивчення структу-

ри наноматеріалів [6, 7]; від пакування сфер в теорії кодування [8, 9] до моде-

лювання структур матеріалів в адитивному виробництві [10 – 16] і посилання  

в них. 

Створення конструктивних засобів побудови адекватних математичних 

моделей у вигляді, що дозволяє застосувати до розв'язання задачі відомі методи 

локальної та глобальної оптимізації. 

Таким чином виникає необхідність створення методології математичного 

моделювання оптимізаційних задач геометричного проектування. 

Побудова математичних моделей задач розміщення засноване на аналіти-

чному описі теоретико-множинних відносин між об'єктами (належності об'єкта 

області розміщення, розміщення об'єкта на допустимій відстані до межі області, 

неперетину об'єктів, розміщення кожної пари об'єктів на допустимій відстані, 

орієнтація об'єктів, зони заборони). 

Міжнародна організація ESICUP поєднує провідних учених світу, які до-

сліджують засоби, моделі та методи розв'язання задач розкрою та пакування. 

Аналітичний опис взаємодій пари геометричних об'єктів, що мають дові-

льну просторову форму (irregular objects), є фундаментальною базою створення 

методології математичного моделювання задач, пов'язаних з перетворенням ге-

ометричної інформації. Найбільш потужним засобом аналітичного моделюван-

ня відношень геометричних об'єктів є метод phi-функцій (the phi-function  

technique). 
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1.2 Засоби математичного моделювання для тривимірних об'єктів заданих 

      евклідовою метрикою 

 

У класі задач геометричного проектування як математичні моделі матері-

альних об'єктів розглядається клас phi-об'єктів – це непорожні точкові множини 
3A R A⊂ , які задовольняють такі вимоги:  канонічно замкнута множина; внут-

рішність і замикання множини A  мають один і той же гомотопічний тип; в 

будь-якій точці clx A∈  існує окіл clxU A⊂ , такий, що int xU  і cl xU  мають один 

і той же гомотопічний тип. 

Нехай 3A R⊂  і 3B R⊂  – phi-об'єкти. Вважаємо, що, принаймні, один з 

об'єктів обмежений. Відповідно. місце розміщення об'єкта A  визначається век-

тором змінних параметрів розміщення ( , )A Av θ , де: ( , , )A A A Av x y z=  – вектор тра-

нсляції, 1 2 3( , , )Aθ = θ θ θ  – кути Ейлера. Позначимо ( , , )A A A Au v= θ λ  вектор змін-

них об'єкта A  і ( , , )B B B Bu v= θ λ  вектор змінних об'єкта B . Надалі, об'єкт A, по-

вернений на кути 1 2 3, ,θ θ θ , трансльований на вектор v  позначимо як 
3 0 0 0( ) { : ( ) , }A u p R p v M p p A= ∈ = + θ ⋅ ∀ ∈ , де 0A  позначає нетрансльований і 

неповернутий об'єкт A , 1 2 3( ) ( , , )M Mθ = θ θ θ  – стандартна матриця повороту.  

Однією з найважливіших задач під час моделювання розміщення об'єктів 

є побудова такої функції, яка б описувала відношення між парою phi-об'єктів A  

і B . 

Означена функція має враховувати такі ситуації: 

– об'єкти A  і B  не мають спільних точок, тобто clA clB = ∅ , де ( )cl ⋅  – 

замикання об'єкта ( )⋅ ; 

– об'єкти A  і B  перетинаються, тобто int intA B ≠ ∅ , де int( )⋅  –

внутрішність об'єкта ( )⋅ ; 

– об'єкти A  і B  дотикаються, тобто frA frB ≠ ∅  та int intA B = ∅ , де 

( )fr ⋅  – границя об'єкта ( )⋅ . 

Визначення 1.1. Неперервна, усюди визначена функція ( , )AB
A Bu uΦ  нази-
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вається phi-функцією об'єктів ( )AA u  і ( )BB u , якщо вона задовольняє такі влас-

тивості: 

 

 ( , ) 0AB
A Bu uΦ < , якщо int ( ) int ( )A BA u B u ≠ ∅ , 

 ( , ) 0,AB
A Bu uΦ =  якщо int ( ) int ( )A BA u B u = ∅  і ( ) ( )A BfrA u frB u ≠ ∅ , 

 ( , ) 0,AB
A Bu uΦ >  якщо ( ) ( )A BA u B u = ∅ , 

 

тут frA  позначає топологічну границю, а int A – внутрішність об'єкта A . 

З метою аналітичного опису обмежень на допустимі відстані між геомет-

ричними об'єктами введено поняття нормалізованої phi-функції. 

Нехай задано обмеження на мінімально допустиму відстань ρ  між  

phi-об'єктами ( )AA u  і ( )BB u , тобто dist( ( ), ( ))A BА u B u ≥ ρ , де 

,
( ( ), ( )) min ( , )A B a A b B

dist A u B u dist a b
∈ ∈

=  – евклідова відстань між ( )AA u  і ( )BB u , 

2 2 2 2 2 2( , ) ( ) ( ) ( )a a ab b bdist a b x x y y z z= − + − + −  – евклідова відстань між точками 

a  і b  в 3
 . 

Визначення 1.2. Phi-функція ( , )AB
A Bu uΦ  називається нормалізованою, 

якщо її значення дорівнюють евклідовим відстаням між об'єктами ( )AA u  і 

( )BB u , за умови int ( ) int ( )A BA u B u = ∅ , тобто  

 

 ( , ) ( ( ), ( ))AB
A B A Bu u dist A u B uΦ = ⇔  int ( ) int ( )A BA u B u = ∅ . 

 

У термінах phi-функцій обмеження dist( ( ), ( ))A BА u B u ≥ ρ  еквівалентне не-

рівності ( , )AB
A Bu uΦ ≥ ρ , де ABΦ  – нормалізована phi-функція об'єктів ( )AA u  і 

( )BB u , ( , , , )A A A A Au x y z= θ  і ( , , , )B B B B Bu x y z= θ . 

Побудова нормалізованих phi-функцій для довільних phi-об'єктів – досить 

складна процедура. Через це для моделювання мінімально допустимих відста-

ней між об'єктами пропонується використовувати вільні від радикалів псевдо-
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нормалізовані phi-функції. 

Визначення 1.3. Неперервна всюди визначена функція ( , )AB
A Bu uΦ



 нази-

вається псевдонормалізованою phi-функцією об'єктів ( )AA u  і ( )BB u , якщо ви-

конуються такі властивості: 

 

 ( , ) 0,AB
A Bu uΦ >



 якщо dist( ( ), ( ))A BA u B u > ρ , 

 ( , ) 0,AB
A Bu uΦ =



 якщо dist( ( ), ( ))A BA u B u = ρ , 

 ( , ) 0,AB
A Bu uΦ <



 якщо dist( ( ), ( ))A BA u B u < ρ . 

 

Зокрема, 

 

 dist( ( ), ( )) ( , ) ( , ) 0,AB AB
A B A B A BA u B u u u u u> ρ ⇔ Φ ≥ ρ ⇔ Φ ≥



  

 ( , ) ( , ) 0.AB AB
A B A Bu u u uΦ = ρ ⇔ Φ =



  

 

Ґрунтуючись на визначеннях 1.1 – 1.3 зазначених вище, загальна матема-

тична модель задачі геометричного проєктування зі змінними метричними ха-

рактеристиками області розміщення має вигляд  

 

 
( ),
min
p u W∈

κ , 

 

де = {( , ) : ( , ) 0, > , ( , ) 0, , ( ) 0}ij i j n i i nW p u u u q g I p u i I uΦ ≥ ∈ Φ ≥ ∈ µ ≥  – область до-

пустимих розв’язків. 

У загальному випадку, phi-функція може бути визначено як негладка фу-

нкція 

 

 1,...,
= =max maxmink kt

tk k
f f

= η
Φ ,  
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де ktf  – гладка функція. 

Тому область допустимих розв’язків W  можна записати у вигляді 

 
 1= ... ... ,sW W W Wη∪ ∪ ∪ ∪  

 = { : ( ) 0},s sW u R uσ∈ ϒ ≥  ( ) = ,min t
s s

t
u fϒ  st I∈ , 

 * * * *
1( ) = { ( ),..., ( ),..., ( )},su extr u u uηκ κ κ κ  

 *( ) = ( ), = 1,2,..., .s
u W Rs

u u sextr
σ∈ ⊂

κ κ η  

 
Оцінка кількісті змінних задачі – ( )O n , а кількісті нерівностей, що опи-

суюсь область допустимих рішень W – 2( )O n . 

 

 

1.3 Методологія розв’язання задачі геометричного проєктування 

 

Для розв’язання оптимізаційної задачі математичної оптимізації, описаної 

в попередньому розділі, тобто знаходження глобального мінімуму (або при-

наймні хорошого наближення до нього) цільової функції F  застосовується на-

ступна стратегія. 

Враховуючи початкове наближення, тобто точку 0 1= ( , , , )nU u u u  в прос-

торі допустимих розв’язків W , алгоритм виконує локальний пошук локального 

мінімума функції F . 

Точка U W∈  відповідає певному розміщенню об’єктів 1, , nT T  усередині 

0T , і переміщення точки U ∈W . Алгоритм дозволяє одночасний рух усіх 

об’єктів 1, , nT T  у області 0T . 

Завдяки використанню phi-функцій алгоритм здатний розміщувати всі 

об’єкти одночасно, тобто здійснювати локальний пошук у багатовимірному 

просторі рішень. У загальному випадку phi-функції є ‘кусково-гладкимі непере-
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рвнимі функціями. 

Для допустимої початкової точки 1 0 1= ( , , , )nU u u u W∈ , алгоритм знахо-

дить локальний мінімум цільової функції. Точніше, враховуючи, що 1U W∈  ал-

горитм утворює підмножину ,1jW W⊂  простору розв’язків W , що містить 1U , 

тобто 1 ,1jU W∈ . 

Тоді алгоритм знаходить 2 ,1jU W∈  таку, що 2( ) ( )F U F U≤  для всіх 

,1jU W∈  (або принаймні в околі 2U ), тобто 2 ,2jU W∈ . Далі алгоритм формує ін-

шу підмножину 3U  таку , що 3( ) ( )F U F U≤ , і знаходить таку точку ,2jU W∈ , що 

для всіх (або принаймні в околі 3U ) і 3 2( ) < ( )F U F U  . Цю процедуру повторю-

ють, поки не буде знайдено локальний мінімум цільової функції. 

Щоб знайти глобальний мінімум F  у просторі розв’язків W , слід засто-

сувати вичерпний пошук, тобто пошук по кожній підмножині jW W⊂ , що в бі-

льшості випадків є нереальним завданням, оскільки кількість цих підмножин 

може бути порядку 1010 . На практиці можна перевірити лише кілька (добре ви-

браних) початкових точок 1, , kU U W∈ , тому проблема пошуку допустимих 

початкових розміщень стає першорядним. 

У багатьох промислових застосуваннях досвідчені фахівці «вручну» \ 

manually (за допомогою систем CAD systems) створюють високоякісний макет, 

після чого можна швидко запустити програму комп’ютерної оптимізації, щоб 

максимально (локально) покращити результат. 

У багатьох інших практичних застосуваннях, однак, немає доступних 

«експертних розміщень» (expert layouts), і потрібно покладатися на створені 

комп’ютером початкові домовленості. У таких ситуаціях використовуються рі-

зні евристики (та «метаевристики»), найпростішою та найпопулярнішою, є bot-

tom-left процедура розміщення. Вона розміщує об’єкти один за одним у найни-

жчому лівому вільному куті контейнера. Під час позиціонування об’єкта про-

цедура враховує раніше розміщені об’єкти, спочатку щоб уникнути перетин, а 

потім (у деяких реалізаціях) для заповнення пустот, які залишилися порожніми 
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на попередніх етапах, або на кожному кроці об’єкт, який буде розміщено на-

ступним, вибирається випадковим чином з ймовірністю, пропорційною його 

довжині. 

Багато дослідників використовують різні евристики, щоб змінити експер-

тні компоновки, та отримати інші розміщення (і таким чином знайти інши ком-

поненти простору допустимих розв’язків W ). Можна поміняти місцями два ви-

падково вибрані об’єкти або застосувати більш складні стратегії, такі як «алго-

ритми пошуку табу» або імітований відпал, або різні генетичні алгоритми. 

У деяких реалізаціях об’єктам (тимчасово) дозволено перетинатись та ру-

хатися один через одного, щоб алгоритм міг виконувати ширший пошук у про-

сторі рішень. У цьому випадку необхідно оцінити (і штрафувати) ступінь пере-

криття об’єктів, щоб алгоритм поступово розділив їх і врешті-решт прийшов до 

можливого макета (без перекриття). Стосовно цього phi-функції також можуть 

бути корисними, оскільки вони забезпечують таку функцію, як оцінка ступеня 

перекриття. Інші автори розробляють різні засоби для штрафних функцій  

перетину. 

 

 

1.4 Постановка задач дослідження 

 

У даної роботі розглянуто новий клас задач геометричного проєктування 

компонування геометричних об’єктів, визначених Lp  нормою [35]. Показано, 

що різні тривимірні геометричні форми можна генерувати, вибираючи відпові-

дні значення параметру Lp  норми, зберігаючи при цьому простоту опису умов 

розміщення.  

Додаткові обмеження на допустимі розміщення, мотивовані застосуван-

нями, також можуть бути враховані. Наприклад, у розробці дизайну супутнико-

вого модуля умови мінімально допустимих відстаней між обладнанням та умо-

ва рівноваги/балансу накладаються, щоб забезпечити близькість між центром 

тяжіння контейнера та центром тяжіння системи об’єктів [36 – 38]. 
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Метою класичних задач пакування є пошук щільного розміщення, напри-

клад, максимізація заповнення контейнера або пошук мінімального контейнера. 

Однак у багатьох сучасних застосуваннях концепція щільної упаковки була пе-

реглянута. 

У розрідженій компоновки відстань між об'єктами, а також між об'єктами 

і контейнером повинна бути урахована. Дисперсне (розріджене) компонування 

виникає, наприклад, при термічної обробки деталей, надрукованих на 3D, від 

неспечених частинок порошку [39]. Створення системи пустотних структур для 

мінімізації ваги деталей, які отримані за допомогою 3D друку, вимагає допус-

тимої відстані між пустотами для забезпечення механічної міцності виро-

бів [40]. 

У кваліфікаційнії роботі: 

– сформульовати задачу компонування заданої множини тривимірних Lp  

сферичних об’єктів ( Lp  сфер) у Lp  сферичному контейнері мінімального раді-

усу із урахуванням мінімально допустимих відстаней за умови балансу (BPLpS 

– Balance Layout Lp  Spheres); 

– побудовати математичну модель задачі BPLpS як задачу нелінійного 

програмування; 

– запропоновати метод розв’язання задачі BPLpS; 

– проведести чисельні експерименти для розв’язання задачі BPLpS при 

різних значеннях параметру p із застосуванням глобального солверу BARON та 

локального солверу IPOPT; 

– розробити систему комп'ютерної візуалізації (редерингу) результатів 

оптимізації компонування тривимірних Lp  сферичних об’єктів. 
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2 ВИБІР ТА ОБҐРУНТУВАННЯ МЕТОДУ РОЗВ’ЯЗАННЯ 

 

Компонування об’єктів, що мають певну симетрію, можна знайти, напри-

клад, у біології [17, 18] та матеріалознавстві [19]. Так звані супереліпсоїди ши-

роко використовуються для представлення різних форм частинок у гранульова-

них і м’яких речовинах [20, 21]. Відповідні задачі пакування/компонування за-

звичай вирішуються шляхом чисельного моделювання з використанням методів 

скінченних елементів. 

Компонування (пакування) об’єктів несферичної форми є однією з най-

складніших задач у класі задач геометричного проектування. Різні геометричні 

засоби використовуються для моделювання умов розміщення, таких як растро-

вий метод, NoFit Polygon, метод phi-функцій [22, 23]. Метод phi-функцій є ефе-

ктивним засобом математичного моделювання відношень геометричних 

об’єктів. Для розв’язання оптимізаційних задач розміщення метод phi-функцій 

дозволяє використовувати математичне програмування. Перевагою методу phi-

функцій є можливість урахування мінімально допустимих відстаней при описі 

обмежень розміщення об’єктів, що часто потрібно при проєктуванні  

компоновок. 

Задачі компонування, що виникають при управлінні багаторесурсними 

проектам ( 4n ≥ ), можна знайти в [24]. Один із підходів спростити аналітичний 

опис умов розміщення – апроксимація об’єктів складної конфігурації набором 

сфер. Компонування об’єктів, що представлені об’єднаннями сфер, утворює 

важливий клас задач нерегулярного розміщення, що виникають при вивченні 

багатокомпонентних структур, наприклад, у медицині та нанотехнологіях [25, 

26]. Тісно пов’язана з цим задача покриття областей сферами. У роботах [27, 

28, 29] нерегулярні об’єкті апроксимовані об’єднанням сфер. 

Більшість публікацій вивчають компонування сфер, що визначені евклі-

довою метрикою. Однак можна розглянути багато прикладних і теоретичних 

задач компонування, наприклад, створення квадратних, шестикутних або два-

надцятикутних датчиків CMS [30] або розміщення квадратів у квадратному ко-
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нтейнері [31] як пакування сфер, визначених відповідною нормою. Викорис-

тання неевклідових норм у задачах пакування двовимірних сфер запропоновано 

у [32- 35]. Розробка засобів моделювання відношень геометричних об’єктів, що 

задані неевклідовими нормами є актуальною проблемою, а спрощення опису 

обмежень розміщення для тривимірних об’єктів складної конфігурації є актуа-

льною проблемою / challenging problem. 

 

 

2.1 Методологія розв’язання задачі 

 

Нехай задано сімейство Lp  сфер 

 
 3( ) := { | }i i i iS r∈ − ≤ξ x x ξ , := {1, , },i I m∈    

 

із заданим радіусом 0ir >  і змінним центром 3
i Rξ ∈ , де x  означає норму. 

Однією з найвідоміших норм є Lp  норма, яка визначається як 

 

 1/( )p p
kp

k
x= ∑x , p [1, )∈ ∞   

 

де  – дійсне число і 

 

 max kk
x

∞
=x   

 

є нескінченною нормою. 

Термін Lp  сфери ( Lp  сферичного об’єкта) використовується, щоб підкре-

слити, що широкий спектр просторових форм  у три-

вимірному просторі шляхом вибору параметру p  Lp  норми . 
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Для різних 1p >  Lp  норми породжують різні опуклі об’єкти у 2
  і 3

 , 

наприклад, діаманти (ромби), сфери (круги), багатогранники (багатокутники) з 

“округлими” кутами, куби (квадрати). Рис. 2.1 ілюструє деякі форми в 2
  і 3

  

для 1,p = 1.5,p = 2,p =  3,p = 6p =  і p = ∞ . 

 

  
a) 

  
б) 

 Рисунок 2.1 – Одиничні Lp -сфери для різних 1p ≥ : а) у 2
 ; б) у 3

  

 

Задача BPLpS. Знайти розміщення сімейства Lp  сфер ( )i iS ξ , i I∈  у біль-

шой Lp  сфері 3
0 0 0( ) := { | }S R∈ − ≤ξ x x ξ , n=2, 3 (у подальшому, контейнер) 

мінімального радіусу за умов: 

а) включення Lp  сфери ( )i iS ξ , i I∈  у сферичний контейнер 0 0( )S ξ , 
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 ( )0 0i iR r− − + − ≥ξ ξ  , i I∀ ∈ ; 

 

б) неперетину кожної пари Lp  сфер ( )i iS ξ  та ( )j jS ξ  

 

 ( ) 0i j i jr r− + − ≥ξ ξ , ( ),i j∀ ∈Λ , 

 

( ){ }, : , ,i j i I j I i jΛ = ∈ ∈ > ; 

в) відповідністі (балансу) між центрами тяжіння системи Lp  сфер і кон-

тейнером 

 

 0=
m

i i
i

w∑ ξ ξ , 

 
iw  є вагою ( )i iS ξ , i I∈ ; 

г) мінімально допустимої відстані для включення 

 

 ( )0 0i iR r− − + − − ρ ≥ξ ξ  , i I∀ ∈ , 

 

що стверджує, що відстань між Lp  сферою ( )i iS ξ  і межею контейнера  стано-

вить принаймні 0p ≥ . 

Якщо 0p =  для всіх i I∈  , то ця умова збігається з обмеженням включен-

ня а); 

д) мінімально допустимої відстані для неперетину 

 

 ( ) 0i j i jr r− − + + ρ ≥ξ ξ , ( ),i j∀ ∈Λ , 

 

що гарантує, що відстань між двома Lp  сферами ( )i iS ξ  та ( )j jS ξ  становить 

принаймні 0p ≥ . Якщо 0p = , то ця умова збігається з умовою неперетину б). 
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2.2 Математична модель задачі BPLpS 

 

Задача BPLpS формулюється як модель нелінійного програмування  

 

 
( , )

min
R
R

x,y
 (2.1) 

 

за умов 

 
 ( ) ( )0, 0i i i iR R rΦ ξ = − − + − − ρ ≥ξ ξ   для i I∈ , (2.2) 

 ( ) ( ), 0ij i j i j i jr rΦ ξ ξ = − − + + ρ ≥ξ ξ  для ( ),i j ∈Λ , (2.3) 

 0=
m

i i
i

w∑ ξ ξ . (2.4) 

 

У задачі (2.1) – (2.4), iΦ  є псевдонормалізованою phi-функцією Lp  сфери 

( )i iS ξ  та множини ( )0\ intn ξ , ijΦ  є псевдонормалізованою phi-функцією Lp  

сфер ( )i iS ξ  та ( )j jS ξ  обмеження (2.2) – (2.3) визначають умови допустимих 

відстаней для неперетину та включення, а нерівність (2.4) є умовою балансу. 

Останнє гарантує, що центр тяжіння системи сфер ( )i iS ξ , i I∈  збігається з цен-

тром контейнера 0 ( )S R . 

У тривимірному випадку модель (2.1) – (2.4) має вигляд 

 

 
( , )

min
R
R

ξ
 (2.5) 

 

за умов 

 

 ( ) ( ) ( )
1

0 0 0, 0p p p p
i i i i i iR x x y y z z R rΦ ξ = − − + − + − + − − ρ ≥ , (2.6) 

 i I∈ ,  
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 ( ) ( ) ( )
1

, 0
p p p p

ij i j i j i j i j i jx x y y z z r rΦ ξ ξ = − − + − + − + − − ρ ≥ , (2.7) 

 ( ),i j ∈Λ ,  

 0=
m

i i
i

w x x∑ , 0=
m

i i
i

w y y∑ , 0=
m

i i
i

w z z∑ . (2.8) 

 
Альтернативна модель може бути представлена так: 

 
 

( , )
min

R
R

ξ
 (2.9) 

 
за умов 

 
 ( ) ( ) ( )0 0 0, 0pp p p

i i i i i iR x x y y z z R rΦ ξ = − − + − + − + − − ρ ≥ , (2.10) 

 iR r≥ + ρ , i I∈ ,  

 ( ) ( ) ( ), 0
pp p p

ij i j i j i j i j i jx x y y z z r rΦ ξ ξ = − − + − + − + − − ρ ≥ , (2.11) 

 ( ),i j ∈Λ ,  

 0=
m

i i
i

w x x∑ , 0=
m

i i
i

w y y∑ , 0=
m

i i
i

w z z∑ . (2.12) 

 
Модель (2.5) – (2.8) для нескінченної норми x

∞
  приймає вигляд 

 
 

( , )
min

R
R

x,y
 (2.13) 

 
за умов 

 
 ( ) ( ), 0i i iR R rΦ ξ = − + − − ρ ≥ , i I∈ , (2.14) 

 ( ) { } ( ), max 0ij i j i j i j i j i jx x y y z z r rΦ ξ ξ = − + − + − + − − ρ ≥ , (2.15) 

 ( ),i j ∈Λ ,  
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 0=
m

i i
i

w x x∑ , 0=
m

i i
i

w y y∑ , 0=
m

i i
i

w z z∑ , (2.16) 

 

де ( ),ix x i I= ∈ , ( ),iy y i I= ∈ , ( ),iz z i I= ∈ . 

Більшість локальних і глобальних комерційних розв’язувачів NLP (нелі-

нійного програмування) не дозволяють пряме використання негладких виразів 

{ }
1,...,

max ii n
x

=
 в моделях NLP.  

Тому перетворимо модель (2.13) – (2.16) на еквівалентну оптимізаційну 

задачу, застосовуючи підхід, запропонований у статті [35]  
 

 
( , , , , )
min

u R
R

ν πx,y
  

 

за умов 

 

 0 0 0= x y z
i i i i i i iv x x y y z zπ − + π − + π −  для i I∈ ,  

 i iv R r≤ − − ρ , i I∈ ,  

 0i iv x x≥ − , 0i iv y y≥ − , 0i iv z z≥ − , i I∈ ,  

 = 1x y z
i i iπ + π + π , 0x

iπ ≥ , 0y
iπ ≥ , 0z

iπ ≥ , i I∈ ,  

 = x y z
ij ij i j ij i j ij i ju x x y y z zπ − + π − + π − , ( ),i j ∈Λ ,  

 ij i ju x x≥ − , ij i ju y y≥ − , ij i ju z z≥ − , ij i ju r r≥ + + ρ , ( ),i j ∈Λ ,  

 = 1x y z
ij ij ijπ + π + π , 0x

ijπ ≥ , 0y
ijπ ≥ , 0z

ijπ ≥ для ( ),i j ∈Λ ,  

 0=
m

i i
i

w x x∑ , 0=
m

i i
i

w y y∑ , 0=
m

i i
i

w z z∑ ,  

 
де ( ),ix x i I= ∈ , ( ),iy y i I= ∈ , ( ),iz z i I= ∈ , ( ),i i Iν = ν ∈ , ( ),( . )iju u i j I= ∈ , 

( ), , , , . , ,( , )x y z x y z
i i i ij ij iji I i jπ = π π π ∈ π π π ∈Λ . 
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2.3 Метод розв’язання задачі BPLpS 

 

Для розв'язання задачі (2.9) – (2.12) використовується стратегія мульті-

старта, яка включає три основних етапи. На першому етапі формується множи-

на допустимих стартових точок. Другий етап реалізує пошук локальних міні-

мумів задачі (2.9) – (2.12) для кожної стартової точки, отриманої на першому 

етапі. На третьому етапі вибирається найкращий з отриманих на другому етапі 

розв'язків. Цей результат вважається розв'язком задачі (2.9) – (2.12). 

Для побудови допустимих стартових точок задачі компонування 3D Lp  

сфер застосуємо наступний алгоритм. 

Крок 1. Генеруємо множину випадкових точок ( , , )i i i iv x y z′ ′ ′ ′= , ni I∈  в 

межах одиничної Lp  сфери ′Ω . Формуємо вектор 1( ,..., )nv v v′ ′ ′= . 

Крок 2. Збільшуємо Lp  сфери ( ),i i nS v i Iλ ∈  в межах одиничної Lp  сфери 

′Ω  з центром (0,0,0), розв'язуючи таку задачу нелінійного програмування:  

 

 
( , )
max

v λ
λ  (2.16) 

 

за умов 

 

 ( , , ) 0, ( , )ij i jv v i jω λ ≥ ∈Λ , (2.17) 

 ( , ) 0,i i nv i Iω λ ≥ ∈ , (2.18) 

 0 1≤ λ ≤ , (2.19) 

 0=
m

i i
i

w x x∑ , 0=
m

i i
i

w y y∑ , 0=
m

i i
i

w z z∑ , (2.20) 

 

починаючи з допустимої точки ( , 0)v′ ′λ = . 

У задачі (2.16) – (2.20) змінна λ  є параметром масштабування кожної Lp  
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сфери ,i nS i I∈ , ( , , )ij i jv vω λ  є phi-функцією ( ( ) ( ))i iS v Sλ ⊕ ρ  і ( )j jS vλ  для 

( , ) ,i j ∈Λ  ( , )i ivω λ  є phi-функцією об'єктів ( ( ) ( ))i iS v Sλ ⊕ ρ  і 3 \ int′ ′Ω = Ω .  

Зауважимо, що нерівності (2.17) та (2.18) забезпечують умови неперетину 

та включення для масштабованих Lp  сфер ( ( ) ( ))i iS v Sλ ⊕ ρ , ni I∈ , враховуючи 

обмеження (2.19). 

Позначимо точку локального мінімуму задачі (2.16) – (2.20) як ( , )v′′ ′′λ . 

Крок 3. Задаємо (0) 1S =
′′λ

, (0) i
i

xx
′′

=
′′λ

, (0) i
i

yy
′′

=
′′λ

, (0) i
i

zz
′′

=
′′λ

. 

Крок 4. Формуємо вектор (0) (0) (0)
1( ,..., )nu u u= .  

Точку (0) (0)( , )v R  використаємо як допустиму стартову точку задачі  

(2.13) – (2.16). 

Крок 5. Реалізуємо пошук локально оптимальних розв'язків задачі  

(2.13) – (2.16) з використанням методу декомпозиції, який дозволяє звести за-

дачу великої розмірності 2( )O n  до послідовності задач нелінійного програму-

вання значно меншої розмірності ( )O n , що ґрунтується на алгоритмі, наведе-

ному в [42]. 

На рисунку 2.2 наведено блок схему алгоритму. 

 

 

Висновки за розділом 2 

 

Другий розділ присвячений вибору та обґрунтуванню методу розв’язання 

задачі дослідження. Сформульовано задачу компонування тривимірних Lp  

сферичних об’єктів ( Lp  сфер) у Lp  сферичному контейнері мінімального раді-

усу із урахуванням мінімально допустимих відстаней за умови балансу, BPLpS 

(Balance Layout Lp  Spheres). Побудовані математичні моделі задачі BPLpS як 

моделі нелінійного програмування для різних Lp  норм, 
∞

x  1p > , включаючи 

нескінченну норми 
∞

x . Описано метод розв’язання для пошуку локальних 
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екстремумів задачі BPLpS із застосуванням стратегії мультістарту. 

 

  
 Рисунок 2.2 – Блок-схема алгоритму 
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3 ПРОГРАМНА РЕАЛІЗАЦІЯ 

 

3.1 Опис програми оптимізації компонування тривимірних Lp сфер, із  

       застосуванням AMPL 

 

Використовючи платформу NEOS та мову для задання моделі AMPL, ре-

алізуємо наведений в розділі 2 алгоритм для моделі нелінійного програмування 

для різних Lp  норм. Та знайдемо розв’язок для різних заданих параметрів. Ре-

зультати розрахунку представлені в розділі 4. А лістинг програми представле-

ний в додатку А. 

 

 

3.2 Опис системи Lp  RenderTech 

 

Система Lp  RenderTech є програмним засобом рендерингу результатів 

оптимізації компонування Lp  сфер (далі ПЗ або Lp  RenderTech) у Lp  сфері 

(контейнеру) зі заданими параметрами кожної Lp  сфери, як то власне p пара-

метр, координати центру, радіус, колір з альфа параметром і розмір деталізації. 

ПЗ побудований на базі таких засобів: 

– .Net фреймворк версії 8; 

– фреймворк Windows Presentation Foundation (WPF); 

– бібліотеки Nzy3d.Wpf; 

– бібліотеки OpenTK; 

– бібліотеки MIConvexHull. 

Після отримання даних від користувача та запуску рендерингу ПЗ, 

використовуючи дані для Lp  сфер, виконує розрахунок масиву точок поверхні 

кожної Lp  сфери. Після цього ПЗ спрямовує отриманні масиви точок до бібліо-

теки MIConvexHull, де використовуючи QuickHull алгоритм [45], виконується 

групування точок в трикутники, з яких будується апроксимована поверхня ко-
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жної Lp  сфери. Варто зазначити, що для групування точок в трикутники в 

QuickHull алгоритмі використаний стандартний допуск на відстань до площин, 

який становить 101− . 

Після чого за допомогою фреймворка WPF та бібліотек Nzy3d.Wpf і 

OpenTK формується трьохвимірна сцена з Lp  сферами. 

 

 

3.3 Опис інтерфейсу системи Lp RenderTech 

 

Головне вікно Lp  RenderTech має вигляд на рис. 3.1. В центральній час-

тині відображається сцена з Lp  сферою за замовченням. За допомогою маніпу-

лятора миша можливо зміна ракурсу огляду сцени та масштабу сцени.  

 

  
 Рисунок 3.1 – Головне вікно системи Lp  RenderTech 

 

В правій стороні основного вікна розміщенні основні елементи керуван-

ня. Кнопка «Render» відповідає за оновлення рендерингу сцени, що дозволяє 

оновити відображення сцени після зміни даних. Кнопка «Load CSV» дозволяє 

завантажити данні з файлу формату CSV. Кнопка «Save CSV» дозволяє 

зберегти поточні данні в файл формуту CSV. Кнопка «Edit data» викликає діа-

логове вікно (представлене на рис. 3.2) для вводу та редагування поточних да-
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них для рендерингу сцени. Для вводу достатньо використовувати останній пус-

тий рядок, зміни будуть прийняти при зміні фокусу на інший рядок або після 

використання клавіши клавіатури «Enter». 

 

  
 Рисунок 3.2 – Діалогове вікно вводу і редагування даних 

 

Дані представлені в табличній формі, де кожний рядок це окрема Lp  сфе-

ра, яка має параметр p, радіус, координати центру, колір відображення, та па-

раметр деталізації (чим більший параметр, тим більш детально буде прорахова-

на Lp  сфера). 

Значення для параметру p, радіусу, координат центра можуть бути як ці-

лими так і дійсними в десятковій формі. Значення параметру деталізації має бу-

ти цілим числом. 

Для вводу кольору відображення Lp  сфери використовується стандартне 

для ОС Windows діалогове вікно вибору кольору представлене на рис. 3.3, яке 

має дві вкладки, що дозволяють 2 різних способів вибору кольору. Також варто 

зазначити що вкладка «Advanced» дозволяє вводити значення альфа каналу ко-

льору, що дозволяє змінювати прозорість відображення Lp  сфери. 
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 Рисунок 3.3 – Діалогове вікно вводу кольору 

 

Після зміних данних варто застосувати кнопку «Render», яка запусти обс-

числення зі зміненими даними і оновить відораження сцені. На рис. 3.4 пред-

ставлений приклад оновленої сцени. 

 

  
 Рисунок 3.4 – Оновлене головне вікно системи Lp  RenderTech 

 

При роботі з форматом CSV в Lp  RenderTech треба слідувати вимогам, 
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так щоб файл мав розширення csv, а контент мав першу строчку виду: 

«pNorm,radus,X,Y,Z,color,size». Далі наступні строчки мають містити дані Lp  

сфери через кому, де спочатку значення p параметру, радіусу, значення X 

координати центру, значення Y координати центру, значення Z координати 

центру, значення кольору в шістнадцятковому форматі та значення розміру де-

талізації, як наприклад в даній строчці: «5,1,2.13,-2.95554,-0.536761, 

 FF4682B4,50» 

 

 

3.4 Вимоги до системи Lp  RenderTech 

 

Система Lp  RenderTech для своєї роботи використовує середовище ОС 

Windows версії 11 та вище. Сам ПЗ не має локалізації і використовує англомов-

ний інтерфейс та ввід даних ігнорує локалізацію ОС. Однак ПЗ використовує 

деякі елементи інтерфейсу ОС Windows, які будуть використовувати поточну 

локалізацію. 

Рекомендоване апаратне забезпечення має мати графічний прискорювач 

як вбудований в центральний процесор так і дискретний від його потужності 

залежить швидкість роботи ПЗ. Решта компонентів мають буть відповідати ре-

комендованим вимогам до ОС Windows версії 11 та вище. 

 

 

Висновки за розділом 3 

 

Третій розділ присвячено опису програмної реалізації. Наведено опис 

програми оптимізації компонування тривимірних Lp  сфер із застосуванням 

платформи AMPL. Опис розробленої комп’ютерної системи Lp  RenderTech ві-

зуалізації результатів оптимізації компонування Lp  сфер у Lp  сфері (контей-

неру), включаючи дизайн інтерфейсу та вимоги до системи. 
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4 РЕЗУЛЬТАТИ ОБЧИСЛЮВАЛЬНОГО ЕКСПЕРИМЕНТУ  

ТА ЇХ АНАЛІЗ 

 

У цьому розділі надано результати обчислювальних експериментів для 

розв’язання задачі BPLpS для різних Lp  норм.  

 

 

4.1 Обчислювальні експерименти для розв’язання задачі BPLpS із  

      застосуванням глобального солвера BARON  

 

У першої групі прикладів розглянуто компоновки   сфер з радіу-

сами [ ]1 : 1.0r = , [ ]2 : 1.1r = , [ ]3 : 1.2r = , [ ]4 : 1.3r = , [ ]5 : 1.4r = , { }, 1,...,i iw r i m= = . 

На рис. 4.1 наведено конфігурації  сфер у сферичному контейнері мінімаль-

ного радиуса *R  для різних значень параметра 1p ≥ , що відповідають 

розв’язкам задачі BPLpS, отриманим глобальним солвером BARON [43]. 

 

 

4.2 Обчислювальні експерименти для розв’язання задачі BPLpS із 

      застосуванням локального солвера IPOPT  

 

У другої групі прикладів наведено компоновки  Lp  сфер з радіу-

сами, { }, 1,...,i iw r i m= =  для різних значень параметра 1p ≥ , що відповідають 

розв’язкам, отриманим локальним солвером IPOPT [44]. 

На рисунку 4.3а наведено конфігурації Lp  сфер у сферичному контейнері 

мінімального радиуса *R  для різних значень параметра 1p ≥ , що відповідають 

розв’язкам задачі BPLpS, отриманим локальним солвером IPOPT для, 0p =  , а 

на рисунку 4.3б – для, 0.5p = . 
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 Рисунок 4.1 – Щільне компонування Lp  сфер, що відповідають 

 глобальним розв’язкам задачі BPLpS для першої групи прикладів: 

 компонування,  
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 Рисунок 4.2 – Розріджене компонування Lp  сфер, що відповідають глобальним 

 розв’язкам задачі BPLpS для першої групи прикладів, 0.5p =  

 

 

Висновки за розділом 4 

 

У четвертому розділі надано результати обчислювальних експериментів 

для двох груп прикладів, що відповідають глобальним та локальним розв’язкам 

задачі BPLpS (щільного а розрідженого компонування) для різних Lp  норм 

1p > , отриманих із застосуванням глобального солвера BARON та локального 

солвера IPOPT. 
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 а) 

  
 б) 

 Рисунок 4.3 – Компонування Lp  сфер, що відповідають локальним розв’язкам 

 задачі BPLpS для другої групи прикладів: а) щільне компонування, 

  б) розріджене компонування 

 

 

 

 



 41 

ВИСНОВКИ 

 

У роботі досліджено задачу компонування тривимірних геометричних 

об’єктів, яка має широкий спектр практичних застосувань, які варіюються від 

планування радіохірургічного лікування пухлин до вивчення структури нано-

матеріалів; від пакування сфер в теорії кодування до моделювання структур ма-

теріалів в адитивному виробництві. Компонування об’єктів, що мають певну 

симетрію, можна знайти, наприклад, у біології та матеріалознавстві. Компону-

вання об’єктів несферичної форми є однією з найскладніших задач у класі задач 

геометричного проектування. Додаткові обмеження на допустимі розміщення, 

мотивовані застосуваннями, також можуть бути враховані. Наприклад, у розро-

бці дизайну супутникового модуля умови мінімально допустимих відстаней 

між обладнанням та умова рівноваги (баланс між центром тяжіння контейнера 

та центром тяжіння системи об’єктів) накладаються. 

Більшість публікацій вивчають компонування об’єктів, що визначені евк-

лідовою метрикою. Розробка засобів моделювання відношень геометричних 

об’єктів, що задані неевклідовими нормами є актуальною проблемою. Цє до-

зволить значно спростити аналітичний опис обмежень розміщення для триви-

мірних об’єктів складної конфігурації. 

Різні геометричні фігури можна генерувати використовуючи різни пара-

метри одної з найвідоміших норм – Lp  норм. Розглянуто клас неперервних за-

дач компонування опуклих об’єктів, визначених як сферичні об’єкти в термінах 

сімейства Lp  норм. Сформульовано задачу компонування Lp  сферичних 

об’єктів у Lp  сферичному контейнері мінімального об’єму за умови балансу. 

Побудовано математичну модель як задачу нелінійного програмування. Пока-

зано, що цє формулювання може бути викладено для різних геометричних 

форм, вибравши відповідне значення параметру Lp  норми, зберігаючи при 

цьому простоту опису умов розміщення. Розроблено метод розв’язання з засто-

суванням алгоритму побудови допустимих стартових розміщень та методу де-
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композиції для пошуку локальних мінімумів. Наведені результати обчислень 

для прикладів з використанням солверів BARON, IPOPT, що продемонстрували 

потенційні можливості методології для широкого спектру задач компонування 

3D об’єктів. 

Передбачається, що Lp  контейнер і Lp  сфери мають однакові форми. Це 

стосується, наприклад, задач кластеризації, коли ряд подібних об’єктів заміню-

ється одним більшим об’єктом такої самої форми. Однак, використовуючи від-

повідність 
p r

x x≤  для 3x R∈ , 1 r p≤ ≤  між значеннями різних Lp  норм, 

отримані рішення можна використовувати для побудови допустимих розв’язків 

для задач компонування, де форми для Lp  контейнера та Lp  сфер відрізняють-

ся. Це може бути корисно, наприклад, при побудові допустимих стартових роз-

міщень в евристичних підходах. 

У подальших дослідженнях було б також цікаво перевірити приклади за-

дач вищої розмірності, які виникають, наприклад, у багаторесурсному управ-

лінні проектами [24]. 
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