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áûñòðîäåéñòâèÿ è
îò çíà÷íîñòè, êî-
òîðàÿ èñïîëüçóåò-
ñÿ â ÓÂÎ. Â öåëÿõ
ñðàâíåíèÿ è àíà-
ëèçà ýòèõ îòëè÷èé
âîçìîæíî ñîâìå-
ùåíèå òàáëèö èñ-
òèííîñòè è ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé êîìáèíàöèîí-
íûõ ñõåì äëÿ k=4,
8, 16. Âûáîð çíà-
÷åíèé k ñâÿçàí,
âî-ïåðâûõ, ñ òåì,
÷òî ÓÂÎ ïðåîáðà-
çóþò ïîçèöèîííûå
äâóçíà÷íûå êîäû â
k-çíà÷íûå, è íà-
îáîðîò – k-çíà÷-
íûå â äâóçíà÷íûå.
Òàêîå ïðåîáðàçî-
âàíèå, êàê óæå îò-
ìå÷àëîñü ðàíåå,

óäîáíåå âñåãî îñóùåñòâëÿòü, åñëè k=2n, ãäå n –
÷èñëî ðàçðÿäîâ äâóçíà÷íîãî êîäà, òîãäà êîýôôèöè-
åíò ñæàòèÿ e=log2k è äëÿ k=4 - e=2, äëÿ k=8 - e=3,
äëÿ k=16 - e=4. Âî–âòîðûõ,  âûáîð âåðõíåãî çíà-
÷åíèÿ k ñâÿçàí ñ èññëåäîâàíèÿìè [3] âçàèìîñâÿçè
çíà÷íîñòè è æåñòêîñòè äîïóñêà íà øàã êâàíòîâàíèÿ
â k-çíà÷íûõ ìèêðîýëåêòðîíèê-ñòðóêòóðàõ, êîòî-
ðûå îãðàíè÷èëè âåðõíåå çíà÷åíèå íà óêàçàííîì
óðîâíå. Äàëüíåéøåå ïîâûøåíèå çíà÷íîñòè îçíà÷à-
åò ïåðåìåùåíèå èç îáëàñòè k-çíà÷íûõ ñòðóêòóð â
îáëàñòü àíàëîãî-öèôðîâûõ óñòðîéñòâ, ãäå ìåòîäû
ïîñòðîåíèÿ è ïðèíöèïû äåéñòâèÿ íåñêîëüêî èíûå.

Âõîäíûå äåøèôðàòîðû ïðåäåëüíîãî áûñòðîäåé-
ñòâèÿ ñèíòåçèðîâàíû ïî ñòðóêòóðå îäíîñòóïåí÷à-
òûõ ëèíåéíûõ äåøèôðàòîðîâ, à âûõîäíûå – ïî
ñòðóêòóðå óñå÷åííîãî ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëü-
íîãî ñóììàòîðà, ïîñêîëüêó åãî âõîäíûå ñèãíàëû
íèêîãäà íå ïðîáåãàþò âñåãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â àëãîðèòìå è ñòðóêòóðå âîç-
íèêàåò â ñèëó íåîáõîäèìîñòè àíàëèçèðîâàòü âî
âðåìÿ ñóììèðîâàíèÿ ìíîãîðàçðÿäíûõ ÷èñåë ìåæ-
ðàçðÿäíûå ñâÿçè è ïåðåíîñû.

Ðåãóëÿðíîñòü çíà÷åíèé òàáëèö èñòèííîñòè è
ñòðóêòóð äåøèôðàòîðîâ ïðè k=4,8,16 ïîçâîëÿåò ïî-
ñòðîèòü äâà ìàêñèìàëüíûõ âàðèàíòà âõîäíîãî è
âûõîäíîãî äåøèôðàòîðîâ äëÿ k=16, êîòîðûå ñîñòî-
ÿò èç îäíîòèïíûõ ñóááëîêîâ äåøèôðàöèè. Äîïîë-
íèòåëüíî îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ
îäíîðîäíîñòü ñòðóêòóð åñòü ïðîÿâëåíèå è ñëåäñòâèå
ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ñèìáèîçà: ñèíòåçèðîâàííûå
ñòðóêòóðû êàê âõîäíîãî, òàê è âûõîäíîãî äåøèô-
ðàòîðîâ â ìàêñèìàëüíîì âàðèàíòå k=16 âêëþ÷àþò
â ñîñòàâ âñå ñóááëîêè äåøèôðàöèè ïðåäûäóùèõ
çíà÷èìîñòåé.
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Д K
MK УТ

к=4 к=8 к=16 к=4 к=8 к=16
0000 0 0 0 0 0 0
0001 1 1 1 5* 5* 5*
0010 2 2 2 10* 10* 10*
0011 3 3 3 15 15 15
0100 – 4 4 – 20* 20*
0101 – 5 5 – 25 25
0110 – 6 6 – 30 30
0111 – 7 7 – 35 35
1000 – – 8 – – 40*
1001 – – 9 – – 45
1010 – – 10 – – 50
1011 – – 11 – – 55
1100 – – 12 – – 60
1101 – – 13 – – 65
1110 – – 14 – – 70
1111 – – 15 – – 75

ÓÄÊ 681.3.06: 519.248.681
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ÊÐÈÏÒÎÑÈÑÒÅÌ

ÃÎÐÁÅÍÊÎ  È. Ä., ÆÈËÈÍ  Î. Â.

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè-
÷åñêè ïðîñòûõ ÷èñåë ñïåöèàëüíîãî âèäà. Òðåáóåìûé
âèä ðåçóëüòèðóþùåãî ÷èñëà N îáåñïå÷èâàåòñÿ çàðàíåå
èçâåñòíûì ðàçëîæåíèåì N±1. Ïðîâåäåíû íåîáõîäè-
ìûå òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, è íà èõ îñíîâàíèè
ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë íóæíîãî âèäà. Âûïîëíåíû ýêñïåðèìåí-
òàëüíûå èññëåäîâàíèÿ è àíàëèç âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-
íîñòè ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ.

Ââåäåíèå
Â íåñèììåòðè÷íûõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåìàõ

â êà÷åñòâå îáùåñèñòåìíîãî ïàðàìåòðà èñïîëüçóþòñÿ
áîëüøèå ïðîñòûå ÷èñëà. Â íàèáîëåå øèðîêî ðàñ-
ïðîñòðàíåííîì àëãîðèòìå RSA [1] â êà÷åñòâå îáùå-
ãî ìîäóëÿ èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëî N – ïðîèçâåäåíèå
äâóõ “ñèëüíûõ” ïðîñòûõ ÷èñåë P è Q. Äëÿ ðåàëèçà-
öèè àëãîðèòìîâ øèôðîâàíèÿ è öèôðîâîé ïîäïèñè
êëàññà Ýëü-Ãàìàëÿ [2], à òàêæå ïðîòîêîëà ðàñïðîñò-
ðàíåíèÿ êëþ÷åé Äèôôè-Õåëìàíà [3] íåîáõîäèìû
ïðîñòûå ÷èñëà ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ìîæíî ðàçäå-
ëèòü íà òðè ãðóïïû. Ê ïåðâîé îòíîñÿòñÿ ìåòîäû,
îñíîâàííûå íà âåðîÿòíîñòíûõ òåñòàõ. Íàèáîëåå øè-
ðîêî ïðèìåíÿþòñÿ òåñòû Ñîëîâåÿ-Øòðàññåíà  [4],
Ðàáèíà-Ìèëëåðà [5], Áåéëè-Âàãñòàôôà [6]. Ïîñëå
ïðèìåíåíèÿ êàæäîãî òåñòà ìîæíî ëèáî ñ îïðåäå-
ëåííîé âåðîÿòíîñòüþ óòâåðæäàòü, ÷òî ÷èñëî ïðî-
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ñòîå, ëèáî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíî ñîñòàâíîå. ×òîáû
ïîëó÷èòü ïðîñòîå ÷èñëî ñ òðåáóåìîé âåðîÿòíîñòüþ,
ïðèìåíÿþò ðÿä öèêëîâ îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ
òåñòîâ. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ
òåñòîâ ïðèåìëåìà äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé,
îäíàêî ïîëó÷åííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîïðîñòû-
ìè, ò.å. ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòü Ps, ÷òî êàæäîå èç
íèõ ìîæåò áûòü ñîñòàâíûì. Â ýòîì ñîñòîèò îñíîâ-
íîå ïðåèìóùåñòâî è îñíîâíîé íåäîñòàòîê ïðèìåíå-
íèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåòîäîâ.

Êî âòîðîé ãðóïïå îòíîñÿòñÿ ìåòîäû ãèïîòåç.
Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ìèëëåðà, ïðåäëîæåííûé
â [6], îäíàêî íå ïîëó÷èâøèé øèðîêîãî ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ ïî äâóì ïðè÷èíàì. Ïåðâàÿ èç íèõ – åãî
áîëüøàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü. Êðîìå òîãî,
îäíî èç ïðåäïîëîæåíèé ìåòîäà áàçèðóåòñÿ íà íå
äîêàçàííîé äî ñèõ ïîð îáîáùåííîé ãèïîòåçå Ðèìà-
íà, ÷òî ñíèæàåò äîâåðèå ê íåìó. Òåì íå ìåíåå,
áûëè ðàçðàáîòàíû íåêîòîðûå óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ
ìåòîäà Ìèëëåðà.

Ðàññìàòðèâàåìûé â äàííîé ñòàòüå ìåòîä îòíî-
ñèòñÿ ê òðåòüåé ãðóïïå – ê àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäàì.
Â ñëó÷àå èõ ïðèìåíåíèÿ äîêàçàòåëüñòâîì ïðîñòîòû
ïîëó÷àåìûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñàì àëãîðèòì èõ ïîñò-
ðîåíèÿ. Ìíîãèå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû íå ïîëó÷è-
ëè øèðîêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ èç-çà áîëüøîé âû-
÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Òåì íå ìåíåå, â ñëó÷àå,
êîãäà ïðîñòîå ÷èñëî èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå îáùå-
ñèñòåìíîãî ïàðàìåòðà, èçìåíÿåìîãî äîñòàòî÷íî ðåä-
êî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòîéêîñòè ñèñòåìû îò êðèïòîëî-
ãè÷åñêèõ àòàê íà îáùåñèñòåìíûå ïàðàìåòðû ÷àñòî
áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíî çàòðàòèòü íåêîòîðîå âðåìÿ
íà ãåíåðàöèþ àíàëèòè÷åñêè ïðîñòîãî ÷èñëà. Ïðèâî-
äèìûé íèæå ìåòîä ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü ïî-
ëó÷àòü íå òîëüêî äîñòîâåðíî ïðîñòûå ÷èñëà, íî è çà
ïðèåìëåìîå âðåìÿ, ò.å. îáëàäàåò îãðàíè÷åííîé âû-
÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ. Ê òîìó æå èìååòñÿ âîç-
ìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ñïåöèàëüíîãî
âèäà, ÷òî ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì
äëÿ ðåàëèçàöèè êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåì. Äàí-
íûé ìåòîä áûë ïðåäëîæåí ßííèêîì Ñàóòåðîì â
[7]. Äëÿ ïðîâåðêè ÷èñåë íà ïðîñòîòó îí ïðåäëîæèë
èñïîëüçîâàòü çàðàíåå èçâåñòíîå ðàçëîæåíèå P±1.
1. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ìåòîäà

Çàäà÷åé ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàöèÿ òàêîé ïàðû
ïðîñòûõ ÷èñåë P è Q, ÷òîáû ñëîæíîñòü ôàêòîðèçà-
öèè ìîäóëÿ N=P⋅Q áûëà ìàêñèìàëüíîé íåçàâèñèìî
îò ïðèìåíÿåìûõ èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ôàêòîðèçà-
öèè. Ýòîãî ìîæíî äîñòèãíóòü, åñëè P è Q áóäóò
ñèëüíûìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè [8].

×èñëî P íàçûâàåòñÿ ñèëüíûì ïðîñòûì ÷èñëîì,
åñëè:

p r j t− = ⋅1 1 ,

p s t+ = ⋅1 2ν ,                     (1)

r j h t− = ⋅1 3ξ ,
ãäå rj, sν, hξ – ïðîñòûå ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùåé
ðàçìåðíîñòè; t1, t2, t3 – ÷åòíûå öåëûå ÷èñëà.

Èçâåñòíûå àëãîðèòìû ôàêòîðèçàöèè, òàêèå êàê
ρ-àëãîðèòì Ïîëëàðäà [9] è ìåòîä ýëëèïòè÷åñêèõ
êðèâûõ Ëåíñòðû [10], ôàêòîðèçàöèþ N âûïîëíÿþò
ïóòåì ïîäáîðà äåëèòåëåé P-1 è Q-1. Â ñëó÷àå æå,
êîãäà P è Q – ñèëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà, ôàêòîðèçà-
öèÿ N çàòðóäíèòåëüíà òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøèå
ïðîñòûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè P±1 è Q±1. Â

äðóãèõ ñëó÷àÿõ ôàêòîðèçàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ áåç ïðåä-
ïîëîæåíèé î äåëèòåëÿõ. Ïðè ýòîì ãàðàíòèåé ñòîé-
êîñòè ÷èñëà N ÿâëÿåòñÿ åãî äëèíà.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷àåìîå ïðîñòîå ÷èñëî óäîâ-
ëåòâîðÿëî òðåáîâàíèÿì (1), ïðåäëàãàåòñÿ ãåíåðèðî-
âàòü ÷èñëà ñ çàðàíåå èçâåñòíûì ÷àñòè÷íûì ðàçëî-
æåíèåì íà ìíîæèòåëè ÷èñåë N±1. Çàäàâàÿ äîñòà-
òî÷íî áîëüøèå ïðîñòûå äåëèòåëè è ïðèìåíÿÿ ïðåä-
ëàãàåìûé ìåòîä íåñêîëüêî ðàç ìîæíî îáåñïå÷èòü
âûïîëíåíèå òðåáîâàíèé (1). Êðîìå òîãî, ñóùåñòâó-
åò àíàëèòè÷åñêèé òåñò, èñïîëüçóþùèé ÷àñòè÷íîå
ðàçëîæåíèå N±1. Ïðèâåäåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ,
èñïîëüçóåìûå â ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè ìåòîäà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïóñòü i è j –

öåëûå ÷èñëà. Ñèìâîë Êðîíåêåðà, îáîçíà÷åííûé δi
j ,

ðàâåí 1, åñëè j=i, èíà÷å — 0.
Îïðåäåëåíèå 2. Ñèìâîë Ëåæàíäðà. Ïóñòü a –

öåëîå, p – ïðîñòîå. Ñèìâîë Ëåæàíäðà L a p( , )  ðàâåí

1, åñëè ñóùåñòâóåò b, òàêîå ÷òî b a p2 ≡ (mod ) , èíà-

÷å îí ðàâåí -1.
Îïðåäåëåíèå 3. Ñèìâîë ßêîáè. Ïóñòü a è b –

öåëûå, âçàèìíî-ïðîñòûå ÷èñëà. Ñèìâîë ßêîáè

J a b( , ) ðàâåí L(a pp b
p, )/

l
∏ , ãäå b pp b

p= ∏
l

/ –

êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè p.
Îïðåäåëåíèå 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëþêà. Ïóñòü

P è Q – äâà öåëûõ, òàêèõ ÷òî D P Q= − ⋅ ≠2 4 0 .
Ãëàâíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëþêà, ñâÿçàííàÿ ñ ïà-
ðîé (P, Q), îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ðåêóððåíò-
íûìè óðàâíåíèÿìè:

U P Q0 0( , ) = , U P Q1 1( , ) = ,

Un P Q P Un P Q Q Un P Q+ = ⋅ + − ⋅2 1( , ) ( , ) ( , ) .
Äîáàâî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëþêà, ñâÿçàí-

íàÿ ñ ïàðîé (P, Q), îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ðå-
êóððåíòíûìè óðàâíåíèÿìè:

V P Q0 2( , ) = , V P Q P1( , ) = ,

Vn P Q P Vn P Q Q Vn P Q+ = ⋅ + − ⋅2 1( , ) ( , ) ( , ) .
×èñëî D íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòîì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè Ëþêà U0.
Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, îñíîâàííûé íà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòÿõ Ëþêà, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïðîòî-
êîëû öèôðîâîé ïîäïèñè, àíàëîãè÷íûå RSA è àëãî-
ðèòìàì êëàññà Ýëü-Ãàìàëÿ, à òàêæå ïðîòîêîë îáìå-
íà êëþ÷àìè, àíàëîãè÷íûé ïðîòîêîëó Äèôôè-Õåë-
ìàíà. Â [11] è [12] ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå
àëãîðèòìû, à òàêæå ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ÷ëåíîâ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòåé Ëþêà, íå èñïîëüçóþùèé âîçâå-
äåíèå â ñòåïåíü. Îäíàêî òàì ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñò-
íûé ñëó÷àé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîãäà Q=1. Äëÿ
îáùåãî ñëó÷àÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðèâåäåííàÿ íèæå
òåîðåìà ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ÷ëåíîâ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè Ëþêà ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñ-
êîãî áèíàðíîãî ìåòîäà âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü U0 è V0 – ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ëþêà, ñâÿçàííûå ñ ïàðîé (P, Q). Òîãäà

Un Vn
Un Vn

M n P

− −







 = − 








1 1
1 1

0 2 , ãäå M
P Q

=






1 0 .

Ðàññìîòðèì èçâåñòíûå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ìå-
òîäû ïðîâåðêè íà ïðîñòîòó, èñïîëüçóþùèå ðàçëî-



92 ÐÈ, 1998, ¹ 2

æåíèå N±1. Ñàìûì ñòàðûì è ñàìûì èçâåñòíûì íà
ñåãîäíÿøíèé äåíü ÿâëÿåòñÿ ìåòîä, îñíîâàííûé íà
òåîðåìå Ëþêà. Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæ-
íî íàéòè â [13], çäåñü æå ïðèâåäåíà ëèøü åå
ôîðìóëèðîâêà.

Òåîðåìà 2 (òåîðåìà Ëþêà). Ïóñòü N – öåëîå,
òîãäà N – ïðîñòîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå à, âçàèìíî-ïðîñòîå ñ N, ÷òî

a N N− ≡1 1(mod )  è a
N

m N
−

≠

1
1(mod )  äëÿ ëþáîãî

m – äåëèòåëÿ N-1.
×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòîé òåîðåìîé äëÿ ïðî-

âåðêè íà ïðîñòîòó, íåîáõîäèìî ïîëíîå ðàçëîæåíèå
N-1, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíî ñëîæíîé çàäà÷åé.
Â [14] äîêàçàíà óñîâåðøåíñòâîâàííàÿ òåîðåìà, èñ-
ïîëüçóþùàÿ ÷àñòè÷íîå ðàçëîæåíèå N-1, êîòîðàÿ
øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ.

Äðóãàÿ ãðóïïà òåîðåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðî-
ñòîòû áàçèðóåòñÿ íà ðàçëîæåíèè N+1, ÷òîáû äîêà-
çàòü ïðîñòîòó N. Äàííàÿ òåîðåìà äîêàçàíà Ëåìåðîì
â [15].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü N – öåëîå, òîãäà N – ïðîñòîå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü Ëþêà Um, äèñêðèìèíàíò D êîòîðîé

J D N( , ) = −1, è UN N+ ≡1 0 (mod ) ,

U N R Ni( ) / (mod )+ ≠1 0  äëÿ âñåõ Ri – ïðîñòûõ äåëè-
òåëåé N+1. Êàê è äëÿ ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ â [14],
äîêàçàíà  òåîðåìà, èñïîëüçóþùàÿ ÷àñòè÷íîå ðàçëî-
æåíèå.

Â [14] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòî-
òû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÷àñòè÷íîå ðàçëîæåíèå N-1
è N+1. Ýòî ïîçâîëÿåò íàèáîëåå ïîëíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ïðåäïîëîæåíèÿìè ìåòîäà è óìåíüøèòü âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçâåñòíîå ÷àñòè÷íîå ðàçëîæå-
íèå íåäîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòîòû. Â
[14] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü N – íå÷åòíîå öåëîå, F1 –
ïîëíîñòüþ ðàçëîæåííàÿ íà ìíîæèòåëè ÷àñòü N-1 è
F2 – ïîëíîñòüþ ðàçëîæåííàÿ íà ìíîæèòåëè ÷àñòü

N+1. Îáîçíà÷èì F F2 2 2= / , R N F1 1 1= −( ) /  è

R N F2 1 2= +( ) / . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

НОД R F НОД R F( , ) ( , )1 1 2 2 1= = . Äàëåå ïðåäïîëîæèì,
÷òî:

1) äëÿ ëþáîãî qi – ïðîñòîãî äåëèòåëÿ F1 ñóùå-
ñòâóåò öåëîå ai, òàêîå ÷òî

ai
N N НОД ai

N q Ni− ≡ − − =1 1 1 1 1(mod ), ( ( )/ , ) ;

2) ñóùåñòâóåò öåëîå a, òàêîå ÷òî

 ai
N N НОД ai

N R N− ≡ − − =1 1 1 1 11(mod ), ( ( )/ , ) ;

3) äëÿ êàæäîãî ri – ïðîñòîãî äåëèòåëÿ F2 ñóùå-

ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëþêà Uk
i



 , äèñêðèìè-

íàíò D‘ êîòîðîé (äèñêðèìèíàíò îáùèé äëÿ âñåõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé) òàêîé,

÷òî J D N Ui N( , ) , ( , )= − =1 1и N \ UN +1
i

(N +1) / ri
 (ãäå

ñèìâîë \ – äåëèò);

4) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëþêà Uk
i



 ,

äèñêðèìèíàíò D‘ êîòîðîé òàêîé, ÷òî

J D N Ui N( , ) , ( , )= − =1 1и N \ UN +1
i

(N +1) / R2 .

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ïðîñòûå äåëèòåëè
R1 è R2 áîëüøå B1 è B2 ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì

r è s òàê, ÷òî R F s r1 2= ⋅ + . Ïóñòü

( )1,1,1max 1212211 +⋅+⋅⋅−⋅+⋅= FrFFmFBFBG ,

ãäå m ≥ 1 . Äàëåå, åñëè 1121 +⋅+⋅⋅= FrFFmG ,

ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ( )1121 +⋅+⋅⋅ FrFFλ  íå

äåëèò N äëÿ âñåõ öåëûõ λ, mr <≤ λδ 0 , ãäå δ0
r  –

ñèìâîë Êðîíåêåðà. Âûáèðàÿ m=1, ìû èñêëþ÷àåì
âñå öåëûå λ è òàêèì îáðàçîì óïðîùàåì âû÷èñëå-
íèÿ. Òîãäà åñëè N G B B F F< ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +( )1 2 1 2 1 , òî N –
ïðîñòîå.

Êàê âèäíî, ïåðâûå äâà óñëîâèÿ òåîðåìû ïðîâå-
ðÿþò äåëèòåëè N-1, âòîðûå äâà – äåëèòåëè N+1.
Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ, èçâåñòíî ëè äîñòàòî÷íîå êîëè-
÷åñòâî äåëèòåëåé, ÷òîáû óòâåðæäàòü, ÷òî åñëè ïåð-
âûå ÷åòûðå óñëîâèÿ âåðíû, òî N – ïðîñòîå. Ãðóáî
ýòî îáîçíà÷àåò, ÷òî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 4 ìîæíî
óñòàíîâèòü ïðîñòîòó ÷èñëà N, åñëè ïðîèçâåäåíèÿ
ôàêòîðèçîâàííûõ ÷àñòåé N-1 è N+1 ïðåâûøàþò
êâàäðàòíûé êîðåíü èç N. Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìî-
ùüþ òåîðåìû 4 ìîæíî ñåðòèôèöèðîâàòü ÷èñëà ñ
èçâåñòíîé çíà÷èòåëüíîé ÷àñòüþ ðàçëîæåíèÿ N±1.

Äàëåå íàñ èíòåðåñóåò ìíîæåñòâî ÷èñåë N, òàêèõ
÷òî N-1 è N+1 èìåþò îïðåäåëåííûå áîëüøèå ïðî-
ñòûå äåëèòåëè. Ïóñòü A (ñîîòâåòñòâåííî B) – íå-
÷åòíûé äåëèòåëü N-1 (ñîîòâåòñòâåííî N+1), òîã-
äà N A≡ 1(mod )  (ñîîòâåòñòâåííî N B≡ −1(mod ) ).
Èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Áåçó [13].

Òåîðåìà 5 (òåîðåìà Áåçó). Ïóñòü À è Â – äâà
ïîëîæèòåëüíûõ, âçàèìíî-ïðîñòûõ, íå ðàâíûõ íóëþ
öåëûõ ÷èñëà. Òîãäà ñóùåñòâóþò äâà öåëûõ ÷èñëà u
è v, òàêèå ÷òî A·u - B·v = 1.

Ñîãëàñíî ââåäåííûì îáîçíà÷åíèÿì A è B âñåãäà
âçàèìíî-ïðîñòûå. Äåéñòâèòåëüíî åñëè d – îáùèé
äåëèòåëü À è Â, òî îí äåëèò è N-1, è N+1,
ñëåäîâàòåëüíî, è èõ ðàçíîñòü, ò.å. 2. Íî d íå÷åò-
íûé, òàê êàê À è Â íå÷åòíûå, òàêèì îáðàçîì, d=1.

Ïîñêîëüêó N – êàíäèäàò â ïðîñòûå ÷èñëà, òî N-
1 è N+1 ÷åòíûå. Åñëè N-1 äåëèòñÿ íà 2k, ïðè k ≥ 2 ,
N-1 äåëèòñÿ íà 4, à N+1 — íåò. Íàîáîðîò, åñëè
N+1 äåëèòñÿ íà 2k, òî ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü 2,
êîòîðàÿ äåëèò N-1 – 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì äâà âèäà ñèñòåì ñðàâ-
íåíèé, îïðåäåëÿþùèå ìíîæåñòâî èñêîìûõ ÷èñåë:

N k A
N B
≡ ⋅

≡ −






1 2

1
(mod )

(mod )
,
;                  (2)

N A
N k B

≡

≡ − ⋅





1
1 2

(mod )
(mod ) .                (3)

Ðåøåíèÿ äàííûõ ñèñòåì ñðàâíåíèé áàçèðóþòñÿ
íà ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ.
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü u è v – öåëûå, òàêèå ÷òî Au -
Bv = 1, è ïóñòü r è s — öåëûå, òàêèå ÷òî 2kr - Bs =
1. Òîãäà N – ðåøåíèå ñèñòåìû (2) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà N u r k A k A B≡ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅1 2 1 2(mod ) .
Òåîðåìà 7. Ïóñòü u è v – öåëûå, òàêèå ÷òî Bv -

Au = 1, è ïóñòü r è s — öåëûå, òàêèå ÷òî 2kr - As =
1. Òîãäà N –ðåøåíèå ñèñòåìû (3) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà N v r k B k A B≡ − + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅1 2 1 2(mod ) .
Ñëåäóåò îòìåòèòü ðàçëè÷èå â ôîðìóëàõ äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ u è v â òåîðåìàõ 6 è 7. Â [7] ôîðìóëà äëÿ
u è v îäèíàêîâà äëÿ îáåèõ òåîðåì: Au - Bv = 1.
Îäíàêî â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ åå â òåîðåìå 7 ìû
âìåñòî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñëå-
äóþùåé ñèñòåìû:

N A
N k B

≡ −

≡ − ⋅





3
1 2

(mod )
(mod )

,
.                 (4)

Êàê âèäíî èç (4), â ýòîì ñëó÷àå íå ìîæåò áûòü
ãàðàíòèðîâàíî çàäàííîå ðàçëîæåíèå N-1, ò.å. ïðåä-
ïîëîæåíèÿ ìåòîäà íå âûïîëíåíû.

Ïî ñóùåñòâó òåîðåìû 6 è 7 çàäàþò äâà âèäà
àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé, ïåðâûé ÷ëåí è ìíî-
æèòåëü êîòîðûõ âçàèìíî-ïðîñòûå. Äîêàçàíî, ÷òî
òàêàÿ ïðîãðåññèÿ ñîäåðæèò ïðîñòîå ÷èñëî è, êàê
ñëåäñòâèå, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ ÷èñåë. Ñî-
ãëàñíî ðåçóëüòàòàì Ëèííèêà [16] ïåðâîå ïðîñòîå
÷èñëî â ïðîãðåññèè a+k⋅d, ãäå a è d âçàèìíî-
ïðîñòûå, îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé d17. Ïðàê-
òè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïåðâîå ïðî-
ñòîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ ãîðàçäî ðàíüøå.

Ïðèâåäåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ïîçâîëÿ-
åò ïîñòðîèòü âñå ìíîæåñòâî N c çàäàííûì ðàçëîæå-
íèåì N±1 è ïðîâåðèòü ýòè ÷èñëà íà ïðîñòîòó àíà-
ëèòè÷åñêè. Ïðè ýòîì ãàðàíòèðîâàí ôàêò, ÷òî ìíî-
æåñòâî ÷èñåë ñ çàäàííûì ðàçëîæåíèåì ñîäåðæèò
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ ÷èñåë.
2. Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ïðîñòûõ
÷èñåë

Íà îñíîâàíèè òåîðåòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, èç-
ëîæåííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðåäëàãàåòñÿ àë-
ãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðîñòîãî ÷èñëà N ñ çàäàííûì
ðàçëîæåíèåì. Âûáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ëþêà äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ â ïðîâåðêå óñëîâèé òåîðåìû 4 áóäåò
îñóùåñòâëÿòüñÿ ïî ïðàâèëó Áåéëè [6]: D– ïåðâîå
÷èñëî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 5, 9, 13, 17... òàêîé,
÷òî J D N( , ) = −1 ; P – íàèìåíüøåå íå÷åòíîå ÷èñëî,

áîëüøåå D . Åñëè ýòî çíà÷åíèå íå ïîäõîäèò, òî
óâåëè÷èâàåì P íà 2. Ïîñëå íåñêîëüêèõ íåóäà÷íûõ
ïîïûòîê N – ñîñòàâíîå.

Èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ:

1) äåëèòåëè äëÿ N-1 – pi i, ,= 1 1l , l1 1≥ ;
2) äåëèòåëè äëÿ N+1 –

q j lj , ,= 1 2 q j j, ,= 1 2l , l2 1≥ ;
3) type – òèï èñïîëüçóåìîé ñèñòåìû äëÿ ïîñò-

ðîåíèÿ N: type=0 – èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà (2), type=1
– èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà (3);

4) k – ñòåïåíü 2, âõîäÿùàÿ â ðàçëîæåíèå N-1
èëè N+1 â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ type, к ≥ 2 ;

5) len – òðåáóåìàÿ áèòîâàÿ äëèíà äëÿ ïîëó÷àå-
ìîãî ÷èñëà N;

6) diping – ÷èñëî âûáèðàåìûõ ïî ïðàâèëó Áåéëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ëþêà äëÿ òåñòèðîâàíèÿ äåëè-
òåëåé N+1 ïåðåä îòâåðæåíèåì ÷èñëà êàê íåïðîñòî-
ãî, diping ≥ 2 .

Ïîñëå çàäàíèÿ âñåõ íåîáõîäèìûõ ïàðàìåòðîâ
ïîèñê ïðîñòîãî ÷èñëà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþ-
ùåìó àëãîðèòìó.

Àëãîðèòì 1. Ãåíåðàöèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ñ çàäàí-
íûì ðàçëîæåíèåì.

1. Âû÷èñëÿåì: A pi
i

=
=
∏

1

1l
, B qi

i
=

=
∏

1

2l
. Ïðîâåðÿ-

åì: НОД A B( , ) = 1 , åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïàðà-
ìåòðû çàäàíû íåêîððåêòíî (ñì. ïðåäûäóùèé ðàç-
äåë). Ïðîèñõîäèò îñòàíîâ àëãîðèòìà.

2. Âû÷èñëÿåì:

u,v:  A u - B v =  1,  r,  s:  2k r - B s =  1 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
(èç òåîðåìû 6), åñëè type=0, èëè

 B v -  A u =  1,  r,  s:  2k r - A s =  1 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
(èç òåîðåìû 7), åñëè type=1.

3. Âû÷èñëÿåì ìîäóëü m =  2k ⋅ ⋅A B .

4. Âû÷èñëÿåì: p0 : p u r k A m0 1 2 1≡ − ⋅ ⋅ + ⋅ (mod ) ,
(èç òåîðåìû 6), åñëè type=0, èëè

p v r k B m0 1 2 1≡ − + ⋅ ⋅ + ⋅ (mod ) (èç òåîðåìû 7), åñëè
type=1.

5. Âû÷èñëÿåì: N = p0 + d m⋅ , d ≥ 0 . Ìû ìîæåì
íà÷èíàòü ïîèñê ñ ëþáîãî ÷ëåíà àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, îïðåäåëÿåìîé òåîðåìîé 6 èëè 7.
N – ïåðâîå ÷èñëî, êîòîðîå áóäåò ïðîâåðÿòüñÿ íà
ïðîñòîòó.

6. Ïðîâåðÿåì N íà ïðîñòîòó ïî àëãîðèòìó 2.
7.  Åñëè N — ïðîñòîå, N – èñêîìîå ÷èñëî, åñëè

íåò, N  =  N +  m è ïåðåéòè ê øàãó 6. Åñëè íåäî-
ñòàòî÷íî äåëèòåëåé äëÿ ñåðòèôèêàöèè ÷èñëà ïî
àëãîðèòìó 2, òî ïðîèñõîäèò îñòàíîâ àëãîðèòìà ñ
âûäà÷åé ñîîáùåíèÿ î íåäîñòàòî÷íûõ èñõîäíûõ äàí-
íûõ.

Ýòîò àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàåò
âñå ÷èñëà íàòóðàëüíîãî ðÿäà, èìåþùèå ðàçëîæåíèå
N±1, çàäàâàåìîå èñõîäíûìè äàííûìè. Îñòàíîâ àë-
ãîðèòìà ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå ïîëíîé ñåðòèôèêàöèè
÷èñëà ïî àëãîðèòìó 2 èëè åñëè àëãîðèòì 2 ïîêàæåò,
÷òî çàäàíî íåäîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé äëÿ
ïîëíîé ñåðòèôèêàöèè ÷èñëà. Â ïðåäûäóùåì ðàçäå-
ëå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òàêîå ÷èñëî îáÿçàòåëüíî
âñòðåòèòñÿ.

Ïðîâåðêà íà ïðîñòîòó ÷èñëà ñ çàäàííûì ðàçëî-
æåíèåì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî òåîðåìå 4.

Àëãîðèòì 2. Ïðîâåðêà íà ïðîñòîòó.
1. Âûáèðàåì à=2. Åñëè ñîîòíîøåíèå

a N N− ≡1 1(mod )  íå âûïîëíÿåòñÿ, òî N – ñîñòàâíîå
(ïî òåîðåìå 2).

2. Âû÷èñëÿåì: F k A F B1 2 2 2= ⋅ = ⋅, , åñëè type=0,

èëè F A1 2= ⋅ F k B2 2= ⋅ , åñëè type=1,

R N F R N F1 1 2 2= =/ , / .
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3. Ïðîâåðÿåì: Н ОД R F НОД R F( , ) ( , )1 1 2 2 1= = .
Åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ, òî N – ñîñòàâíîå.

4. Âûáèðàåì a èç ðÿäà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íà÷è-
íàÿ ñ 3, òàêîå, ÷òî j = J(ai , N) = -1. Âû÷èñëÿåì

t a N N= −( )/ (mod )1 2 . Åñëè t ≠ j , òî N – ñîñòàâíîå
(èç òåñòà Ñîëîâåÿ-Øòðàññåíà [4]), èíà÷å ïåðâîå óñëî-
âèå òåîðåìû 4 äëÿ 2, êàê äåëèòåëÿ N-1, âûïîëíåíî.

5. Âûáèðàåì a èç ðÿäà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íà-
÷èíàÿ ñ 3, òàêîå, ÷òî j = J(ai ,N) = 1 . Âû÷èñëÿåì

t a N N= −( )/ (mod )1 2 . Åñëè t ≠ j , òî N – ñîñòàâíîå.
Ïðîâåðÿåì:

 a N N НОД a N p N ii− ≡ − − = =1 1 1 1 1 1 1(mod ), ( ( ) / , ) , , l ,

НОД a N R N( ( )/ , )− − =1 1 1 1. Åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ, N
– ñîñòàâíîå, èíà÷å óñëîâèÿ òåîðìû 4 äëÿ íå÷åòíûõ
äåëèòåëåé âûïîëíåíî.

6. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Áåéëè, âûáèðàåì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè Ëþêà Uk
i



 è ïðîâåðÿåì

N \ UN+1
i

(N+1)/qi
, ( , ) , ,Ui N i= =1 1 2l  è

N \ UN+1
i

(N+1)/R2,( , )Ui N = 1 . Åñëè ïåðåáðàâ diping

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íå íàõîäèì íóæíîé, òî N –
ñîñòàâíîå.

7. Ïðèñâàèâàåì B1=2, B2=2. Ýòî ïîçâîëÿåò íå
ðàñêëàäûâàòü R1 è R2 íà ìíîæèòåëè äëÿ ïðîâåðêè
ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ òåîðåìû 4.

8. Íàõîäèì G è ïðîâåðÿåì ïîñëåäíåå óñëîâèå
òåîðåìû 4. Åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ, òî N – ñîñòàâíîå.

Åñëè ÷èñëî N óñïåøíî ïðîøëî âñå ýòàïû àëãîðèò-
ìà 2, òî ýòî ÷èñëî – ïðîñòîå, à ñëåäîâàòåëüíî, N –
ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îòâåðæåíèå ñîñòàâíîãî ÷èñ-
ëà ïðîèñõîäèò íà øàãå 1 àëãîðèòìà 2. Íåáîëüøàÿ
÷àñòü ÷èñåë îòâåðãàåòñÿ íà øàãå 3. Ýêñïåðèìåíòû
ïîêàçàëè, ÷òî ÷èñëà, ïîäëåæàùèå îòáðàêîâêå ïî
ïóíêòó 3, â îñíîâíîì ïðîõîäÿò ñåðòèôèêàöèþ ïî
àëãîðèòìó 2 è âî âñåõ èññëåäîâàííûõ ñëó÷àÿõ

НОД R F m( , )1 1 2= , åñëè type=0, èëè

НОД R F m m( , ) ,2 2 2 1= ≥ , åñëè type=1. Ýòîò ôàêò
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïî óñëîâèÿì ñèñòåì (2) è (3) â

ðàçëîæåíèå N+1 è N-1 ñîîòâåòñòâåííî âõîäèò 21 ,

ïîýòîìó 2 2m m, ≥  íå ìîæåò âõîäèòü â ðàçëîæåíèå
óêàçàííûõ ÷èñåë ïî óñëîâèþ.

Åñëè ÷èñëî N íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïóíêòà
3 àëãîðèòìà 3, åãî ðàçëîæåíèå N íå áóäåò â òî÷íîñ-
òè ñîîòâåòñòâîâàòü çàäàííîìó â èñõîäíûõ äàííûõ
– ðåàëüíîå ê áóäåò áîëüøå çàäàâàåìîãî â èñõîäíûõ
äàííûõ. Ðåøåíèå îá îòâåðæåíèè ÷èñåë áûëî ïðè-
íÿòî â öåëÿõ ïîñòðîåíèÿ ÷èñåë, òî÷íî ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïàðàìåòðàì, çàäàâàåìûì â èñõîäíûõ äàííûõ.

Âî âðåìÿ ïðîâåðêè ÷èñëà íà ñîîòâåòñòâèå óñëî-
âèÿì 3 è 4 òåîðåìû 4 (ïóíêò 6 àëãîðèòìà 2)
ïåðåáèðàåòñÿ diping ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òåé Ëþêà. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðêå N íà ñîîòâåòñòâèå
ïåðâûì äâóì ïóíêòàì òåîðåìû 4, ãäå ÷èñëî ài äëÿ
íå÷åòíûõ äåëèòåëåé N-1 è äëÿ 2 ðàçëè÷íî, äëÿ

íå÷åòíûõ äåëèòåëåé N+1 è äëÿ 2, ÷òîáû ïðîâåðèòü
óñëîâèÿ 3 è 4, òðåáóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Ëþêà. Òàêèì îáðàçîì, diping äîëæíî áûòü
≥ 2 . Åñëè diping áóäåò ðàâíî 1, òî íè îäíî ÷èñëî íå
ïðîéäåò ïðîâåðêó. Æåëàòåëüíî íàçíà÷àòü diping ðàâ-
íûì 3, 4, è áîëåå, ÷òîáû èñêëþ÷èòü îòáðàêîâêó
àëãîðèòìîì ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ïðîâåðêà ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ òåîðåìû 4 îïðåäå-
ëÿåò, äîñòàòî÷íî ëè äåëèòåëåé N±1 çàäàíî. Â ïðèí-
öèïå ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óæå
ïîëó÷åíû îïðåäåëåííûå ãàðàíòèè ïðîñòîòû ÷èñëà,
íå ïðîøåäøåãî ïîñëåäíþþ ïðîâåðêó, îäíàêî óò-
âåðæäàòü, ÷òî ÷èñëî äåéñòâèòåëüíî ïðîñòîå, íåëüçÿ,
ïîýòîìó îíî íå ìîæåò áûòü ðåçóëüòàòîì ðàáîòû
àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà ïðîâåðêè ÷èñåë íà ïðîñòîòó.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñòèííî ïðîñòîãî ÷èñëà íåîáõîäè-
ìî äîïîëíèòü èñõîäíûå äàííûå.

Òàêèì îáðàçîì, ðàáîòà ìåòîäà ñîñòîèò èç äâóõ
ýòàïîâ – ïîèñêà ïðîñòîãî ÷èñëà ïî àëãîðèòìó 1 è
åãî ïîëíîé ñåðòèôèêàöèè ïî àëãîðèòìó 2. Äàëåå
áóäóò ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè è âðå-
ìåííûå õàðàêòåðèñòèêè ìåòîäà.
3. Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà

Äàííûé àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí íà àëãîðèòìè-
÷åñêîì ÿçûêå Borland C++ 3.1. Äëÿ âûïîëíåíèÿ
îïåðàöèé ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè èñïîëüçîâàëàñü
áèáëèîòåêà ìíîãîêðàòíîé àðèôìåòèêè MMATH v
1.12, ðàçðàáîòàííàÿ ÀÎ ÈÈÒ (ã. Õàðüêîâ), ðåàëè-
çóþùàÿ áëî÷íûé ìåòîä Êíóòà äëÿ âîçâåäåíèÿ ÷è-
ñåë ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè â ñòåïåíü ïî ìîäóëþ.
Ïîñêîëüêó ÷àñòü èñïîëüçóåìîãî â ìåòîäå ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àïïàðàòà íå ÿâëÿåòñÿ øèðîêî èñïîëüçóå-
ìîé, ðÿä ïîäïðîãðàìì, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, âû-
÷èñëåíèå ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ òåîðåìå Áåçó (òå-
îðåìà 5), âû÷èñëåíèå ñèìâîëà ßêîáè, à òàêæå íà-
õîæäåíèå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷ëåíà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè Ëþêà, ðàçðàáàòûâàëèñü ñïåöèàëüíî äëÿ
ðåàëèçàöèè äàííîãî ìåòîäà.

Âñå âñïîìîãàòåëüíûå ïîäïðîãðàììû, à òàêæå
ôóíêöèÿ GenPrime, íåïîñðåäñòâåííî ðåàëèçóþùàÿ
àëãîðèòìû 1 è 2, ïîìåùåíû â îòäåëüíûé ìîäóëü,
êîòîðûé ìîæåò áûòü îòêîìïèëèðîâàí â ñîñòàâå
ïðîåêòíîãî ôàéëà Borland C++ 3.1, ÷òî ïîçâîëÿåò
èñïîëüçîâàòü ìåòîä äëÿ ãåíåðàöèè ïðîñòûõ ÷èñåë
íåïîñðåäñòâåííî èç ïðèëîæåíèé, ðàçðàáàòûâàåìûõ
íà ýòîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Îäíà èç ðàçðàáîòàííûõ ïîäïðîãðàìì ïîçâîëÿåò
íà îñíîâàíèè ñëó÷àéíî âûáèðàåìûõ èç òàáëèöû
ïðîñòûõ ÷èñëå äëèíîé 10 áèò ïîëó÷àòü ñëó÷àéíûå
ïðîñòûå ÷èñëà äëèíîé 32 áèòà è áîëåå. Â îñíîâó
äàííîé ïîäïðîãðàììû ïîëîæåí ýâðèñòè÷åñêèé ìå-
òîä ïîñòåïåííîãî óâåëè÷åíèÿ äëèíû ÷èñëà, âûçû-
âàþùèé GenPrime íåñêîëüêî ðàç. Ïîëó÷àåìûå ïðî-
ñòûå ÷èñëà íå ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ñèëüíûìè, îäíàêî
èõ ïðîñòîòà ãàðàíòèðîâàíà, à ñëåäîâàòåëüíî, èõ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ äëÿ
ãåíåðàöèè ñèëüíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ôóíêöèÿ GenPrime ìî-
æåò âûâîäèòü íà ñòàíäàðòíîå óñòðîéñòâî âûâîäà
èíôîðìàöèþ î ïðîöåññå ïîèñêà è ñåðòèôèêàöèè
÷èñëà, à òàêæå âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ðàáîòû ìåòîäà è èññëåäîâà-
íèÿ åãî ñòàòèñòè÷åñêèõ è âðåìåííûõ õàðàêòåðèñòèê
áûëî ðàçðàáîòàíî DOS-ïðèëîæåíèå gpdemo. Îíî
ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïðîñòûå ÷èñëà íóæíîãî âèäà ñ
âîçìîæíîñòüþ èõ ñîõðàíåíèÿ â äåñÿòè÷íîì âèäå â
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òåêñòîâîì ôàéëå è â äâîè÷íîì âèäå — â áèíàðíîì.
Êðîìå òîãî, ñîçäàåòñÿ ôàéë ñ âðåìåííûìè õàðàêòå-
ðèñòèêàìè ïðîöåññà ãåíåðàöèè ÷èñåë. Èç òåêñòîâî-
ãî ôàéëà gpdemo ïîëó÷àåò èíôîðìàöèþ î êîëè÷å-
ñòâå òðåáóåìûõ ÷èñåë, èõ äëèíå, èñõîäíûõ õàðàêòå-
ðèñòèêàõ è äëèíàõ äåëèòåëåé. Êîíêðåòíûå äåëèòå-
ëè íóæíîé äëèíû ïîäáèðàþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ðå-
çóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ ñ ýòèì ïðè-
ëîæåíèåì, îïèñàíû â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ áîëåå äðóæåñòâåííîãî èíòåð-
ôåéñà è óäîáñòâà ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèé áûëî
ðàçðàáîòàíî Windows‘95-ïðèëîæåíèå GPWin. Ðàç-
ðàáîòêà âåëàñü íà àëãîðèòìè÷åñêîì ÿçûêå Borland
Delphi 3.0, ïðåäîñòàâëÿþùåì øèðîêèå âîçìîæíîñ-
òè äëÿ ðàçðàáîòêè äðóæåñòâåííûõ èíòåðôåéñîâ.

GPWin îñóùåñòâëÿåò ðåäàêòèðîâàíèå èñõîäíîãî
ôàéëà äëÿ gpdemo è ïðîèçâîäèò àíàëèç ðåçóëüòàòîâ.
Èìååòñÿ âîçìîæíîñòü çàãðóæàòü è ñîõðàíÿòü ôàéëû
êîíôèãóðàöèè äëÿ gpdemo, îäíîâðåìåííî ÿâëÿþ-
ùèåñÿ ôàéëàìè êîíôèãóðàöèè äëÿ GPWin. Ïðèëî-
æåíèå ñíàáæåíî êîíòåêñòíî-çàâèñèìîé ïîìîùüþ.

GPWin ñîñòîèò èç äâóõ îêîí – îêíà ïàðàìåò-
ðîâ, ïîçâîëÿþùåãî çàãðóæàòü è ðåäàêòèðîâàòü ïà-
ðàìåòðû ãåíåðàòîðà ïðîñòûõ ÷èñåë, è îêíà ðåçóëü-
òàòîâ, ïîêàçûâàþùåãî ðåçóëüòèðóþùèå ÷èñëà è ïðî-
èçâîäÿùåãî ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç.

Èìååòñÿ âîçìîæíîñòü çàäàíèÿ âñåõ íåîáõîäè-
ìûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ àëãîðèòìà ãåíåðàöèè, à òàêæå
äîïîëíèòåëüíàÿ âîçìîæíîñòü ðàíäîìèçàöèè ÷èñåë
ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà "ñòåïåíü ðàçáðîñà", îïðåäåëÿ-
þùåãî, íàñêîëüêî ñèëüíî ïîëó÷åííûå ÷èñëà áóäóò
ðàñïðåäåëåíû ïî ó÷àñòêó íàòóðàëüíîãî ðÿäà äëÿ
çàäàííîé áèòîâîé äëèíû. Âñå óñòàíîâêè ìîæíî
çàãðóçèòü èç ôàéëà èëè ñîõðàíèòü â ôàéëå. Ïîñëå
çàäàíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ ìîæíî ïðèñòóïèòü ê ãåíå-
ðàöèè ÷èñåë. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ èòîãè ðàáîòû
áóäóò ïîêàçàíû â îêíå ðåçóëüòàòîâ.

Â ýòîì îêíå ìîæíî ïðîñìîòðåòü âñå ÷èñëà, ïî-
ëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ìåòîäà, âìåñòå ñî
âðåìåíåì èõ ãåíåðàöèè, à òàêæå ïðîàíàëèçèðîâàòü
ðàñïðåäåëåíèå ýòîãî âðåìåíè ïî èíòåðâàëó ìåæäó
ìàêñèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì, óâèäåòü ñðåäíåå
âðåìÿ ãåíåðàöèè è åãî äèñïåðñèþ. Ýòî ïîçâîëÿåò
âûäâèíóòü è ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î çàêîíå ðàñïðå-
äåëåíèÿ âðåìåíè ãåíåðàöèè ïðîñòîãî ÷èñëà ñ çàäàí-
íûì ðàçëîæåíèåì, à çíà÷èò, êàê ñëåäóåò èç òåîðå-
òè÷åñêèõ ñâåäåíèé è àëãîðèòìà ìåòîäà, è î âåðîÿò-
íîñòè ïîÿâëåíèÿ ïðîñòîãî ÷èñëà â àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè ïðè çàäàííîé áèòîâîé äëèíå.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàííûå ïðèëîæåíèÿ ïî-
çâîëÿþò ïîëíîñòüþ èññëåäîâàòü õàðàêòåðèñòèêè ðà-
áîòû ãåíåðàòîðà ïðîñòûõ ÷èñåë, à òàêæå çàêîíîìåð-
íîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè.
4. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé

Òåñòèðîâàíèå ìåòîäà îñóùåñòâëÿëîñü ïðè ïîìî-
ùè ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ, îïèñàííûõ âûøå. Ïðåæ-
äå âñåãî, èíòåðåñîâàëè âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè
ìåòîäà, òàê êàê äëèòåëüíîå âðåìÿ ãåíåðàöèè –
îñíîâíîé íåäîñòàòîê àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðî-
âåðêè íà ïðîñòîòó.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âðåìåííûõ õàðàêòåðèñòèê ìåòî-
äà ãåíåðèðîâàëîñü ïî 100 ÷èñåë äëèíîé 128, 256,
512 è 1024 áèòà. N-1 è N+1 èìåëè ïî 2 äåëèòåëÿ
äëèíîé, áëèçêîé ê 1/4 òðåáóåìîé äëèíû ÷èñëà.
Îáùàÿ äëèíà äåëèòåëåé îãðàíè÷åíà íå òîëüêî ñíè-
çó íåîáõîäèìîñòüþ òîãî, ÷òîáû èõ áûëî äîñòàòî÷íî

äëÿ ñåðòèôèêàöèè ÷èñëà, íî è ñâåðõó, åñëè ìû
õîòèì ïîëó÷èòü ÷èñëî çàäàííîé äëèíû. Ýòî ñëåäóåò
èç òåîðåì 6 è 7. Èç ôîðìóë äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ
ïðîãðåññèé, îïðåäåëÿåìûõ ýòèìè òåîðåìàìè, âèä-

íî, ÷òî åñëè âåëè÷èíà ìîäóëÿ 2k A B⋅ ⋅  áóäåò ñëèø-
êîì áîëüøîé, òî ÷èñëî N áûñòðî ïðåâûñèò ãðàíèöó
áèòîâîé äëèíû.

Ïðè òåñòèðîâàíèè èñïîëüçîâàëèñü ñèñòåìû òèïà
(2) è (3). Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî âðåìåííûå
õàðàêòåðèñòèêè íå çàâèñÿò îò òèïà ñèñòåìû. Ê
ýòîìó æå âûâîäó ìîæíî ïðèéòè, àíàëèçèðóÿ àëãî-
ðèòìû 1 è 2. Â çàâèñèìîñòè îò òèïà ñèñòåìû
òîëüêî â ïóíêòå 4 àëãîðèòìà 1 ïðîèçâîäÿòñÿ ðàç-
ëè÷íûå âû÷èñëåíèÿ, îäíàêî ýêâèâàëåíòíûå ïî ñëîæ-
íîñòè. Ê òîìó æå ýòè âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ
îäèí ðàç çà ñåàíñ ãåíåðàöèè ïðîñòîãî ÷èñëà.

Èñïîëüçóåìàÿ ñòåïåíü äâîéêè k ïðèíèìàëàñü
êîíñòàíòîé k = 4 . Êàê âèäíî èç àëãîðèòìà 1, k
ó÷àñòâóåò òîëüêî â ôîðìèðîâàíèè øàãà àðèôìåòè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Äëÿ êàæäîé áèòîâîé äëèíû èçìåðÿëîñü ïîëíîå
âðåìÿ ãåíåðàöèè è âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ñåðòèôèêà-
öèè ïî àëãîðèòìó 2. Ïðàêòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ
ïîêàçàëè, ÷òî áîëüøèíñòâî òåñòèðóåìûõ ñîñòàâíûõ
÷èñåë îòâåðãàþòñÿ ïî ïóíêòó 1 àëãîðèòìà 2 –
âîçâåäåíèå ÷èñëà 2 â ñòåïåíü N-1 ïî ìîäóëþ N.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðàêòè÷åñêè îòâåðæåíèå íåïðîñ-
òîãî ÷ëåíà ïðîãðåññèè ïî âû÷èñëèòåëüíûì çàòðà-
òàì ðàâíî îäíîìó âîçâåäåíèþ â ñòåïåíü ïî ìîäóëþ
÷èñëà çàäàííîé áèòîâîé äëèíû. Ïîëó÷åííîå ìèíè-
ìàëüíîå è ñðåäíåå âðåìÿ ïîëíîé ãåíåðàöèè, à òàê-
æå ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ ïîëíîé
ñåðòèôèêàöèè äëÿ ÷èñåë ðàçëè÷íîé äëèíû ïðèâå-
äåíî â òàáëèöå.

L Т1 Т2 Т3 Т4
128 0,17 0,67 0,11 0,33
256 0,71 5,40 0,61 3,5
512 2,80 31,9 2,80 31,47
1024 70,34 550,76 40,27 64,38

L – ðàçìåð ÷èñëà, áèò; Ò1 – âðåìÿ ãåíåðàöèè, ìèíè-
ìàëüíîå, ñ.; Ò2 – âðåìÿ ãåíåðàöèè, ñðåäíåå, ñ.;
Ò3 – âðåìÿ ñåðòèôèêàöèè, ìèíèìàëüíîå, ñ.;
Ò4 – âðåìÿ ñåðòèôèêàöèè, ìàêñèìàëüíîå, ñ.

Èñïûòàíèÿ ïðîâîäèëèñü íà ÏÊ Pentium 133,
ðàáîòàþùåì ïîä óïðàâëåíèåì îïåðàöèîííîé ñèñòå-
ìû MS-DOS.

Ãðàôè÷åñêè çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî è ìèíèìàëüíî-
ãî âðåìåíè ïîëíîé ãåíåðàöèè ÷èñëà îò çàäàííîé
áèòîâîé äëèíû ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1, à ìèíèìàëü-
íîå è ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ ñåðòèôèêàöèè – íà ðèñ. 2.
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ìèíèìàëüíîãî (2) è ìàêñèìàëüíî-
ãî (1) âðåìåíè ñåðòèôèêàöèè îò áèòîâîé äëèíû ÷èñëà

Âðåìÿ ïîëíîé ñåðòèôèêàöèè ÷èñëà õîòÿ è ðàç-
ëè÷íî, îäíàêî ïðè çàäàííîé åãî äëèíå ïðèíèìàåò
íåñêîëüêî ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé, ïîýòîìó îñ-
íîâíóþ íåîïðåäåëåííîñòü îòíîñèòåëüíî âðåìåíè
ãåíåðàöèè ÷èñëà ñîñòàâëÿåò âðåìÿ ïîèñêà. Ýêñïå-
ðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî âðåìÿ ïîëíîé ãåíåðàöèè
÷èñëà, âîçìîæíî, ïîä÷èíÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîìó
çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòî âèäíî èç ãèñòîãðàììû
íà ðèñ. 3, ïîñòðîåííîé äëÿ âðåìåíè ïîëíîé ãåíåðà-
öèè 100 ÷èñåë äëèíîé 512 áèò.
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Ðèñ. 3. Ãèñòîãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ãåíåðà-
öèè 100 ïðîñòûõ ÷èñåë äëèíîé 512 áèò

Ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìå-
íè ïîëíîé ãåíåðàöèè ÷èñëà îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíåå
âñåãî ïðîñòîå ÷èñëî îáíàðóæèòñÿ íàìíîãî ðàíüøå
ñðåäíåãî âðåìåíè ïîëíîé ãåíåðàöèè.

Êàæäîå ïîëó÷åííîå ÷èñëî ïðîâåðÿëîñü 100 öèê-
ëàìè òåñòà Ðàáèíà-Ìèëëåðà [5], ïîäòâåðäèâøèìè
èõ ïðîñòîòó. Ýòî åùå ðàç ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåòîä
äåéñòâèòåëüíî ïîçâîëÿåò ãåíåðèðîâàòü ïðîñòûå ÷èñ-
ëà, ïðè÷åì ýòè ÷èñëà ïðè ïðàâèëüíîì ïîäáîðå
ïàðàìåòðîâ áóäóò ãîðàçäî áîëåå ñòîéêèìè ê èçâåñò-
íûì ìåòîäàì ôàêòîðèçàöèè N±1, ÷åì ïñåâäîïðîñ-
òûå ÷èñëà.
Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åííûå âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè ïîêà-
çûâàþò, ÷òî äàííûé ìåòîä âïîëíå ïðèìåíèì ïðè
ïîñòðîåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë äëÿ äîëãîâðåìåííûõ êëþ-
÷åé, âðåìÿ ãåíåðàöèè êîòîðûõ íå êðèòè÷íî. Òàê,
÷òîáû ñãåíåðèðîâàòü äâà ñèëüíûõ 512-áèòíûõ ÷èñ-
ëà P è Q äëÿ îáðàçîâàíèÿ 1024-áèòíîãî ìîäóëÿ N
äëÿ RSA-êðèïòîñèñòåìû, ïîòðåáóåòñÿ â ñðåäíåì îò
30 ñåêóíä äî îäíîé ìèíóòû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìîäóëü
ÿâëÿåòñÿ äîëãîâðåìåííûì ïàðàìåòðîì, ýòî âðåìÿ
âïîëíå ïðèåìëåìî äàæå ïî ñðàâíåíèþ ñ âåðîÿòíîñ-

òíûìè òåñòàìè, êîòîðûå ðàáîòàþò íà ïîðÿäîê áûñ-
òðåå, íî íå äàþò ãàðàíòèþ ïðîñòîòû ÷èñëà è íå
ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü ñèëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà.

Ïîñêîëüêó ïðåäëîæåííûé âûøå ìåòîä ãåíåðà-
öèè ïðîñòûõ ÷èñåë àíàëèòè÷åñêèé, ïðè ñîáëþäå-
íèè âñåõ òðåáîâàíèé ïîëó÷àåìîå íà âûõîäå ÷èñëî
âñåãäà ïðîñòîå, ê òîìó æå îíî ñïåöèàëüíîãî âèäà.
Ðàçóìååòñÿ, êîìïðîìåòàöèÿ çàäàâàåìûõ â èñõîäíûõ
äàííûõ äåëèòåëåé ñäåëàåò ëåãêî ðåøàåìîé çàäà÷ó
ôàêòîðèçàöèè ïîëó÷åííîãî ìîäóëÿ N äëÿ RSA ñèñ-
òåìû. Ïîýòîìó ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîãî ìåòîäà
íåîáõîäèìî ñòðîãîå ñîáëþäåíèå òðåáîâàíèé êîí-
ôèäåíöèàëüíîñòè âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ. Âûïîëíå-
íèå ýòîé çàäà÷è âîçëàãàåòñÿ íà ïîëüçîâàòåëÿ ìåòî-
äîì. Â òî æå âðåìÿ, ïîëó÷àÿ âîçìîæíîñòü îïðåäå-
ëÿòü âèä ÷èñëà, ïîëüçîâàòåëü ìîæåò áûòü óâåðåí â
åãî ñâîéñòâàõ.

Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà çíàíèè
ïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ N-1 èëè N+1, âû÷èñëèòåëüíî
ñëîæíû è ïðàêòè÷åñêè íå ïðèãîäíû äëÿ ðåàëèçà-
öèè. Â àëãîðèòìå ðåàëèçàöèè ÃÎÑÒ Ð 3410-94 ïðè
ãåíåðàöèè îáùåãî ìîäóëÿ äëÿ öèôðîâûõ ïîäïèñåé
êëàññà Ýëü-Ãàìàëÿ ïðèìåíÿåòñÿ èòåðàöèîííûé ìå-
òîä, îñíîâàííûé íà ïîñòåïåííîì óäâîåíèè äëèíû
÷èñëà äî íóæíîé, íà÷èíàÿ ñ ìèíèìàëüíîãî ïðîñòî-
ãî 32-áèòíîãî. Ïðîñòîå ÷èñëî, ïîëó÷åííîå íà i-ì
øàãå, èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå äåëèòåëÿ N-1 äëÿ
÷èñëà, ïîëó÷àåìîãî íà i+1-ì øàãå. Ýòî äàåò âîç-
ìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà äëÿ
ïðîâåðêè ÷èñëà íà ïðîñòîòó. Ýòîò ìåòîä íå ïîçâî-
ëÿåò êîíòðîëèðîâàòü ðàçëîæåíèå N+1 ïîëó÷àåìûõ
÷èñåë. Â îïèñûâàåìîì ìåòîäå ìîæíî êîíòðîëèðî-
âàòü îáà ðàçëîæåíèÿ è ïðè ýòîì îáåñïå÷èâàòü ñëó-
÷àéíîñòü âûáîðà ÷èñëà èç ìíîæåñòâà ïðîñòûõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë çàäàííîãî ðàçëîæåíèÿ è çàäàííîé
äëèíû.

Ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà èñïîëüçóåòñÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèé àïïàðàò, íåòðàäèöèîííûé äëÿ ðåàëèçàöèè
ïîäîáíûõ ìåòîäîâ. Áàçîâàÿ òåîðåìà ìåòîäà îáúåäè-
íÿåò äâå òåîðåìû äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòîòû, îñíî-
âàííûå íà ÷àñòè÷íîì ðàçëîæåíèè N-1 è N+1. Ìå-
òîäû, îñíîâàííûå íà ðàçëîæåíèè N+1, ïîëó÷èëè
ìåíüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå èç-çà êàæóùåéñÿ áîëü-
øîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, íî â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè ñîçäàíèÿ àëãî-
ðèòìîâ, íå óñòóïàþùèõ ïî ñêîðîñòè âîçâåäåíèþ
÷èñëà â ñòåïåíü ïî ìîäóëþ, îñíîâàííûå íà èñïîëü-
çîâàíèè ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Íà
ýòîì ïðèìåðå âèäíî, êàê îáúåäèíåíèå äâóõ ðàçëè÷-
íûõ ïîäõîäîâ ê ïðîáëåìå íàõîæäåíèÿ ïðîñòîãî
÷èñëà ìîæåò ïðèâåñòè ê ñîçäàíèþ ýôôåêòèâíîãî
ìåòîäà.
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Èçëîæåíà òåîðèÿ ÷àñòîòíî-èìïóëüñíîãî êîäèðîâà-
íèÿ çâóêîâûõ ñèãíàëîâ, îáåñïå÷èâàþùåãî èäåíòè÷íîñòü
ñëóõîâîãî âîñïðèÿòèÿ íàòóðàëüíîããî è êîäèðîâàííîãî
çâóêîâ. Óñèëåí îáîùåííûé çàêîí Òàëáîòà, ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî îïðåäåëåíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ êîäà çâóêà, îáåñïå÷èâàþùèå íàòóðàëüíîñòü çâó÷à-
íèÿ. Óñòàíîâëåíà ëèíåéíîñòü çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñ-
êîãî òàêòîâîãî èíòåðâàëà îò ìèíèìàëüíîãî èíòåðâàëà
ìåæäó ñîñåäíèìè èìïóëüñàìè ñèíõðîíèçèðîâàííîãî ÷à-
ñòîòíî-èìïóëüñíîãî êîäà çâóêà.

Ââåäåíèå
Íåîöåíèìûì ïîäñïîðüåì ïðè ðåøåíèè çàäà÷

àâòîìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè àêóñòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ
ìîæåò ñëóæèòü èçó÷åíèå ìåõàíèçìîâ ñëóõîâîãî âîñ-
ïðèÿòèÿ ýòèõ æå ñèãíàëîâ ÷åëîâåêîì. Âåäü ñàìè-òî
ëþäè îòëè÷íî ñïðàâëÿþòñÿ ñî âñåìè çàäà÷àìè îá-
ðàáîòêè àêóñòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ, êîòîðûå æåëàòåëü-
íî ðåøàòü ñ ïîìîùüþ àêóñòè÷åñêîé àïïàðàòóðû.
Åñëè òàêîå èçó÷åíèå óäàñòñÿ âûïîëíèòü â äîñòàòî÷-
íî ïîëíîì îáúåìå, òî áóäåò îòêðûò ïóòü ê ñîçäà-
íèþ àâòîìàòè÷åñêè äåéñòâóþùèõ ïðèáîðîâ è ñèñ-
òåì, ýôôåêòèâíî îáðàáàòûâàþùèõ ðàçíîîáðàçíûå
àêóñòè÷åñêèå ñèãíàëû. Îäíà èç ïåðâîî÷åðåäíûõ
çàäà÷ â ýòîé îáëàñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
âûÿñíèòü òå ïðèíöèïû è ìàòåìàòè÷åñêè îïèñàòü
çàêîíîìåðíîñòè, íà  îñíîâå êîòîðûõ óõî âîñïðèíè-
ìàåò íåïðåðûâíûå êîëåáàíèÿ âîçäóõà è ïðåâðàùàåò
èõ â äèñêðåòíóþ ôîðìó.

Â áîëüøèíñòâå ñîâðåìåííûõ ïðèáîðîâ è ñèñòåì
ïðèåìà, õðàíåíèÿ è ïåðåðàáîòêè àêóñòè÷åñêèõ ñèã-
íàëîâ ïåðâûì ïðåîáðàçîâàíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ñèã-
íàëà, ïîñòóïàþùåãî ñ âûõîäà ìèêðîôîíà, ÿâëÿåòñÿ
åãî äèñêðåòèçàöèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòî èñïîëü-
çîâàòü àíàëîãî-öèôðîâîé ïðåîáðàçîâàòåëü [1]. Îáû÷-
íî ôîðìèðóåòñÿ 8-12 — ðàçðÿäíûé äâîè÷íûé êîä
îðäèíàòû ðåøåò÷àòîé ôóíêöèè àêóñòè÷åñêîãî êî-
ëåáàíèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò åå èçìåðåíèþ ïðèìåðíî
ñ äâóìÿ-òðåìÿ çíàêàìè òî÷íîñòè. Èíòåðâàë ìåæäó
ñîñåäíèìè òî÷êàìè ïðèíèìàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, â
ïðåäåëàõ îò 100 ìêñ äî 1 ìñ. Àêóñòè÷åñêîå âîñïðî-
èçâåäåíèå ïîäîáíîãî êîäà íå îáåñïå÷èâàåò èäåí-

òè÷íîñòè åãî âîñïðèÿòèÿ ñ èñõîäíûì çâóêîì. Â
ðÿäå ñëó÷àåâ èñïîëüçóþò ãîðàçäî áîëåå òî÷íûå êîäû.
Íàïðèìåð, â ðàáîòå [2] îïèñàíî ïðèìåíåíèå 16-
ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ êîäîâ ïðè ÷àñòîòå äèñêðåòè-
çàöèè 68 êÃö. Ñèíòåçèðîâàííûé ïî òàêîìó êîäó
çâóê ìàëî îòëè÷àåòñÿ íà ñëóõ îò èñõîäíîãî. Øèðî-
êîå ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå äèñêðåòèçàöèè àêó-
ñòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ âûäâèãàåò äëÿ íàó÷íîé ïðîðà-
áîòêè ðÿä àêòóàëüíûõ âîïðîñîâ: 1) ìîæíî ëè ñòðî-
ãî îáîñíîâàòü ïðàâîìåðíîñòü äèñêðåòèçàöèè çâóêà;
2) ÿâëÿåòñÿ ëè èñïîëüçîâàíèå àíàëîãî-öèôðîâîãî
ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñòàíäàðòíîãî òèïà íàèëó÷øèì ñïî-
ñîáîì äèñêðåòèçàöèè çâóêîâîãî ñèãíàëà; 3) ñ êàêîé
òî÷íîñòüþ è ÷àñòîòîé ñëåäóåò ïðîâîäèòü äèñêðåòè-
çàöèþ è íà ÷åì îñíîâûâàòü âûáîð ÷èñëåííûõ çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðîâ äèñêðåòèçàöèè. Àíàëèç ëèòåðà-
òóðíûõ äàííûõ ïîêàçûâàåò, ÷òî íè íà îäèí èç ýòèõ
âîïðîñîâ ïîêà íåò èñ÷åðïûâàþùèõ îòâåòîâ.

Îáû÷íî äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðàâîìåðíîñòè äèñê-
ðåòèçàöèè ðå÷åâîãî ñèãíàëà ññûëàþòñÿ íà òåîðåìó
äèñêðåòèçàöèè [3], êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî êîãäà
ñïåêòð J(ω) ôóíêöèè f(t), çàäàííîé íà âñåé âåùå-
ñòâåííîé îñè, òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ ïðè ÷àñòî-
òàõ ω≥ω0, òî ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèè f(t),
íàéäåííûì â òî÷êàõ t=0, ±2π/ω0, ±(2π/ω0)2, ...,
ìîæíî ïîëíîñòüþ âîññòàíîâèòü âèä ôóíêöèè f(t).
Îñíîâûâàÿñü íà ýòîé òåîðåìå, ÷àñòî äåëàþò ñëåäó-
þùèé âûâîä: ïîñêîëüêó óõî íå ñëûøèò çâóêîâ ïðè
÷àñòîòàõ âûøå 20 êÃö, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîöåí-
íîãî êîäà çâóêà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ åãî öèôðî-
âûì êîäîì, ïîëó÷åííûì ïðè óäâîåííîé ÷àñòîòå
äèñêðåòèçàöèè, ðàâíîé 40 êÃö [5].

Ýòîò âûâîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ íå âïîëíå îáîñíî-
âàííûì. Âî-ïåðâûõ, â òåîðåìå äèñêðåòèçàöèè ãî-
âîðèòñÿ î âåùåñòâåííûõ, ò.å. îá èäåàëüíî òî÷íûõ
çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè f(t). Íà âîïðîñ î òîì, ìîæíî
ëè çàìåíèòü ýòè çíà÷åíèÿ èõ êîíå÷íûìè öèôðîâû-
ìè êîäàìè è ñêîëüêî çíàêîâ íàäî âçÿòü â ýòèõ
êîäàõ, îíà âîîáùå íå äàåò êàêîãî-ëèáî îòâåòà.
Ìåæäó òåì ÿñíî, ÷òî èäåàëüíî òî÷íî èçìåðèòü
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(t) ïðè åå äèñêðåòèçàöèè ïðàê-
òè÷åñêè íåâîçìîæíî. Âî-âòîðûõ, èç òîãî ôàêòà,
÷òî óõî íå ñëûøèò çâóêîâ íà ÷àñòîòàõ âûøå 20
êÃö, âîâñå íå ñëåäóåò, ÷òî â çâóêàõ, âîñïðèíèìàå-
ìûõ ñëóõîâûì àíàëèçàòîðîì, íåò ÷àñòîò âûøå 20
êÃö. Íàïðîòèâ, òî÷íî èçâåñòíî, ÷òî îíè òàì èìå-
þòñÿ. Áîëåå òîãî, óñòàíîâëåíî, ÷òî ÷àñòü èç ýòèõ
÷àñòîò ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ñëóõîâîå âîñïðèÿòèå
çâóêà. Òàê, èçâåñòíî, ÷òî èñêëþ÷åíèå èç àêóñòè-
÷åñêîãî êîëåáàíèÿ ìóçûêàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷à-
ñòîò â äèàïàçîíå 20-40 êÃö çàìåòíî îáåäíÿåò çâó÷à-
íèå ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Â-òðåòüèõ, è ýòî ãëàâíîå,


