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ЧИСЛОВОЙ РЯД ФИБОНАЧЧИ И РАССЕЯНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 
СИСТЕМОЙ ПЛОСКИХ ОДНОСЛОЙНЫХ РЕШЕТОК РЕЗОНАНСНЫХ 

МАГНИТОДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СФЕР

Введение
Крупнейший математик эпохи средневековья Леонардо из Пизы по прозвищу Фибонач­

чи написал в 1202 году трактат «Liber abaci», в котором приведен числовой ряд 1, 1, 2, 3, 5, 
8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, . . . .  Этот ряд в честь автора назвали рядом Фибоначчи, а 
его члены -  числами Фибоначчи. Математик Бине вывел формулу
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с помощью которой любое число Фибоначчи можно определить непосредственно как 
некоторую функцию его натурального номера п= 1, 2, 3 ... [1]. Отношение чисел Фибоначчи 
с номерами я + 1 и н  имеет значение «золотого сечения» ~  1,618.

В математике, естественнонаучных и технических дисциплинах существует постоянное 
внимание к числам Фибоначчи. Представляется интересным исследовать некоторые элек­
тродинамические структуры, которые можно подчинить ряду Фибоначчи.

Целью работы является решение задачи о рассеянии электромагнитных волн системой 
плоских однослойных решеток, построенных из малых однородных резонансных магнитоди­
электрических сфер, пространственное распределение которых подчинено числовому ряду 
Фибоначчи. В данной задаче длина рассеиваемой волны может быть соизмерима с постоян­
ными решетки, что позволяет учесть влияние решеточных структурных резонансов электро­
магнитного взаимодействия сфер на внутренние резонансы сфер решетки. Это решение 
описывает области аномальной дисперсии решеток.

Постановка и решение задачи
Рассмотрим в декартовой системе координат порождающее пространственную систему 

простых плоских однослойных решеток координатное представление вида, рис. 1,
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- ^ ( l  + V5), P = i ( l - V ) ,  J/j + 1 = w :

x  = 0,x = d;y  -  0,y = h, a x p>s=0,y  pp=0,z  p 
находящихся внутри области

величины d,h  определяются условиями 

координаты порождающих решетку узлов и

- Z  <  Z  p  < z.

(3)

Координаты Х р ^ , у рр, г р -  определяют положение узлов вне пределов области (3) и яв­

ляются функциями значений координат хр 5=о , у р ;=сь2р . В координатное представление (2)
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можно ввести зависимость от времени, если координаты узлов хр ^ , у р^ о , г р внутри

области (3) считать некоторыми функциями времени. Каждому узлу решеток (2) сопоставля­
ется упорядоченная тройка чисел с = ( /х л у ) . выделенный узел решеток будем обозначать 
с '= (р ',5',Г) .

Значение индекса р  определяет номер простой плоской решетки, рис. 2, а значения ин­
дексов у  задают положение узла р -й простой плоской решетки. Нужный тип элементарной 
ячейки сложной плоской однослойной решетки формируют из р  порождающих простые 
плоские решетки узлов внутри области (3), которую повторит за пределами области (3) 
координатное представление (2) в виде определенной сложной плоской однослойной 
решетки.

Задавая максимальные значения чисел , можно рассматривать конечные и беско­
нечные решетки. Числа Фибоначчи определяют число узлов вдоль оси х (2) для заданной 
точки (/?,.? = О,/).

На рис. 2 представлена система простых плоских однослойных решеток, когда порож­
дающий узел решетки находится в центре области (3), для случая р= 1,2,3 и с распределени­
ем узлов вдоль оси х, подчиняющимся числам Фибоначчи 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21. Каждой 
тройке чисел (р,я = Ор) плоскости у р Л,2 р ставится в соответствие определенное число

Фибоначчи, например, точке (р  = 1,,у = Ор = -4 )  -  число 5, а точке (р = 3,,у ~ 0 р  = 7) - число 21.
Между тройкой чисел (р,.у = 0,г) плоскости у р р , г р и числом Фибоначчи существует 

связь, определяемая функцией ( 1)

_1_
■sß

Г Н л /5 '
п+1 1-45 \  f +1

Отсюда числа .у, определяющие координаты узлов вдоль оси х (2), задаются последова­
тельностью

"  10,±1,±2,±3,...,± . Л + 1 л /1+1 I *
а 1 ! - ß 11 1 - І

где |/| =0, 1, 2, 3, 4, ... .
Если изменять координаты узлов, находящихся в пределах области (3), то, в соответст­

вии с координатным представлением (2), положения узлов решеток вне области (3) будут 
также соответствующим образом смещаться, что позволяет перестраивать пространственную 
конфигурацию решеток.

Полагаем, что в узлы решеток (2) помещаются центры Л? малых однородных ре-
р

зонансных магнитодиэлектрических сфер с проницаемостями ес ,р с и радиусами ас (с е /V), 
где N р -  число сфер р -й плоской решетки. Проницаемости заполнения пространства вне 

сфер -  80,р 0 .

Поля будем записывать в виде Ё(гр )  = Ё(г)е*ы  ,Н (г р )  = Н (г )ел .
Расстояние между центрами сфер с и с'представим (2)

гсс = л (* (4)' р - , з '~ х р ^ )  + (УР' , ( ' - у Рр)  + (2р ' - г Р) -

Считаем, что вне сфер ас / X « 1, но внутри сфер возможен резонансный случай 
ас / X „ ~ 1, где X -  длина волны вне сферы, а X Р -  длина волны в сфере.
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Для решения задачи используем интегральные уравнения [3] и решать ее будем в два 
этапа. На первом этапе найдем внутреннее поле рассеивающих сфер, а на втором находим 
поле, рассеянное системой решеток сфер.

Рассеянное поле по известному внутреннему полю рассеивателей определим через элек­
трический П 3и магнитный П ^потенциалы Герца решетки

(5)

(6)

Рис. 1 Рис. 2

Space = ( W  + А оМо) Я э - * n 0[ V , f O ,

й  расе = (V V  +  4 260h 0 )/7 -” + i f c 0 [ V , t f 3 ].

Потенциалы Герца рассеянного поля отдельными сферами имеют вид

Пэс J (“ -I)ЕЦ(Г)/Аг~г'\)4У>
4 n v  е0

С

я » j  ( Ь .  -  1) я »  (? ')/«
4тги ц 0

г  С

где f c (j? -  f  'I) является решением уравнения

4 / ' ( | г  - г ' | ) + / с 2 е 0 р о / ( ^  -  ? ' | )  =  - 4 д 5 ( ] г  - ? ' ’| ) ,  

удовлетворяющего условию излучения на бесконечности, и имеет вид

/ ( ; ? - ? * ) = — — , (7)
\у — т I

а Д? (?')> Яс (7 ') - вну тренние поля рассеивателей, Vc -  объем рассеивателей.
Если учесть, что для внешних точек сферы (г > г') интеграл по объему сферы от функ­

ции Грина для свободного пространства (7) имеет вид
- i k ^ i 0\r-f'\ , ~Шхг

W ( r ) ~  [ ------ г~ ~ 1 -----"йУ = —r(sin£]ac ~'к\ас со$к\ас) -------- -, (8)
К к{ г
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где =к.1г$\хо) , к - 2 п 1 \ ,  г -  расстояние от центра до внешних точек сферы, то можно
построить уравнения для внутренних полей с'сферы, используя результаты, полученные в [4], 
в виде

-  , {^с'эф + ) + @\с'£с'эф + Щс' {^с'эф ^е0 I -о ,
ь о ’О  =       ---- 7 7 --------------------------------~ь ( р 'ф / ) ( г  » и ■

Зє0е

- I I I  (W  + * V o )
р s 1 I 

(/W M p'vsV)

An
С.-эф

V ,?о
-1

-ікц  о V,
_1_
Ап

№сэф

№о

-  ( /V 30 + 2/% ФО'с’Мс'эф ->0
^ 0 ( p ', s ’/ ) \ r  >0 ~  7 ~  »M. " (p ',s ',t')V  ’Ч  '

(9)

3/77

- Z Z Z  (v v + A -0 //0) An
Мсэф

Mo
-1

з-ікєп V,
4л-

/д.сэф

£0
-1

где Яо(/.',3',1')(?'Л > ^ 0(р',*,, ' ,) ( ':' ’г) и поле падающей волны »
2 2 2сфере И внутреннее поле сфер соответственно, в\с< = к ас '£()/Л() .

Величины В' ,(/-), И- 'Л?) имеют вид (4), (8),(9)

4;Г е_г̂ 1гсс'
1В7(г) = ™--(з1ШЦас со8%йс) ---------- ,

/<д П ’

4л ,

сс 

~ік,г,
(10)

1' сс

Wcc< (F) = — — (sin кj öc -  /qnc cos F|öc )-
'CC

а величины с сэф , Мсэф представим как [2, 4, 5]

^ сэф ~  ^ С (к о  с V і' С В С )*•

В сэф ~ Вс*’ {кис )’

2(sinkac^ z c\ic -  касЛ]ес\лс coskacyjs ^ \ ic )
где 7 (£ асЛ/є^р7)

{к2аІЕс\ і с — 1) sinкас«Jec\i c +kac J s c^ c coskacyf e ^ ï L

(11)

На рис. 3 представлены особенности поведения К е7(0) (сплошная кривая) и 1т 7(9) 
(пунктирная кривая) в зависимости от К.е9 при разных значениях тангенса угла диэлектри-
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ческих потерь 1§ 8е (1 кривая -  1§8е =0; 2 кривая -  =0,05; 3 кривая -  tg 5 E=0,l) и р.с =1 ,

здесь & - к а с ,]гср с .
Первые слагаемые справа в уравнениях (9) связаны с внутренним полем выделенной 

сферы, а вторые слагаемые учитывают влияние на выделенную сферу всех остальных сфер.
Для определения внутреннего поля имеем алгебраическую систему 277 векторных не­

однородных уравнений (9) или же для х -, у -, г -  составляющих 6 N уравнений с 677 
неизвестными.

В основной матрице алгебраической системы уравнений (9) содержатся сведения об осо­
бенностях электромагнитного взаимодействия между сферами решеток рассматриваемого 
типа.

Решение системы уравнений (9) для сферы с' имеет вид;

1 (й ’с £о(Р,« , , ) ( ^ о + В с я 0<рд,,) (? ',о ) !

, С (12) 

= т »  2  ( Р Г 1̂ < к ,А о (*">') +
Д  С

где А ш -  детерминант основной матрицы системы уравнений (9).
Если предположить, что у всех сфер с одинаковым индексом р  внутреннее поле равно, 

например, внутреннему полю сферы (р,,у = Од = 0), то систему уравнений (9) можно свести к
системе 2(2|/>| + 1) уравнений. В случае, когда все сферы решетки одинаковы и можно
предположить, что и внутренние поля сфер одинаковы, то систему уравнений (9) можно 
свести к двум векторным неоднородным уравнениям [4].

Если электромагнитным взаимодействием между сферами решетки можно пренебречь, 
то выражения для внутреннего поля произвольной сферы решетки ( 12) будут иметь вид

ю
я V . » ( г , < ) = '-~ п  ~— —  ( « о ■

{^сэф ~~ ^с0 ) “  сЁсэф “L А с  ( &сэф "*■ " '̂0 }

н \ р ,8 ,1 )  { г 'р )  -  - г -  Но. .     £
\М'сэф ) ''' @1сЙсэф ■*' А с  \ Мсэф + 2/4) }

Потенциалы Герца I I 3 и 77 ' рассеянного системой плоских решеток поля по известно­
му внутреннему полю (12) отдельных рассеивателей представим в виде суперпозиции 
потенциалов Герца отдельных сфер решеток (6) как

7г- (sin kiас -  к] ас cos к\ас )2
р  s і к  ]

‘ ^сэф  j É°c ( F , t ) e
p,s,l)

V є0 J r{p,s,t)

1  ̂И-сэф I 'П м (r,t)  —— (sink\uc -  k\uc cosk]dc )i
P  s  t  k - \  V 9 o

В выражениях(13)

Я с° ( г \ o -
-/£lr(p,s,r)

(13)

r { p , s , t )

г( р гхф) у ( х ~ х р , я )  +  ( г  Г р д )  +  ( 2 2 р )  > (1 4 )

где координаты (х ,у ,г )  определяют вне сфер точку наблюдения поля, рассеянного системой 
плоских решеток, а координаты (х ь%5, у р (  , г р )~  точку нахождения центра рассеивающей 
сферы решетки.
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lmF(6) ReF(0)

Тогда, учитывая (13), из (5) найдем рассеянное системой плоских решеток поле
1 Г

Е р а с е 0  =  Z  “ Г (s in  к \ а с *  к \ а с c o s  к 1а с ЛJpacc\- J ^  з 
с к \

ґ .. \

&сэф

є0
1 LcÊ°c ( r ' ) -

% 0
М-сэф

Во
-1 (-1 )РсН°с (П \ е

1

i (® t-k xrc )

(
Н Ра с с (Г ’{)  =  Z ^ ( s i n ^ l a c ~ к \а с  C O S ^ 0 c )j

к\ (
/

+ ikzr '  еэф

SO

с «-1

Всэф

ВО
-1 ( -1  )LcH°c (r') +

PcÊ°c(f’)\e і(Ш-кхгс)

где Ьс и Рс функциональные матрицы, которые имеют вид

L,
1 ххс

иг/
1 хус VF1 xzc 0 1 zc *6 - 

- 1

чр1 ухе
Ш

УУС VF1 yzc 11 VT/O
T zc 0 иг/

1 xc

1 zxc 1 zyc VF1 zzc 4 у1 у  с
VT/O
T xc 0

Величины, входящие в функциональные матрицы (16), запишем в виде (2), (14)

(15)

(16)

ч р1 ххс

ч* =-

1 І г 2 г  II I X p ' s ^ r 0 v > 0  ;г 2 Х Р ^ )  . , /г Х Г(р ,-ч О /с Є о В о +  Г    ------ *1 ----- й +  ' К] ------
r(p ,s ,t) г 4

уус
1 /г2г I 7 2 (т , г7г ^  Г(/М’,0

 К є о В о + ~ г-----------------------— ч-----------+ lk\------
r( p ,s ,0 (p,s,t) г 4r(p ,s ,0

и/ _  1 /r2 3(z zp ) r(p,s,0 ,_2 (z zp) .7 3(z z /?) r( /W )
4 z z c - ~  Ä Є0В0 +  з ' _Ä 1 — з + 1Ч  4----------------Уґ — ~ •- « **r(p ,s ,t) (p ,s ,t) (p,s, t )
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5
(p ,s ,t)

3(х -  Xp ,s ) ( .z  -  2 р )
5

СP ,s ,t)

З(у ~yp,t)(.z - zp)

ш  _ ш  _ % х - Х р , я Х У ' « У р ^  , 2 (х - хр,я) (У-Ур,1)  , , /г 3(х - хр ,з ) (У-Ур^ )
•АТС ' - ухе  ~~ 2 1 3 +  1 4  ’

Г(р,$Л ) Г{ р л А )

Ш -АТ, а ^ Х р Л г ~ 2 Р^  , , ,
ТХ2С Т2ХС  ̂  ̂ 3 ~ ,Л 1 4 ?

г( р л 0 )  г(р л ,1 )

а  ( У ~ У р , Г & 2 - 2 р )  1 3 { у  -  у р  { ) { г  -  г р )
угс  т  гус ~  $ ' 3 +  4 ’

\ р И А )  Г(р,$,1) Г(р, з ,  О
( х - ж „ Л  (х - X  ) п

А[/__ ______ / ? I А, Р'Ь'  Ар -_ЧАх хс з т  *Л1 2 ’ хс ~~ т .хс’
Г(р , эр)  Г( р н А )

Ф  -  Ь - Х р р  , , к  Х Л М 2  ф О  „ _ ф
1 ус  з т*Л 1 2 ? А > <• т _ус>

Г( р Х А )  Г(р , вр)
( г - г р ) О - г . , )  л

Т 2С =  -  3— +  » 1  - ^ - е -  , ф »  -

Г( р н А )  Г{ р р л )
Поле в произвольной точке пространства, лежащей вне сфер решеток, определим в виде

Ё(г,  0  = Ё0(г, г) + Ё расс(г,1),

где Е$(г,1) -  невозмущенное поле падающей волны.
Из детерминанта уравнений (9) находятся резонансные условия для случая, когда 

ас / Х е ~1 внутри сфер. Если £с , р с сфер решеток действительны, то резонансные условия
находим из выражения

Iа  ÿбеШе

разрешая его относительно функции р[кас^ г с\хс ) ( 11), рис. 3, где 

системы уравнений (9) [4, 6, 7].

О,

основная матрица° v

Заключение
Впервые рассмотрено рассеяние волн на решетках резонансных магнитодиэлектрических 

сфер, анизотропная топологическая структура которых задается числовым рядом Фибоначчи.
Предложенное решение может быть полезно для разработки устройств по управлению 

полем излучения электромагнитных излучателей [8], в которых используются тонкие 
эффекты электромагнитного взаимодействия решеточных структурных резонансов и 
внутренних резонансов сфер решетки.
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