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Рассматривается задача адаптивной фильтрации дву-
мерных полей наблюдений, эволюция которых в диск-
ретные моменты времени описывается последователь-
ностью соответствующих матриц состояний. Вводится
матричный аналог марковского дискретного случайного
процесса и оптимальный по быстродействию градиент-
ный алгоритм оценивания его параметров. Решается
задача экстраполяции на основе матричного аналога
уравнения авторегрессии специального вида.

Существуют явления, эволюция которых харак-
теризуется двумерными случайными полями. На-
глядным примером такого двумерного поля явля-
ется дискретное телевизионное изображение, со-

вокупность яркости свечения  ijx  ячеек которого и

образует поле наблюдений. Без потери общности
можно рассматривать лишь прямоугольные поля,
поскольку поле любой другой конфигурации мо-
жет быть погружено в прямоугольное поле, поэто-
му в качестве математического описания последо-
вательности наблюдений будут рассматриваться
матрицы состояний
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где M и N – число строк и столбцов матрицы  nX
соответственно, n = 0,1,2,… – текущее время.

В качестве гипотезы о механизме генерирова-

ния последовательности  nX  в [1] вводится опера-

ция линейного преобразования матрицы X в мат-
рицу Z той же размерности вида
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где  jX  – j-й столбец матрицы X,  ijA – (MґM)-

матрицы преобразования, в общем случае неизве-
стные.

Преобразование (1) с помощью операций цик-
лической перестановки и трансплантации [1] либо
векторизации и девекторизации [2] может быть
приведено к стандартной векторно-матричной
форме. Векторизуя матрицу X в виде
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, вводя блочную матрицу

преобразования
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(здесь  ijA – (MґM)-матрицы преобразования в

выражении (1)) и произведение
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в результате девекторизации получаем
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где  


  – символ операции векторизации,  


  –

символ операции девекторизации.
Поскольку реальные поля наблюдений практи-

чески всегда искажены различного рода возмуще-
ниями, в [1] был введен матричный аналог марков-
ской последовательности первого порядка вида

1nn1n WXAX   *

(здесь   nijn wW ,  – дискретный матричный бе-

лый шум), который с учётом (2) может быть
представлен в форме
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В случае, если параметры преобразования A
неизвестны, можно решить задачу их оценивания
в реальном времени с помощью тех или иных
адаптивных процедур идентификации. Так, ставя в
соответствие (3) настраиваемый фильтр
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несложно записать адаптивный алгоритм Уидроу-
Хоффа [3]:
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где  nA  – текущие оценки параметров преобразо-

вания A, 0<<2 – скалярный параметр алгоритма.
Необходимо отметить, что в практических при-

ложениях такой подход малоэффективен из-за
большого числа неизвестных параметров. Так, в
простейшем случае при M=N=100 необходимо

оценивать в реальном времени   82
10MN   неиз-

вестных параметров матрицы A, что весьма затруд-
нительно даже при использовании нейрокомпью-
теров. Это обстоятельство заставляет искать аль-
тернативные подходы к решению задачи фильтра-
ции полей наблюдений, для чего можно ввести в
рассмотрение упрощённое преобразование



6 1РИ, 1997, № 1














 



N

1j

jjN

N

1j

j2j

N

1j

j1j AXbAXbAXbXAZ * ,(6)

соответствующее описанию двумерного поля вида

1nn1n WBAXX   ,                (7)

где A и B – (MґM) и (NґN) – матрицы преобразо-

вания. Описание (7) содержит  22 NM   парамет-

ров  и  при  M>2,  N>2  очевидно,  что

222 MNNM )( , при этом выигрыш в количе-

стве оцениваемых параметров тем больше, чем
больше M и N. Так, для рассмотренного выше
случая M=N=100 количество параметров преобра-
зования (7) равно 20000, что существенно меньше,
чем в модели (4), и при параллельной организации
вычислений задача оценивания может быть ус-
пешно решена даже с помощью компьютера.

Модель (7) была введена в [4], однако алгоритм
оценивания её параметров не был разработан.
Алгоритм же (5) в силу специфичности структуры
(7) не может быть использован в непосредствен-
ных расчетах и требует существенной модифика-
ции. В принципе, описание (7) может быть приве-
дено к матрично-векторному виду
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(здесь  – символ тензорного произведения), од-

нако число параметров в матрице  ABT  , как и в

случае (3), составляет  2MN )( .

В связи с этим возникает задача синтеза алго-
ритмов оценивания неизвестных параметров мат-
риц A и B в (7), а также фильтрации и экстраполя-
ции двумерного поля с помощью полученных
оценок. Поставим в соответствие (7) настраивае-
мый фильтр вида
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,                    (8)

введём в рассмотрение три типа ошибок, возника-
ющих в процессе настройки
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где Tr – символ следа матрицы.
Каждый шаг процесса оценивания состоит из

двух тактов: уточнение матрицы  1nA   на основе

ошибки  1nV   и критерия  A
1nJ 
 и последующее

уточнение матрицы оценок  1nB   на основе ошиб-

ки  A
1nV 
 и критерия  B

1nJ 
. При этом алгоритм

настройки параметров градиентного типа можно
записать в виде
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где  B
1n

A
1n   ,  – скалярные коэффициенты усиле-

ния алгоритма,  A
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– (MґM) и (NґN) – матрицы, образованные произ-

водными критериев Jn
A
1
 и Jn

B
1
 по настраиваемым

параметрам.
Можно показать [5], что максимальная ско-

рость настройки параметров обеспечивается спе-
циальным  выбором  коэффициентов  усиления
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что является обобщением оптимального (a=1) ал-
горитма Уидроу-Хоффа на случай двумерного поля.

Эволюция ошибок фильтрации в процессе ра-
боты алгоритма (11) описывается разностными
уравнениями:
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при  этом  может  быть  показано  [6],  что

2

1n

2A
1n

2B
1n VVV   , т.е. алгоритм (11) обеспе-

чивает монотонное убывание ошибок в процессе
настройки параметров фильтра (8).

Практическое использование алгоритма (11)
может осложняться тем, что в окрестности опти-
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и мультипликативную с
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модификации алгоритма (10). Здесь  BA  , – регу-

ляризующие добавки,  2020 B
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Процесс убывания ошибок при использовании
алгоритма (11) ограничен снизу величиной, опре-

деляемой характеристиками помех  1nW  . Если
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(здесь  }{M  – символ математического ожида-
ния), то точность фильтрации ограничена величи-
ной [6]:
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Наряду с задачей фильтрации достаточно часто
при обработке полей наблюдений возникает зада-
ча их экстраполяции, для решения которой удобно
использовать матричный аналог уравнения авто-
регрессии
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где  hq  – оператор сдвига назад, определяемый

соотношением  1r10hAXXq h
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– операторы матричной свёртки типа (1). При
этом общее число параметров такой модели со-

ставляет   rMN
2 .

Количество неизвестных параметров прогнози-
рующей модели может быть существенно умень-
шено путём использования упрощённого преобра-
зования вместо структуры (13). При этом в каче-
стве экстраполирующей можно использовать либо
структуру
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содержащую  22 rNM   параметров (здесь A
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– (MґM) и (rNґN) – матрицы преобразования),
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содержащую   rNM 22   параметров.

Вводя в рассмотрение матрицы
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можно переписать (15) в компактной форме
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и поставить в соответствие (16) настраиваемый

упредитель 
nnn1n BXAX

~~~^

 , что позволяет свести

задачу экстраполяции к уже рассмотренной выше
задаче адаптивной фильтрации с помощью мат-
ричного аналога алгоритма Уидроу-Хоффа.

В заключение важно отметить, что если  nX  –

суть скалярная стохастическая последовательность,
то предлагаемая здесь процедура автоматически
приобретет форму алгоритма, рассмотренного в

[7], если же  nX  – векторная последовательность,

то приходим к результатам, полученным в [8], т.е.
нами предложено обобщение процедур адаптив-
ной фильтрации и экстраполяции на случай дву-
мерных полей наблюдений.
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