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сти к протекающему через канал воздуху, и необхо-
димы специальные разработки, обеспечивающие тре-
буемый режим системы охлаждения. Возможно, что
в новых разработках будут использованы более со-
временные технологии, не исключено даже нанотех-
нологии, поскольку, как показано в работе [8], нане-
сение на поверхность наночастиц оксида цинка увели-
чивает в четыре раза скорость отвода тепла во вне-
шнюю среду.
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УДК 517.9

О НЕЛОКАЛЬНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ
ОДНОГО ВЫРОЖДЕННОГО
НЕСТАЦИОНАРНОГО
ПОЛУЛИНЕЙНОГО
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-
АЛГЕБРАИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

ХУДОШИН И.Г.

Рассматривается начальная задача для нестационарного
полулинейного дифференциально-алгебраического урав-
нения, не разрешенного относительно вектора производ-
ных. Предполагается, что нестационарный характеристи-
ческий пучок линейной части уравнения имеет постоян-
ный индекс 2. Доказывается нелокальная теорема суще-
ствования и единственности решения начальной задачи.
Результаты применяются для моделирования переходных
процессов в нелинейной электрической цепи.

1. Введение
При  математическом  моделировании нелинейных
электрических цепей возникает система дифференци-
ально-алгебраических уравнений [1, 4, 5, 7, 15, 18].
Наиболее изученным является случай нелинейных
цепей со стационарными параметрами, а глобальные
теоремы существования и единственности решений в
переходных режимах обычно предполагают, что ин-
декс характеристического пучка линейной части урав-
нений равен 1.
Целью данной работы является получение нелокаль-
ных теорем существования и единственности для не-
линейных цепей с нестационарными элементами и

ослабление ограничения единичности индекса харак-
теристического пучка.
2. Постановка задачи
Рассмотрим уравнение

x(t)),f(t,=B(t)x(t)x(t)
dt
dA(t) +      (1)

где A(t) , B(t) — квадратные комплексные, вообще
говоря, вырожденные матрицы размера nn × ,

nn
0 CCT],[t:x)f(t, →× – известная вектор-функ-

ция. Предполагается, что матричный пучок

B(t)λA(t)+                        (2)

регулярен при Ttt 0 ≤≤  и для его резольвенты вы-
полняется следующая оценка:

T,tt,C|λ||,λ|CB(t))A(t)( 021
1 ≤≤≥≤+λ − (3)

здесь 1C , 2C — положительные константы. В настоя-
щей работе исследуется разрешимость уравнения (1).
3. Предварительные сведения
Известно [1], что если пучок (2) регулярен и выпол-
няется ограничение (3), то можно построить две пары
спектральных проекторов типа Рисса:

(t),QE=(t)Q

dB(t))A(t)A(t)(
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задающих разложение исходного пространства nC  в
прямые суммы подпространств, инвариантных отно-
сительно пучка (2):

T.tt1,2,=i
(t),Y(t)B(t)X(t),Y(t)A(t)X
,(t)CQ=(t)Y,(t)CP=(t)X

(t),Y(t)Y=(t)X(t)X=C

0

iiii

n
ii

n
ii

2121
n

≤≤
⊆⊆

++ &&

       (5)

Здесь Е – единичная матрица размера nn × . Сужения
операторов (t)Y(t)X:A(t)=(t)A 111 →  и

(t)Y(t)X:B(t)=(t)B 222 →  обратимы, оператор
(t)(t)BA 1

22
−  нильпотентный с индексом нильпотент-

ности не выше 2, а подпространство (t)X2  состоит из
собственных и присоединенных векторов пучка (2),
отвечающих бесконечно удаленной точке.

Используем нормализующую матрицу G  из [1, с. 48]
и обратную к ней:

(t)B(t),Q(t)A(t)Q=(t)B(t)P(t)A(t)P=G(t) 2121 ++
(6)

(t),QB(t)QA=(t)G 2
1

21
1

1
1 −−− +            (7)

обладающую следующими свойствами:

(t).Q=(t)(t)QB(t)G(t),Q=(t)(t)QA(t)G
(t),P=(t)(t)B(t)PG(t),P=(t)(t)A(t)PG

22
1

11
1

22
1

11
1

−−

−−

(8)
Проекторы (4) и матрицы (6), (7) обладают той же
степенью гладкости по t, что и пучок (2). Если матри-
цы A(t) , B(t)  вещественны, то проекторы (4) и мат-
рицы (6), (7) также вещественны и все перечисленные
свойства сохраняются.

Подпространство (t)X2  состоит только из собствен-
ных векторов пучка (2) и присоединенных векторов
высоты 1, отвечающих точке ∞=λ . В этом случае
подпространство (t)X2  можно представить в виде
прямой суммы подпространств

(t),X(t)X=(t)X 21202 +&                (9)

где (t)X20  состоит только из собственных, а (t)X21

– только из присоединенных векторов пучка (2),т.е.

ImA(t).B(t)x(t):(t)Xx(t)
B(t)y(t),A(t)x(t):Xy(t)(t)Xx(t)

0,A(t)x(t):(t)Xx(t)

21

2021

20

∉∈∀
≡∈∃∈∀

≡∈∀

(10)

 Разложение (9) порождает проекторы (t)P20 , (t)P21 ,
такие что

(t).X=(t)CP(t),X=CP
0,=(t)(t)PP(t),P=(t)P(t)P

21
n

2120
n

20

212022120 +
(11)

 Для указанных проекторов выполняются тождества

(t).(t)A(t)PG=(t)A(t)(t)GP
0,(t)(t)A(t)PG0,(t)A(t)(t)GP
(t),P=(t)(t)B(t)PG=(t)B(t)(t)GP
(t),P=(t)(t)B(t)PG=(t)B(t)(t)GP

21
11

20
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11
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11
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11
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≡≡ (12)

 Первые два тождества следуют из (8) и (11), третье
тождество вытекает из (10), а четвёртое следует из (8),
(11) и третьего тождества. Проекторы (11) обладают
той же степенью гладкости по t, что и пучок (2).
Будем говорить, что матричный пучок (2) и вектор-
функция nn

0 CCT],[t:x)f(t, →×  частично спект-
рально согласованы, если существует матрица

nnCN(t) ×∈ , такая что для любых  Ttt 0 ≤≤ ,
nCx∈  выполняется тождество (сравн. [17])

(t)x).N(t)P(t)f(t,GP=x)(t)f(t,(t)GP 21
1

21
1

21
−− (13)

Замечание. Любая функция f(t) , не зависящая от
x , частично спектрально согласована с пучком (2).
В случае , когда выполняется оценка

TttC,B(t))(λλA(t 0
1 ≤≤≤+ − , то условие час-

тичной спектральной согласованности также фор-
мально выполнено, так как 0(t)P21 ≡ . Если функ-
ция x)f(t,  достаточно гладкая, то вместо условия
(13) достаточно проверить выполнение равенства

0.(t))P(t)x)(P(t,
x
f(t)(t)GP 201

1
21 ≡+

∂
∂−

4. Теорема существования и единственности
решения
Предполагается, что матричный пучок (2), отвечаю-
щий уравнению (1), регулярен и для него выполняется
оценка (3).
Для уравнения (1) рассматривается начальная задача

,)x(tP=))x(t(tP 001001            (14)

где 0x  — известный вектор из nC .

Решением начальной задачи (1), (14) на отрезке
T],[t0  будем называть вектор-функцию x(t)  со зна-

чениями в nC , непрерывно-дифференцируемую при
Ttt0 ≤≤ , удовлетворяющую уравнению (1) при

всех T],[tt 0∈  и начальному условию (14).

Теорема. Пусть A(t) , B(t)  — комплексные матри-
цы размера nn × , дважды непрерывно дифферен-
цируемые по t  на отрезке T],[t0 , для которых
выполняется оценка (3), а x)f(t,  — вектор-функ-
ция со значениями в nC , трижды непрерывно диф-
ференцируемая по совокупности переменных в обла-
сти n

0 CT],[t × , для которой выполняется условие
частичной спектральной согласованности (13), где
матрица N(t)  дважды непрерывно дифференциру-
ема на отрезке T],[t0 . Пусть также для любых

Ttt0 ≤≤  и nCx∈  выполнены условия
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,1<Lx)N(t)(t,
x
f(t)(t)GP1 21

1
21

0 ≤
∂
∂−

1,<L(t))(t)A(t)P(G
dt
dx)(t,

x
f(t)(t)GP2 2021

11
20

0 ≤+
∂
∂ −−

x)(t)f(t,(t)GP3 1
1

0 −  липшицева по x  с некоторой
константой 1L  равномерно по t .

Тогда существует единственное глобальное на T],[t 0
решение начальной задачи (1), (14).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножим уравнение (1) на
матрицу (t)G 1− , подействуем на полученное уравне-
ние проекторами (t)P1 , (t)P20  и (t)P21  и воспользу-
емся тождествами (8) и (12). Получим следущую
систему уравнений:

x(t)),(t)f(t,(t)GP

=(t)x(t)(t)B(t)PGx(t)
dt
d(t)P

1
1

1
1

1

−

−

=

+
      (15)

x(t)),(t)f(t,(t)GP

=(t)x(t)Px(t)
dt
d(t)(t)A(t)PG

1
20

2021
1

−

−

=

+
     (16)

x(t)).(t)f(t,(t)GP=(t)x(t)P 1
2121

−         (17)

Обозначим  (t)x(t)P=(t)x 11 , (t)P=(t)x 2020 ,
(t)x(t)P=w(t) 21 , воспользуемся условием частич-

ной спектральной согласованности (13) и правилом
дифференцирования произведения. Получим систему
уравнений, эквивалентную исходному уравнению (1):

w(t)),(t)x(t)x(t)f(t,(t)GP=
=(t)(t)B(t)xG

w(t))(t)x(t)(t)(xP
dt
d(t)x

dt
d

201
1

1

1
1

20111

++
+

+++−

−

−  (18)

w(t)),(t)x(t)x(t)f(t,(t)GP=

=w(t))(t)x(t)(t))(x(t)A(t)P(G
dt
d

))(t)A(t)w(t(G
dt
d(t)x

201
1

20

20121
1

1
20

++

++−

−+

−

−

−

(19)

N(t)w(t)).(t)f(t,(t)GP=w(t) 1
21

−         (20)

Из условия 01  теоремы следует, что отображение
)N(t)(t)f(t,(t)GP 1

21 •−  является сжимающим в
(t)X21  равномерно по t  и, следовательно, имеет

единственную неподвижную точку w(t) , удовлетво-
ряющую уравнению (20).

Кроме того, 0>x)N(t)(t,
x
f(t)(t)GPE 1

21(t)21X ∂
∂

− −

при  T],[tt 0∈ ,  nCx∈ , значит, в пространстве
(t)X21  определен  обратный  оператор

11
21(t)21X x)N(t))(t,

x
f(t)(t)GP(E −−

∂
∂

− . Этот опера-

тор, а также оператор N(t)x)(t)f(t,(t)G(P
t

1
21

−

∂
∂

дважды непрерывно дифференцируем по t  на отрезке
T],[t0  для любого (t)Xx 21∈ . Следовательно, по

теореме о производных высших порядков неявной
функции (теорема 31 [2, с. 314]), найденная вектор-
функция w(t)  также дважды непрерывно дифферен-
цируема на отрезке T].,[t0

Проинтегрируем уравнение (18) от 0t  до t , сложим
с уравнением (19) и обозначим (t)x(t)x=v(t) 201 +
(заметим, что (t)v(t)P=(t)x 11 ). Получим уравнение

)),(t)A(t)w(t(G
dt
d

w(t))(t))(v(t)(t)A(t)P(G
dt
d

w(t))v(t)(t)f(t,(t)GP

)]d)v(()P)B((G

))w())(v((P
dτ
d

))w()v(,)f(()G([P)x(tP=v(t)

1

21
1

1
20

1
1

1

1
1

t

0t
001

−

−

−

−

−

−

−++

+++

+−

−++

+++ ∫

τττττ

τττ

τττττ

(21)

Подставив полученную ранее вектор-функциюw(t)  в
(21), получим уравнение относительно v(t) . Выберем

0>δ  такое, что

).(t)(t)B(t)PGsup

(t)P
dt
dsup)/(LL(1<δ

1
1

T],0[tt

1
T],0[tt

120

−

∈

∈

+

++−

      (22)

Тогда при δ]t,[tt 00 +∈  правая часть уравнения (21)
будет равномерно по t  сжимающим отображением
относительно v(t) . Следовательно, существует един-
ственное решение v(t)  уравнения (21), непрерывное
на отрезке δ]t,[t 00 + . За конечное число шагов
можно продлить найденное решение на весь отрезок

T],[t0 . Легко убедиться, что найденное решение
v(t)  удовлетворяет условию 001001 )x(tP=))v(t(tP .

Так как выполняется условие 02  теоремы, то при
T],[tt 0∈ , nCx∈  выполняется неравенство

 0,>(t))(t)A(t)P(G
dt
dx)(t,

x
f(t)(t)GPE 21

11
20(t)20X(t)1X

−−
+ −

∂
∂

−&

и мы снова можем воспользоваться теоремой о про-
изводных высших порядков неявной функции. При-
нимая во внимание, что подынтегральная  часть пра-
вой части уравнения (21) непрерывна, а остальные

.
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слагаемые непрерывно дифференцируемы по t , де-
лаем вывод о том, что найденное решение v(t)  непре-
рывно дифференцируемо по t  на отрезке T],[t 0 .
Искомое решение начальной задачи (1), (14) получа-
ем как сумму w(t)v(t)=x(t) + .

Теорема доказана.
5. Приложение в радиотехнике
На рисунке изображен передающий электрический
четырехполюсник с нелинейными и нестационарными
элементами.

Предполагается, что индуктивности  1L , 2L  и ёмкости

1C , 2C  меняются во времени. Колебания элементов
четырехполюсника описываются следующими урав-
нениями относительно токов ki  и напряжений ku :

(t)),i(t,(t))(t)i(L
dt
d=(t)u 11111 ϕ+         (23)

(t)),i(t,(t))(t)i(L
dt
d=(t)u 22222 ϕ+        (24)

(t)),u(t,(t))(t)u(C
dt
d=(t)i 33333 ϕ+       (25)

(t)).u(t,(t))(t)u(C
dt
d=(t)i 44444 ϕ+       (26)

Здесь функции 21,ϕϕ  — омические потери в индук-
тивностях, а функции 3ϕ , 4ϕ  характеризуют нелиней-
ную утечку тока в ёмкостях. Для данной схемы запи-
сываются следующие уравнения Кирхгофа:

.i=i,i=iii0,=uu,u=uu 14323231 −−− ++−+
(27)

Подставив значения переменных 4321 i,i,u,u  из урав-
нений элементов (23), (24), (25), (26) в уравнения
Кирхгофа (27), получим следующую систему урав-
нений, описывающую распределение токов и напря-
жений в четырехполюснике:

(t).i(t)i

(t)),u(t,(t))u(t,(t)i

(t)i(t))(t)u(C
dt
d(t))(t)u(C

dt
d

(t)),i(t,(t)u(t))(t)i(L
dt
d

(t)),i(t,(t)u(t)u(t))(t)i(L
dt
d

1

4433

24433

22322

11311

−

−

−

=

−−=

=++

−=−

−=+

ϕϕ

ϕ

ϕ

(28)

Входной ток (t)i−  и входное напряжение (t)u −  счи-
таются известными функциями. Применим к первому,
второму и третьему уравнениям системы (28) правило
дифференцирования произведения и запишем систе-
му в векторной форме (1), где

,

0001
(t)C(t)C10

01(t)L0
010(t)L

=B(t)

,

0000
(t)C(t)C00

00(t)L0
000(t)L

=A(t)

43

2

1

43

2

1

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

&&

&

&
     (29)

,

(t)u
(t)u
(t)i
(t)i

=x(t)

4

3

2

1

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

                   (30)

.

(t)i
)u(t,)u(t,(t)i

)i(t,
)i(t,(t)u

=x)f(t,
4433

22

11

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−

−

−

−

ϕϕ
ϕ

ϕ

      (31)

Матрица A(t)  является вырожденной и несиммет-
ричной, поэтому непосредственное применение гло-
бальной теоремы существования решений явных

дифференциальных уравнений вида y)F(t,=
dt
dy

 здесь
невозможно.
Спектральные проекторы (4), (11) строим по методике,
приведенной в работе [16] для стационарного пучка. В
данном случае проекторы задаются матрицами:
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,

0
(t)C
(t)C0

(t)C
(t)C(t)(t)CL

010
(t)C

(t)(t)LC
0000
0000

=(t)P

4

3
2
4

431

4

14
20

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
&

&

,

000
(t)C

(t)(t)LC

000
(t)C

(t)(t)LC

000
(t)L
(t)L

0001

=(t)P

4

13

4

14

2

1

21

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

&

&

,

0
(t)C
(t)C0

(t)C
(t)C

dt
d(t)L

0100

000
(t)L
(t)L

0001

=(t)P

4

3

4

3
1

2

1

2

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

Проверим условия теоремы для заданных матриц
A(t) , B(t)  и правой части x)f(t, . Если при достаточ-
но больших λ  неравенство

0(t))CC)((t)L(t)L( 4422 ≠++ && λλ
выполняется при любых T],[tt 0∈ , то оценка резоль-
венты (3) также выполняется. Необходимо, чтобы
функции (t)L2 , (t)C4  были отличны от нуля при
любых t .

Условие частичной спектральной согласованности
(13) матричного пучка (2) и правой части уравнения
(1) выполнено, причем 0N(t) ≡ :

.

(t)i
(t)C

(t)C(t)L

(t)i
(t)C

(t)C(t)L

(t)i
(t)L
(t)L
(t)i

=x)(t)f(t,(t)GP

4

31

4

41

2

1

1
21

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−

−

−

−

−

&

&

Следовательно, условие 01  теоремы выполнено. Для
проверки условия 02  теоремы необходимо, чтобы
нормы следующих матриц были ограничены малыми
константами:

,

000)i(t,
i(t)C

(t)C

000)i(t,
i

0000
0000

=x)(t,
x
f(t)(t)GP

1
1

1

4

3

1
1

11
20

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂−

ϕ

ϕ

.

000
(t)C

(t)(t)CL
dt
d

000(t)L
0000
0000

=(t))(t)A(t)P(G
dt
d

4

31

121
1

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
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(t)C
(t)(t)CL

dt
d

(t)C
(t)C1

C
(t)C(t)L

(t)(t)CL
(t)L

(t)C
10

(t)C
(t)C

dt
d

(t)C
(t)C

(t)L001
(t)L
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dt
d
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(t)L0
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1
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1

1000
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4
31

4
4

4
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1

44
3

4
3

1
2
1

2
1
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⎟
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⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
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⎛
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⎞
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−
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−

&&&
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,

0001

(t)C
(t)C
(t)C

dt
d(t)C(t)C0
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(t)C
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dt
d(t))C(t)C(t)(L

01(t)L
(t)L

(t)L(t)L(t)L

010(t)L
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4

4
3

43
2
1

4
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
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⎜
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⎜
⎜
⎜
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Матрицы G(t) , (t)G 1−  имеют следующий вид:

.

1
(t)C
(t)C0

(t)C
(t)C

dt
d(t)L

0000

001
(t)L
(t)L

0000

=(t)P

4

3

4

3
1

2

1

1

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
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Если матричный пучок (2) и правая часть уравнения
(1) достаточно гладкие, то для выполнения условия

03  теоремы достаточно потребовать равномерной по
t  липшицевости по x  от функций iϕ , 1..4=i .

Ниже приведен пример параметров рассматриваемой
схемы, для которых условия теоремы  выполняются.
Пусть

sin(t)1010=(t)L=(t)L 109
21

−− + Гн,

sin(t)1010=(t)C=(t)C 109
43

−− + Ф,

cos(0.01i)=i)(t,=i)(t, 21 ϕϕ Ом,

cos(0.01u)=u)(t,=u)(t, 43 ϕϕ Ом,

входные ток (t)i−  и напряжение (t)u −  — любые
достаточно гладкие функции.
Начальное условие (14) в данном случае будет иметь
следующий вид:

.uu=)(tu)(tu,ii=)(ti)(ti 4030040320100201 ++++

6. Выводы
Научная новизна данного исследования заключается
в разработке метода математического моделирования
переходных режимов нелинейных электрических це-
пей с нестационарными параметрами. Для достаточно
общего вида полученных систем нелинейных уравне-
ний указаны условия существования и единственно-
сти решения в заданном интервале времени. Результа-
ты применяются к расчету переходных режимов пере-
дающего четырехполюсника с нелинейными и неста-
ционарными элементами.
Практическая значимость. Результаты, полученные
в работе, можно использовать при анализе и синтезе
различных радиотехнических систем, что интересно
как само по себе, так и применительно к теории
управления.
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