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КОМПЬЮТЕРНЫЕ
НАУКИ

УДК 681.326:519.713

МЕТРИКА АЛГЕБРЫ ВЕКТОРНОЙ
ЛОГИКИ ДЛЯ КИБЕРНЕТИЧЕСКОГО
ПРОСТРАНСТВА

ХАХАНОВ В.И., МИЩЕНКО А.С., ВАРЕЦА В.В.

Предлагаются алгебраические структуры, определяющие
векторно-матричные преобразования в дискретном век-
торном булевом пространстве при анализе информации
на основе логических операций над ассоциативными дан-
ными.

1. Введение
Цель исследования заключается в существенном
уменьшении времени анализа ассоциативных струк-
тур данных за счет разработки метрики векторной
алгебры логики и параллельной реализации вектор-
ных операций в специализированном мультипроцес-
сорном устройстве.
Для достижения поставленной цели необходимо решить
следующие задачи: 1. Разработка сигнатуры, удовлетво-
ряющей системе аксиом, тождеств и законов для носи-
теля, представленного множеством ассоциативных век-
торов равной длины в логическом векторном простран-
стве. 2. Создание сигнатуры отношений для носителя,
представленного парой: ассоциативный вектор – ассоци-
ативная матрица. 3. Разработка сигнатуры преобразова-
ний для носителя, представленного парой ассоциатив-
ных матриц одинакового размера.
Источники: 1. Технологии параллельных вычислений
на основе специализированных мультипроцессорных
систем [1-2, 10, 11, 15]. 2. Алгебраические структу-
ры, ориентированные на создание математического
аппарата параллельных вычислений [3-4, 7-10]. 3.
Процесс-модели для решения задач реального време-
ни на основе эффективных параллельных вычислений
[5, 6, 11, 13].
2. Неарифметическая B-метрика векторного
измерения
Векторное дискретное логическое (булево) простран-
ство определяет взаимодействие объектов путем ис-
пользования трех аксиом (тождественности, симмет-
рии и треугольника), формирующих неарифметичес-
кую B-метрику векторного измерения:
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Вершины в транзитивном треугольнике (a,b,c) (рис.
1) есть векторы, идентифицирующие объекты в n-
мерном булевом B-пространстве, стороны треуголь-
ника d(a,b), d(b,c), d(a,c) есть расстояния между
вершинами, которые также представлены векторами
размерности n, где каждый разряд определен в том же
алфавите, что и координаты векторов-вершин.

Рис. 1. Треугольник векторного транзитивного замыка-
ния

Векторный транзитивный треугольник имеет полную
аналогию численному измерению расстояния в мет-
рическом M-пространстве, которое задается систе-
мой аксиом, определяющей взаимодействие одной,
двух и трех точек в любом пространстве:
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Специфика аксиомы метрического треугольника зак-
лючается в численном (скалярном) сравнении рас-
стояний трех объектов, когда интервальная неопреде-
ленность ответа – две стороны треугольника могут
быть больше либо равны третьей – малопригодна для
определения точной длины последней стороны. Уст-
ранить данный недостаток можно только в логичес-
ком векторном пространстве, которое может иметь
детерминированное представление о каждом пара-
метре состояния процесса или явления. Тогда числен-
ная неопределенность третьей стороны треугольника в
векторном логическом пространстве приобретает
форму точного двоичного вектора, который характе-
ризует расстояние между двумя объектами и вычис-
ляется на основе знания расстояний двух других
сторон треугольника: )c,a(d)c,b(d)b,a(d =⊕ .

Три аксиомы определения метрики избыточны, по
крайней мере для векторного пространства, где мож-
но использовать только одну-единственную – взаимо-
действие трех точек: 0)c,a(d)c,b(d)b,a(d =⊕⊕ . Из
данного закона следуют два тождества, определяю-
щие отношения для одной и двух точек пространства:
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Здесь также интересным представляется следующий
факт. Учитывая цикличность треугольника, по любым
двум известным смежным (инцидентным) компонен-
там можно вычислять третий. Это относится как к
состояниям или кодам вершин, так и к расстояниям
между ними:
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Изоморфизм теории множеств по отношению к алгеб-
ре логики позволяет также определить векторное тео-
ретико-множественное S-пространство, где аксиома
треугольника задается симметрической разностью ∆ ,
которая является аналогом операции xor в булевой
алгебре:

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

∩∪∩=
=

=
=↔∅=∀←∅=

===

=

)].c,b(d)b,a(d~[)]c,b(d~)b,a(d[∆
),c,a(d)c,b(d∆)b,a(d

);a,b(d)b,a(d
;ba)]d(i[)b,a(d

;n,1i),b∆a(b∆a)b,a(d

S
i

ii

Здесь ∆  – операция симметрической разности на
четырехзначном теоретико-множественном алфавите

}},1,0{x,1,0{α ∅==  представлена следующей таб-
лицей:
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При определении расстояния между двумя векторами
в S-пространстве используется симметрическая раз-
ность, которая изоморфна xor-операции в булевом B-
пространстве. Примеры вычисления расстояний меж-
ду векторами в обоих пространствах (S,B) приведены
ниже:
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Вектор, равный нулю (пустому множеству) по всем
координатам, означает полное совпадение результата
с запросом. Равно как и вектор, равный единице
(символу x) по всем разрядам, свидетельствует о
полной противоречивости результата запросу.
Количество градаций одной переменной может быть
конечным  и  кратным  степени  2 числом

}162,42{2α 42n ==→= , которое определяется

мощностью булеана на универсуме из n примитивов.
Иначе, симметрическая разность может существо-
вать только на замкнутом относительно теоретико-
множественных операций алфавите. Таким образом,
взаимодействие двух объектов в векторном логичес-
ком пространстве может иметь как двоичную, так и
многозначную детерминированную шкалу измерения
взаимодействия. Диаграмма Хассе от любого конеч-
ного числа примитивов (1,2,3,4, …) может быть спря-
тана в переменную логического вектора. Более того,
16 градаций, например, взаимодействия векторов на
четырех примитивах точно показывают не только сте-
пень близости по рассматриваемой переменной, но и
в чем именно они расходятся – по каким примитивам
или их сочетанию.
Векторная операция xor фактически сглаживает изме-
нения в двух кодах или векторах, что представляет
определенный интерес для создания цифровых филь-
тров. Если ее применить многократно, то можно полу-
чить двоичную пирамиду, где последняя вершина есть
всегда нулевой вектор. Таким образом, построенная
пирамида дает возможность за счет определенной
избыточности исправлять ошибки, возникающие в
процесс передачи информации.
Процедура свертки расстояний в целях проверки
ошибок передачи данных для числа векторов, равных
степени 2. 1) Вычислить все расстояния между двоич-
ными кодами, включая первый и последний   векторы,
в результате чего получается замкнутая геометричес-
кая фигура 0)1in(iaac 1iii =+→=⊕= + . 2) Вычис-
лить все расстояния между непересекающимися па-
рами  полученных на первом этапе кодов

n)1,2,3,...,(iaac 2i1-2ii =⊕= . 3) Повторять процедуру
2 до получения одного кода, равного нулю по всем
координатам. Процедура иллюстрируется следующи-
ми вычислениями:
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Аналогичные действия можно выполнить и для мно-
гозначных векторов, где, например, каждая коорди-
ната определена в четырехзначном теоретико-множе-
ственном алфавите, а процедура сводится к получе-
нию вектора пустых значений координат:
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Здесь происходит свертка замкнутого пространства к
одной точке (рис. 2) определенной по всем координа-
там символами пустого множества, путем вычисле-
ния расстояния между вектор-объектами, а затем –
расстояния между вектор-расстояниями. Иначе, сум-
ма по модулю всех векторов-расстояний, замкнутых
в цикл, равна пустому вектору:
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Но такая процедура имеет меньшую глубину диагно-
стирования ошибок – возможна фиксация неверного
разряда, в то время как по двоичному дереву сверты-
вания пространства имеется возможность повысить
глубину диагностирования до пары векторов.

Рис. 2. Свертка замкнутого пространства

Свертка пространства представляет интерес для мно-
гих практических задач: 1) Диагностирование и ис-
правление ошибок при передаче информации по кана-
лам связи. 2) Поиск дефектов в цифровых изделиях на
основе таблиц (функций) неисправностей. 3) Поиск
дефектов в цифровых изделиях на основе многознач-
ных таблиц (функций) неисправностей.
Сущность свертки пространства заложена в метрике
транзитивного треугольника, которую можно преоб-
разовать путем переноса правой части равенства в
левую:

0)c,a(d)c,b(d)b,a(d)c,a(d)c,b(d)b,a(d =⊕⊕→=⊕ .

Данное определение ставит во главу угла не элементы
множества, но отношения, что позволяет сократить
систему аксиом метрики с трех до одной и распрос-
транить ее действие на сколь угодно сложные конст-
рукции n-мерного пространства. Классическое зада-
ние метрики для определения взаимодействия одной,
двух и трех точек в векторном логическом простран-
стве  является частным случаем β -метрики при

1,2,3i =  соответственно:
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В частности, метрическое, функциональное и другие
виды пространств в сумме также дают ноль. Напри-
мер, фигура со сторонами 1, 2, 3, согласно всем
школьным учебникам, не есть треугольник, посколь-
ку три точки расположены на одной прямой (рис. 3).
Но аксиома транзитивного замыкания метрики ис-
пользует структуру, составленную из трех точек на
плоскости с различными координатами, которая строго
носит название треугольника. Тогда фигура со сторо-
нами 1, 2, 3, согласно определению метрики, есть в
чистом виде треугольник с двумя нулевыми углами и
третьим, равным 180 градусов, где полностью выпол-
няются условия для трех сторон: 321cba =+→≥+ .

Рис. 3. Метрический треугольник

3. Выводы
Информационное векторное логическое пространство
как подмножество метрического регулирует взаимо-
действие конечного числа объектов с помощью вве-
денных определений, аксиом тождественности, сим-
метрии и транзитивности треугольника. При этом пос-
леднее свойство вырождается в строгое равенство,
что дает возможность потенциально уменьшить на
треть объемы двоичной информации о взаимодей-
ствии объектов, благодаря свертке любого замкнуто-
го логического пространства в нуль-вектор.
Бэта-метрика векторно-логического пространства,
представленная нулевой суммой расстояний цикла
двоичных кодов, создает фундаментальную основу
для всех логических и ассоциативных задач синтеза и
анализа, связанных с поиском, распознаванием и
принятием решений.
На основе бэта-метрики и трех критериев качества
взаимодействия векторных логических объектов в
аналогичном пространстве создан бета-критерий, по-
зволяющий эффективно точно и адекватно оценивать
качество их взаимодействия при поиске, распознава-
нии и принятии решений путем вычисления xor-фун-
кции.
Алгебра векторной логики создает инфраструктуру
математического обслуживания векторного логичес-
кого пространства для решения практических задач
синтеза и анализа и состоит из трех компонентов:
векторной, векторно-матричной и матричной алгебра-
ических структур. Сигнатура алгебр задается стан-
дартным набором логических векторных операций
and, or, not, xor для определения взаимодействия
между совместимыми объектами из носителя, кото-
рые образуют двоичные n-мерные векторы и соизме-
римые по размерности матрицы.
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