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ñòðî èçìåíÿþùèõñÿ âî âðåìåíè.
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Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ñèíòåçà öèôðîâûõ ðåãóëÿòî-
ðîâ, ó÷èòûâàþùèé ñòðóêòóðíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìàòðè-
öó îáðàòíîé ñâÿçè. Ðàññìîòðåíà âîçìîæíîñòü ñóáîïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèìè îáúåêòàìè ñ
äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïåðåìåííûå ñî-
ñòîÿíèÿ.

Ââåäåíèå
Ìåòîäû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ëèíåéíûìè

ñèñòåìàìè ïðè êâàäðàòè÷íîì êðèòåðèè êà÷åñòâà è
çàäàííûõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ çà÷àñòóþ îñíîâàíû
íà ðåøåíèè äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè. Îäíà-
êî íà ïðàêòèêå òàêîé ïîäõîä íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
ýôôåêòèâíûì â ñèëó ñëåäóþùèõ ïðè÷èí:

– êàê ïðàâèëî, íå âñå ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ
ñèñòåìû äîñòóïíû íàáëþäåíèþ;

– îöåíêà íåäîñòàþùåé èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè
ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ íàáëþäàòåëÿ Ëþåíáåðãåðà èëè
ôèëüòðà Êàëìàíà ñóùåñòâåííî óñëîæíåíÿåò ðàñ÷åòû
íà êàæäîì òàêòå óïðàâëåíèÿ;

– ñèíòåç ìíîãîñâÿçíûõ ðåãóëÿòîðîâ òðåáóåò îï-
ðåäåëåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà îáðàòíûõ ñâÿçåé, çàäàþ-
ùèõ ñòðóêòóðó óïðàâëåíèÿ;

– ïðè îãðàíè÷åííîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î
ïàðàìåòðàõ îáúåêòà íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü àäàïòèâ-
íûå ìåòîäû îöåíèâàíèÿ, ÷òî, â ñî÷åòàíèè ñ òðóäîåì-
êîé ìíîãîøàãîâîé ïðîöåäóðîé ïîèñêà îïòèìàëüíûõ
óïðàâëåíèé, ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì âû÷èñëè-
òåëüíûì òðóäíîñòÿì;

– â ðÿäå ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ âîçíèêàåò íåîáõî-
äèìîñòü ñîáëþäåíèÿ ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèé íà
ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ.

Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàþò
âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íûì ôóíêöèîíà-
ëîì êà÷åñòâà, îïðåäåëÿÿ öåëåñîîáðàçíîñòü ñèíòåçà
ñóáîïòèìàëüíûõ öèôðîâûõ ðåãóëÿòîðîâ [1].

Íà ïðàêòèêå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü òàêîãî
ñèíòåçà äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ
ñèñòåì ïðè íàëè÷èè ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóðíûõ è ïà-
ðàìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé.
1. Ñóáîïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äåòåðìèíèðîâàííîé
ñèñòåìîé

Ðàññìîòðèì ìíîãîìåðíóþ äèñêðåòíóþ ñèñòåìó,
óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êîòîðîé ïðåäñòàâëåíû â âèäå

x(k+1)=Ax(k)+By(k);               (1)

u(k)=-Gx(k)=-GCy(k),              (2)
ãäå äëÿ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ, óïðàâëåíèÿ è âûõîäà
ïðèíèìàþòñÿ óñëîâèÿ

x(k)∈Rn,   u(k)∈Rm,   y(k)∈Rl,
à ìàòðèöû A, B, C è G èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàçìåðíîñòè.

Îïòèìàëüíûì áóäåì ñ÷èòàòü óïðàâëåíèå u*(k),
ìèíèìèçèðóþùåå íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå êâàäðà-
òè÷íûé ôóíêöèîíàë

J=∑[xT(k)Qx(k)]+uT(k)Ru(k)],          (3)
ãäå Q – ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà
ðàçìåðíîñòè (n×n); R – ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäå-
ëåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (m×m). Ïðåîáðàçóåì
óðàâíåíèå ñèñòåìû ê âèäó

x(k+1)=(A-BG)x(k).                (4)
Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó îáðàòíîé ñâÿçè G ñóììîé

ïîäìàòðèö G0 è G1, ãäå G0 – ïîäìàòðèöà, îòäåëüíûå
ýëåìåíòû g0ij êîòîðîé ñîäåðæàò ïðåäïèñàííûå ïîñòî-
ÿííûå çíà÷åíèÿ (îñòàëüíûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ íó-
ëåâûìè); G1 – ïîäìàòðèöà, îòäåëüíûå ýëåìåíòû g1ij
êîòîðîé ðàññ÷èòûâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèò-
ìîì îïòèìèçàöèè (îñòàëüíûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ
íóëåâûìè).

Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ (i, j), ñîîòâåòñòâóþùèõ íå-
íóëåâûì ýëåìåíòàì g1ij, îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Ω. Ïðè
ýòîì

g1ij=gij, åñëè (i,j)∈Ω; g1ij=0, åñëè (i,j)∉Ω;    (5)
g0ij=0, åñëè (i,j)∈Ω; g0ij=const, åñëè (i,j)∉Ω.  (6)

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå
K(G)=∑xT(k)[Q+GTRG]x(k),

ïðåäñòàâèì ôóíêöèîíàë (3) â âèäå
J=0,5tr[K(G)X(0)XT(0)],              (7)

òàê êàê äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö
     xT(k)Kx(k)=tr[kx(k)xT(k)].

Äëÿ îïòèìèçàöèè ñèñòåìû ñ èçâåñòíûìè ïàðàìåò-
ðàìè âìåñòî (7) öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ôóíê-
öèîíàë



54 ÐÈ, 1998, ¹ 2

J0=0,5tr[K(G)X0],                 (8)
ãäå X0 – êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà íà÷àëüíûõ
óñëîâèé x(0) ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì.

Îïðåäåëåíèå ìàòðèöû G, ñîîòâåòñòâóþùåé ìè-
íèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèîíàëà J0, ÿâëÿåòñÿ
çàäà÷åé íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ åå
ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì ãðàäèåíòíûé ìåòîä ñ êâàäðà-
òè÷íîé èíòåðïîëÿöèåé îöåíêè äëèíû øàãà [2]. Â
ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ôîðìèðóåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü Gi, äëÿ êîòîðîé

0,5tr[K(Gi+1)X0]<0,5tr[K(Gi)X0],
ãäå Gi – çíà÷åíèå ìàòðèöû G íà i-é èòåðàöèè. Íà
êàæäîì øàãå ïðåäëàãàåìîé ïðîöåäóðû äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé Gi îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíò

∇i=(RGi-BTK(Gi))LC-T
.               (9)

Çäåñü K(Gi) è L — ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàò-
ðè÷íûõ óðàâíåíèé
(A-BGi)TK(Gi)+K(Gi)(A-BGi)+Q+Gi

TRGi=0;  (10)
L(A-BGi)T+(A-BG)L+X0=0,            (11)

ó÷èòûâàþùèõ ñòðóêòóðíûå îãðàíè÷åíèÿ (5) è (6) íà
ìàòðèöó îáðàòíîé ñâÿçè G.

Ñôîðìèðóåì ìàòðèöó Fi, íåíóëåâûå ýëåìåíòû
êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò òåì ýëåìåíòàì ãðàäèåíòíîé
ìàòðèöû ∇i, äëÿ êîòîðûõ (i,J)∈Ω. Äëÿ Fi îïðåäåëèì
ìàòðèöó ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ Fiñ:

      Fiñ=Fi, åñëè i=k(ω+2), k=0,1,2,...r,
      Fiñ=FiλiFi-1, åñëè i≠k(ω+2),

ãäå λi=∑ƒj
2
k/∑ƒj

2
k0; ƒjk, ƒjk0 – ýëåìåíòû ìàòðèö Fi è Fi-1

ñîîòâåòñòâåííî; ω – ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ω.
Ìèíèìèçàöèþ ôóíêöèîíàëà J0 îñóùåñòâèì â

íàïðàâëåíèè ìàòðèöû Fic:
Gi+1=Gi-γiFic .                      (12)

Çäåñü γi – äëèíà øàãà ïîèñêà íà i-é èòåðàöèè. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû γi, ñóùåñòâåííî âëèÿþùåé íà
ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà, èñïîëüçóåì êâàäðàòè÷íóþ
èíòåðïîëÿöèþ ôóíêöèè J0(Gi-γiFic)=J0(i) ïî èçâåñ-
òíûì çíà÷åíèÿì J0(0) è J0(i-1). Ïðè ýòîì îïòèìàëü-
íîå çíà÷åíèå γi ñîñòàâèò:
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Îáîáùèì àëãîðèòì ïåðåñ÷åòà ìàòðèöû îáðàòíîé
ñâÿçè íà i-é èòåðàöèè. Ïóñòü çàäàíà ïîñòîÿííàÿ ÷àñòü
Gc îáùåé ìàòðèöû Gi. Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ gij, â ñîîòâåòñòâèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè ñòðóêòó-
ðû (5) è (6), òðåáóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíèòü
ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

1. Îïðåäåëåíèå ∇i, Fi, Fic .
2. Ïðîâåðêà íåðàâåíñòâà

|ƒjk|max<ε; j=1,2,...,m; k=1,2,...,r;        (14)
ε – ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Ïðè âûïîëíåíèè (14) âû÷èñëåíèÿ ïðåðûâàþòñÿ è
â êà÷åñòâå èñêîìûõ ýëåìåíòîâ gij âûáèðàþòñÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàòðèöû Gi-1. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé øàã àëãîðèòìà.

3. Îïðåäåëåíèå γi â ñîîòâåòñòâèè ñ (13).
4. Ïðîâåðêà íåðàâåíñòâà

J0(G-λiFic)<0.              (15)
Ïðè âûïîëíåíèè (15) ïðèíèìàåì γi:=0,5γi è

ïîâòîðÿåì øàã 4. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåõîäèì ê
ñëåäóþùåìó øàãó.

5. Îïðåäåëåíèå Gi+1 â ñîîòâåòñòâèè ñ (12) è
ïåðåõîä ê (i+1)-é èòåðàöèè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà âî ìíî-
ãî çàâèñèò îò óäà÷íîãî âûáîðà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé
G0 è λ0. Ïðè îòñóòñòâèè àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î
çàêîíå óïðàâëåíèÿ öåëåñîîáðàçíî ïðèíÿòü G0=0;
λ0=1. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå ïî
ðàññìîòðåííîìó àëãîðèòìó áåç îãðàíè÷åíèé íà ñòðóê-
òóðó ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿçè, ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì
ñîîòâåòñòâóþùåãî äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè.
2. Ñóáîïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé
ñèñòåìîé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñóáîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ñòîõàñòè÷åñêèì ëèíåéíûì îáúåêòîì, äèíàìèêà êî-
òîðîãî îïèñûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ARMA-
ìîäåëüþ âèäà

H0z(k)=A0u(k)+B0x(k-1)+e(k),         (16)
ãäå zT(k)=[yT(k); xT(k)], k-äèñêðåòíîå âðåìÿ; u(k) è
y(k) – çíà÷åíèÿ íà k-ì øàãå âåêòîðîâ óïðàâëåíèÿ è
âûõîäà ñîîòâåòñòâåííî; x(k) – âåêòîð ïåðåìåííûõ
ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà; e(k) – ñëó÷àéíàÿ âåêòîðíàÿ ñî-
ñòàâëÿþùàÿ ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Re=M{e(k)eT(k)}; H0, A0
è B0 – ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå âñå ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ
äîñòóïíû äëÿ èçìåðåíèÿ, íî ïî èíôîðìàöèè î
âõîäíîì è âûõîäíîì ñèãíàëàõ ïðîöåññà ìîæíî ïî-
ëó÷èòü îöåíêè ýòèõ ïåðåìåííûõ. Ýòî îáóñëîâëèâàåò
âîçìîæíîñòü ñèíòåçà öèôðîâîãî ðåãóëÿòîðà ñ îáðàò-
íîé ñâÿçüþ ïî ñîñòîÿíèþ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàð-
òíûõ òåêóùèõ èçìåðåíèé d(k)={u(k), y(k)}. Ïðè ýòîì
ñâÿçü ìåæäó x(k) è d(k) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
âûõîäà, êîòîðîå ìîæåò áûòü âûäåëåíî èç èñõîäíîé
ìîäåëè (16):

y(k)=D0x(k)+C0u(k),             (17)
ãäå D0, C0 – ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ.

Çà÷àñòóþ çàâèñèìîñòü x(k) îò d(k) ÿâëÿåòñÿ îäíî-
çíà÷íîé è îïðåäåëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíè-
ÿìè ìàòðèö D0 è C0. Â ýòîì ñëó÷àå ìîäåëü (1) ìîæåò
áûòü ñóùåñòâåííî óïðîùåíà è ïðèâåäåíà ê ñëåäóþ-
ùåìó âèäó:

x(k+1)=Ax(k)+Bu(k)+e(k),           (18)
ãäå A è B – ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ îáúåêòà, îïðåäåëåí-
íûå â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè (16) è (17).

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëè îáúåêòà ÿâëÿåòñÿ
óäîáíûì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà ñàìîíàñòðàèâà-
þùåãîñÿ öèôðîâîãî ðåãóëÿòîðà ïðè íàëè÷èè îãðàíè-
÷åíèé íà ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ. [3].

Â îòëè÷èå îò îïèñàííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå
äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà
ïðåäñòàâèì â âèäå

J(k)=M{xT(k+1)Qx(k+1)+uT(k)Ru(k)}       (19)
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ: uT(k)Ru(k)≤u2(k),

M {xT(k+1)Qx(k+1)}≤x2(k+1),
ãäå Q è R – ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå âåñîâûå
ìàòðèöû. Îïðåäåëåíèå âåêòîðà óïðàâëÿþùèõ âîç-
äåéñòâèé ñâåäåì ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè
minmaxL(k)=minmax{J(k)+λ(1,k)(uT(k)Ru(k)-u2(k))+

        u(k) λ(k) u(k) λ(k)

+λ(2,k)M{xT(k+1)Qx(k+1)-x2(k+1)}},     (20)
ãäå λ(1,k), λ(2,k) – íåîòðèöàòåëüíûå íåîïðåäåëåííûå
ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.
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Ñåäëîâîé òî÷êå ëàãðàíæèàíà L(k) ñîîòâåòñòâóåò
óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå

u*(k)=-(BT(1+λ(2,k))QB+(1+λ(1,k))R)1BT(1+
+λ(2,k))QAx(k),                    (21)

èëè, ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé,
Q(k+1)=(1+λ(2,k))Q; R(k)=(1+λ(1,k))R,

u*(k)=-(BTQ(k+1)B+R(k))-1BTQ(k+1)Ax(k),  (22)
ãäå ìàòðèöû êðèòåðèÿ Q(k+1) è R(k) ÿâëÿþòñÿ
ïåðåñòðàèâàåìûìè, ïðè÷åì èõ óòî÷íåíèå ïðîèçâî-
äèòñÿ â äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ êîíòóðàõ àäàïòàöèè.

Â ñëó÷àå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ A è B îáúåêòà
(18) àëãîðèòì íåîáõîäèìî äîïîëíèòü êîíòóðîì àäàï-
òèâíîé èäåíòèôèêàöèè, îñíîâàííîé íà ïðîöåäóðå
áàéåñîâñêîãî îöåíèâàíèÿ ìîìåíòîâ ôóíêöèè óñëîâ-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, êîñâåííî ñâÿçàí-
íûõ ñ èäåíòèôèöèðóåìûìè ìàòðèöàìè [4].

Àäàïòèâíûé ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûé àëãîðèòì óï-
ðàâëåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ïðèîáðåòàåò âèä

u*(k)=-BT(k)(1+λ(2,k)QB(k)+(1+λ(1,k)R)BT(k)(1+
λ(2,k))QA(k) *x(k),                (23)

λ(1,k+1)=λ(1,k)+λ(1,k)µ(1,k)u-2(k)(||u(k)||2R-u2(k)),
0<µ(1,k)<1,

λ(2,k+1)=λ(2,k)+λ(2,k)µ(2,k)x-2(k+1)(||A(k)x(k)+

+B(k)u*(k)||2Q-x2(k+1)), 0<µ(2,k)<1,
Àëãîðèòì (23) íåñëîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó-

÷àé, êîãäà ýíåðãåòè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ íàëîæåíû íà
êàæäóþ èç ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà x(i,k),
i=1,2,...,s è íà ïðèðàùåíèÿ óïðàâëåíèé u(j,k),j=1,2,...,
r, ò.å. u2(j,k)≤U2(j,k); A(k)x(k)+B(k)u(k))2=
x0

2(k+1)≤x2(k+1).
Ñôîðìèðóåì âåêòîðû îãðàíè÷åíèé

x(k+1)=(x(1,k+1), x(2,k+1), ..., x(s,k+1))T,
u(k)=(u(1,k),u(2,k), ..., u(r,k))T

è ëàãðàíæèàí
L0(k)=||A(k)x(k)+B(k)u(k)||2Q+||u(k)||2R+||A(k)x(k)+
+B(k)u(k)||2Λ2-||x(k+1)||2Λ2+||u(k)||2Λ1-||u(k)||2Λ1,   (24)
ãäå Λ2 è Λ2 – (sxs) è (rxr) – äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû
íåîòðèöàòåëüíûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ è íàñòðîé-
êè ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà âîñïîëüçóåìñÿ ïðîöåäóðîé
Ýððîó-Ãóðâèöà-Óäçàâû. Ïðè ýòîì
u*(k)=-(BT(k)(1+Λ(2,k))B(k)+R+Λ(1,k))-1BT(k)(Q+

+Λk(2,k))A(k)x(k),
λ(1,k+1,j)=λ(1,k,j)+λ(1,k,j)µ(1,k,j)u-2(j,k)(||u0(j,k)*

*||2R-u2(j,k)), 0<µ(1,k,j)<1,              (25)
λ(2,k+1)=λ(2,k,τ)+λ(2,k)µ(2,k)x-2(k+1)(||A(k)x(k)+

+B(k)∆u*(k)||2Q-x2(k+1)), 0<µ(2,k)<1.
Êàê âèäíî, â àëãîðèòìå (25) ïåðåñòðàèâàþòñÿ âñå

ýëåìåíòû âåñîâûõ ìàòðèö Q è R.
Â ðÿäå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ íåîáõîäèìî êîíòðîëè-

ðîâàòü íå ýíåðãåòèêó ñèãíàëîâ, çàäàâàåìóþ êâàäðà-
òè÷íûìè íåðàâåíñòâàìè, à ñîáëþäåíèå ïîçèöèîí-
íûõ îãðàíè÷åíèé âèäà

umin≤u(k)≤umax(umin(j)≤u(j,k)≤umax(j),
xmin≤A(k)x(k)+B(k)u(k)≤xmax,
(xmin≤x0(k+1)≤xmax, xmin(τ)≤x0(k+1)≤xmax).
Òîãäà, ôîðìèðóÿ ëàãðàíæèàí

L0(k)=||A(k)x(k)+B(k)u(k)||2Q+||u(k)||2R+Λ1
T(umin-

-u(k))+Λ2
T(u(k)-umax)+Λ3

T(xmin-A(k)x(k)-B(k)u(k))+
+Λ4

T*A(k)x(k)+B(k)u(k)-xmax) (çäåñü Λ1-Λ4 – âåê-
òîðû íàñòðàèâàåìûõ ìíîæèòåëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàçìåðíîñòåé) è îïòèìèçèðóÿ åãî ïî u(k), Λ(i,k), i=1,
2, 3, 4, ïîëó÷àåì àëãîðèòì âèäà

u*(k)=-(BT(k)QB(k)+R)-1(BT(k)(QA(k)x(k)+0.5(Λ*
*(4,k)-Λ(3,k)))+0.5(Λ(2,k)-Λ(1,k))),
Λ(1,k+1)=[Λ(1,k)+µ(1,k)(umin-u0(k))],
Λ(2,k+1)=[Λ(2,k)+µ(2,k)(u*(k)-umax)],          (26)
Λ(3,k+1)=[Λ(3,k)+µ(3,k)(xmin-A(k)x(k)-B(k)u*(k))],
Λ(4,k+1)=[Λ(4,k)+µ(4,k)(A(k)x(k)-B(k)u*(k)-xmax)],

ãäå [Λ]=max{0, Λ} ïîêîìïîíåíòíî.
Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ðåãóëèðîâàíèå ìàòðèö

Q è R â äîïîëíèòåëüíûõ êîíòóðàõ àäàïòàöèè àíàëî-
ãè÷íî ñìåíå ðåãóëÿòîðîâ íà êàæäîì òàêòå óïðàâëå-
íèÿ. Ýòî óëó÷øàåò óñëîâèÿ ðàáîòû èäåíòèôèêàòîðîâ
è óñòðàíÿåò íåîáõîäèìîñòü ïîäà÷è â êàíàë óïðàâëå-
íèÿ ïðîáíûõ âîçìóùåíèé.

Â ðÿäå çàäà÷ îãðàíè÷åíèÿ íà ôàçîâûå ïåðåìåííûå
ìîãóò çàäàâàòüñÿ â âèäå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
íàïðèìåð, M{Fx(k+1)}=f, ãäå F-(sxs) – ìàòðèöà, f –
(sx1) – âåêòîð.

Ïðè ñèíòåçå ðåãóëÿòîðà ñ íóëåâîé ìàòðèöåé Q
ðàññìîòðåííîãî ðàíåå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà íåîáõî-
äèìî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèòü ñåäëîâóþ òî÷êó
ëàãðàíæèàíà

L(k)=M{uTR(k)u(k)+ΛT(Fx(k+1)-f)},      (27)
ãäå Λ-(s*1) – âåêòîð íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà.

Ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé Êóíà-Òàêåðà:

∇(u(k))L(k)=2R(k)u(k)+BTFTΛ=0,
∇(Λ(k))L(k)=FAx(k)+FBu(k)-f=0.

Çàêîí óïðàâëåíèÿ ïðè ýòîì èìååò âèä
u*(k)=-R-1(k)BTFT(FBR-1(k)BTFT)-1(FAx(k)-f).   (28)

Ýòà çàâèñèìîñòü ïðèîáðåòàåò ÿñíûé ôèçè÷åñêèé
ñìûñë ïðè åäèíè÷íîé ìàòðèöå F. Â ýòîì ñëó÷àå
òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü ñîâïàäåíèå (èëè ìàêñèìàëü-
íóþ áëèçîñòü) êîìïîíåíò âåêòîðà ñîñòîÿíèé x(i,k+1)
ñ êîìïîíåíòàìè âíåøíåãî çàäàþùåãî ñèãíàëà  f(i)
ïðè ìèíèìóìå ýíåðãåòè÷åñêèõ çàòðàò íà óïðàâëåíèå.

Ïðè ýòîì
u*(k)=-R-1(k)BT(BR-1BT)-1(ax(k)-f),         (29)

 èëè (â àäàïòèâíîì âàðèàíòå)
u*(k)=-R-1(k)BT(k)(B(k)R-1BT(k))-1(A(k)x(k)-f).   (30)

Î÷åâèäíî, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (30) ñîâïàäàåò
ñ èçâåñòíûì àäàïòèâíûì ðåãóëÿòîðîì ñ ìèíèìàëü-
íîé äèñïåðñèåé [1].

È, íàêîíåö, åñëè F ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð-
ñòðîêó, ò.å.

M{ F(i)x(i,k +1)}= f,
S

i =
∑

1
 òî

u*(k)=-(R-1(k)BTFT(FA(k)x(k)-f))/
/(FB(k)R-1(k)BT(k)*FT),              (31)

èëè (â àäàïòèâíîì âàðèàíòå)
u*(k)=-(R-1(k)BT(k)FT(FA(k)x(k)-f))/(FB(k)R-1*

*(k)BT(k)FT).                     (32)
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Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò îñóùåñòâèòü

ñóáîïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ëèíåéíûìè ñèñòåìàìè
ïðè íàëè÷èè ðàçëè÷íûõ òèïîâ îãðàíè÷åíèé. Â ñëó÷àå
äåòåðìèíèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ ñèíòåçèðóåìûé
ðåãóëÿòîð ìîæåò ó÷èòûâàòü ñïåöèôè÷åñêèå òðåáîâà-
íèÿ ê ñòðóêòóðå ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿçè. Ïðè ýòîì
èñïîëüçóþòñÿ ëèøü êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ
ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü
àëãîðèòìû îïòèìèçàöèè è äëÿ ñèñòåì âûñîêîãî
ïîðÿäêà. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ, ïðåäëî-
æåííûõ äëÿ ñóáîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñòîõàñòè-
÷åñêèìè îáúåêòàìè, òðåáóåò íåçíà÷èòåëüíîãî óñëîæ-
íåíèÿ ñòàíäàðòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð. Îä-
íàêî ó÷åò ïàðàìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé, õàðàêòåð-
íûõ äëÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, ñóùå-
ñòâåííî ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ñèíòå-
çèðîâàííûõ ðåãóëÿòîðîâ.
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ÌÅÒÎÄ ÈÇÌÅÐÅÍÈß ×ÀÑÒÎÒÛ

ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÃÍÀËÎÂ,

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÉ ÏÎ ÌÈÍÈÌÓÌÓ

ÑÐÅÄÍÅÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ

ÎÒÊËÎÍÅÍÈß

×ÈÍÊÎÂ Â.Í., ßÊÎÂËÅÂ Ì.Þ.

Ðàññìîòðåí îïòèìàëüíûé ïî ïîìåõîçàùèùåííîñòè
ìåòîä èçìåðåíèÿ ÷àñòîòû ãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ, îñ-
íîâàííûé íà öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëà ïî êðèòåðèþ
ìèíèìóìà ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ. Îí
ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü âðåìÿ èçìåðåíèÿ, èñêëþ÷èòü îäíó
èç äîìèíèðóþùèõ ñîñòàâëÿþùèõ èíñòðóìåíòàëüíîé
ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ è ïîâûñèòü óíèâåðñàëüíîñòü
ñîçäàâàåìûõ ÷àñòîòîìåðîâ. Ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû öèô-
ðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëà è ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ öèôðî-
âîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ÷àñòîòîìåðà. Ïðîâåäåíû îöåíêè
ïîìåõîçàùèùåííîñòè ïîëó÷åííîãî ìåòîäà è ìåòîäè-
÷åñêîé ïîãðåøíîñòè, à òàêæå åãî ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç
ñ èçâåñòíûìè ìåòîäàìè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ïåðñïåêòèâíûõ ðàçðàáîòêàõ
â îáëàñòè ÷àñòîòíî-âðåìåííûõ èçìåðåíèé ïðåäïî÷-
òåíèå âñå áîëüøå îòäàþò ýëåêòðîííî-ñ÷åòíûì ÷àñòî-
òîìåðàì, îñíîâàííûì íà ìåòîäå ïîñëåäîâàòåëüíîãî
èëè äèñêðåòíîãî ñ÷åòà [1]. Òàêèå ÷àñòîòîìåðû îáëà-
äàþò íàèáîëåå âûñîêèìè ìåòðîëîãè÷åñêèìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè, íî èõ ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì ÿâ-
ëÿåòñÿ íèçêàÿ ïîìåõîçàùèùåííîñòü. Îíà îáóñëîâëå-
íà èñïîëüçóåìûì â íèõ ìåòîäîì èçìåðåíèÿ, ñîäåð-
æàùèì îïåðàöèþ âûäåëåíèÿ ìîìåíòîâ ïåðåõîäà
ñèãíàëà ÷åðåç ôèêñèðîâàííûé óðîâåíü, ÷àùå âñåãî
÷åðåç íóëü. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè íàëè÷èè ïîìåõ â
ñèãíàëå èëè â òðàêòå èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà âîçíè-
êàåò äîïîëíèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòà èçìå-
ðåíèÿ, êîòîðàÿ îáúÿñíÿåòñÿ ñìåùåíèåì èëè ïîÿâëå-
íèåì ïîáî÷íûõ (“ïàðàçèòíûõ”) ìîìåíòîâ ïåðåõîäà
ñèãíàëîâ ÷åðåç íóëü. Äëÿ ïîâûøåíèÿ ïîìåõîçàùè-
ùåííîñòè ýëåêòðîííî-ñ÷åòíûõ ÷àñòîòîìåðîâ â íèõ
ïðèìåíÿþò âõîäíûå ôèëüòðû ëèáî ïðîâîäÿò ñòàòè-
ñòè÷åñêóþ îáðàáîòêó ìíîãîêðàòíûõ íàáëþäåíèé.

Íî è òîò è äðóãîé ïóòü çàìåòíî óâåëè÷èâàþò âðåìÿ
èçìåðåíèé, ÷òî îñîáåííî ñóùåñòâåííî äëÿ íèçêèõ è
èíôðàíèçêèõ ÷àñòîò, ãäå äàæå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ
èçìåðåíèé, ðàâíîå îäíîìó-äâóì ïåðèîäàì, ìîæåò
îêàçàòüñÿ íåäîïóñòèìî áîëüøèì.

Ïîâûøàþò îïåðàòèâíîñòü èçìåðåíèÿ ÷àñòîòû ìå-
òîäû, îñíîâàííûå íà ïîëó÷åíèè íåñêîëüêèõ (äâóõ-
òðåõ) îòñ÷åòîâ ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé ãàðìîíè÷åñêîãî
ñèãíàëà è èõ ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêå [2]. Ê ñîæàëå-
íèþ, îíè òàêæå èìåþò íèçêóþ ïîìåõîçàùèùåííîñòü
è áîëüøèå èíñòðóìåíòàëüíûå ïîãðåøíîñòè.

Îïòèìàëüíûé ìåòîä äîëæåí îáåñïå÷èâàòü âûñî-
êóþ ïîìåõîçàùèùåííîñòü ïðè çàäàííîì âðåìåíè
èçìåðåíèÿ. Ýòîãî ìîæíî äîñòèãíóòü ìàêñèìàëüíûì
èñïîëüçîâàíèåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèãíà-
ëà (â äàííîì ñëó÷àå ÷àñòîòû) âñåé ñîäåðæàùåéñÿ â
íåì èíôîðìàöèè, ò.å. âñåõ íåêîððåëèðîâàííûõ îò-
ñ÷åòîâ ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé ñèãíàëà. Òàêîé ìåòîä
îáåñïå÷èò è ìàêñèìàëüíóþ îïåðàòèâíîñòü – íàè-
ìåíüøåå âðåìÿ èçìåðåíèÿ ïðè çàäàííîé ïîìåõîçà-
ùèùåííîñòè.

Îäíèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ÷àñòî-
òû ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà, îñíîâàííûé íà êðèòå-
ðèè ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ (ÑÊÎ).

Äëÿ àääèòèâíîé ãàóññîâîé ïîìåõè, íåêîððåëèðî-
âàííîé ñ ñèãíàëîì, èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ìåòîäà
ïðèâîäèò ê ìèíèìóìó äèñïåðñèè îöåíêè ïðè çàäàí-
íîì óðîâíå ïîìåõè è, ñëåäîâàòåëüíî, îáåñïå÷èâàåò
âûñîêóþ ïîìåõîçàùèùåííîñòü â ðåçóëüòàòå ïðèìå-
íåíèÿ ïðè ôîðìèðîâàíèè îöåíêè ïàðàìåòðîâ âñåõ
íåêîððåëèðîâàííûõ ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé ñèãíàëà
íà âðåìåííîì èíòåðâàëå èçìåðåíèÿ. Ýòîò âðåìåííîé
èíòåðâàë, â îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ ìåòîäîâ, ìîæåò
áûòü íå êðàòíûì ïåðèîäó ñèãíàëà è äàæå ìåíüøå
ïåðèîäà. Êðîìå òîãî, â ïðåäëàãàåìîì ìåòîäå èçìåðå-
íèÿ îòñóòñòâóåò îïåðàöèÿ âûäåëåíèÿ ïåðèîäà ñèãíà-
ëà, ÷òî ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü îäíó èç äîìèíèðóþùèõ
ñîñòàâëÿþùèõ èíñòðóìåíòàëüíîé ïîãðåøíîñòè èç-
ìåðåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äðóãèõ âèäîâ ïîìåõ ïðåäëàãà-
åìûé ìåòîä íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Îäíàêî åñëè
ïîìåõà âûñîêî÷àñòîòíà, òî çà ñ÷åò ôèëüòðàöèè ïðè
èíòåãðèðîâàíèè îíà â òîé èëè èíîé ñòåïåíè áóäåò
ïîäàâëÿòüñÿ.


