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АППРОКСИМАЦИЯ МНОГОМЕРНЫХ ФУНКЦИЙ 
С ПОМОЩЬЮ НЕЙРОННОЙ СЕТИ СМАС

1. Введение
Искусственная нейронная сеть (ИНС) СМАС, 

предложенная Дж. Альбусом [1] для управления ро­
ботом-манипулятором. хорошо зарекомендовала се­
ря при решении.задач управления, идентификации, 
кодирования. обработки и сжатия изображений, т. е. 
задач, в которых используется аппроксимация ка­
ких-либо функций. В данных задачах размерность 
рассматриваемых пространств обычно не превыша­
ла трех. В свою очередь задача аппроксимации су­
щественно усложняется с увеличением размерности 
решаемой задачи.

Целью данной работы является изучеяие различ­
ных архитектур СМАС, ..позволяющих эффективно 
решить задачу аппроксимации нелинейных функ­
ції и болі.шоп размерности.

2. Архитектура сети СМАС
Сеть СМАС. пример которой приведен на рис. 1, 

в общем случае осуществляет следующие преобра­
зования:

(1J

(2) 
где Y — А-мерное пространство непрерывных вход­
ных сигналов; -1 — и-мерное пространство ассоциа­
ции; у - вектор выходных сигналив.

Преобразование (1) соответствует кодированию 
информации

a-S{x], (3)

а преобразование (2) — вычислению выходного 
сигнала.

Входной слой состоит из нейронов (возбужден­
ные нейроны отмечены на рис. 1 темным цветом). 

имеющих, как правило, одинаковые базисные (ак­
тивационные) функции (БФ). В традиционной.сети 
СМАС БФ выбраны прямоугольными с единичной 
амплитудой, поэтому в данной сети преобразование 
(2) осуществляется в соответствии с формулой:

у ~Р{ а) = а тw - S(x)т я?. (4)

Таким образом, сеть СМАС работает по принципу1 
ассоциативной памяти. Ассоциативные свойства 
СМАС проявляются в используемом виде адресации. 
Основанном на специальном кодировании вх'одной 
информации. Максимальное количество ассоциатив­
ных нейронов — ячеек памяти для хранения весовой 
информации — можно ипредолпть по формуле:

^ЩНХ
(/?-1 .

р—+1
I р

где R — используемое число уровней квантования 
входных сигналов; р — число ступеней, квантования: 
.'V — размерность входного вектора /г, ]♦[ означает 
о круглели е в сторону ближайшего большего целого 
числа.

Обучение сети СМАС, как практически л всех 
других І1НС, заключается в вистрпйке вектора ее ве­
совых параметров ш размерности п х 1. В традицион­
ном СМАС [1,2] на каждом такте обучения сети 
предъявляются обучающие пары {.г (7с), у (к)), тде 
!/(/>) — значение фуикпщц соответствующее х(/с). 
и корректируются лишь те ее р весов, которые соот­
ветствуют единичным компонентам вектора ассоци­
аций для данного вектора х(к). При этом правило обу - 
чения для всех і, j, для которых а,(к) а (к) = I. 
имеет вид:

(6)

где уе(0. 1| — параметр, влияющий па скорость 
обучения.

3. Выбор базисных функций
Выбор БФ играет важную роль в формировании 

аппроксимирующих свойств сети СМАС. Как было 
отмечено выше, традиционная сеть СМАС использу­
ет БФ прямоугольной формы, однако в некоторых 
задачах такой выбор является неэффективным, 
а в ряде случаев и неприемлемым. Если в сети по­
пользуются нейроны с базисными функциями, от­
личными от прямоугольной, то преобразование (4) 
принимает вид
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У = атФ(х)іи, (7)

где Ф(х) =

ФДх) 0 ...О'
0 Ф2(х) - о

•

0 0 6 ФДг)

,v
ФДя) =П<Ру(жА Фу (■Я;) ~ значение выбранной ба- 

?=1
знсной функции В точке Zf.

При выборе БФ прямоугольной формы вычисли­
тельные затраты будут минимальными, так как во 
входном слое сети вместо вычисления значений, 
функций активации для каждого возбужденного 
нейрона достаточно определить какие нейроны воз­
буждены и подать на их выходы сигнал, равный еди­
нице. Скорость обучения сети, при выборе базисных 
функций прямоугольной формы будет максималь­
ной. Существенным также является тот факт, что 
в сети СМАС с БФ прямоугольной формы схема ко­
дирования информации не влияет на точность ап­
проксимации, т. е. любая схема кодирования являет­
ся приемлемой [3]. Однако сети с единичными БФ. 
помимо невысокой точности осуществляемой кусоч­
но-постоянной аппроксимации. обладают еще одним 
недостатком: данные сети не применимы в случаях, 
когда требуется дифференцирование БФ.

Существует целый класс монотонно дифферен­
цируемых БФ, ллшенных данного недостатка. Так, 
в работах [3, 4] предложено в качестве базисных 
применять гауссовские функции, а в [6] — В-сплап- 
ны различных порядков, основным достоинством 
которых, помимо дифференцируемости на всей об­
ласти определения. ,чвляется простота вычисления 
их производных. Однако в [3] отмечено, что данные 
БФ имеют вблизи границы области квантования 
(зоны чувствительности нейрона входного слоя) 
сравнительно небольшие значения, что негативно 
сказывается на результатах аппроксимации, н для 
избежания указанного недостатка в качестве базис­
ных рекомендуется использование тригонометри­
ческих функций, например, косинусоидальной 

ф(г) =•

( х-тД
cosl л—-— 1. нри х є

Г А А1
т —; и? 4—

2 2
0, в противном случае,

(8)

где т — центр гиперкуба, X — длина гиперкуба.
Она также позволяет легко вычислять производ­

ные произвольных порядков и равна нулю на грани­
цах области определения.

Еще более простыми и в то же время эффектив­
ными являются, на наш взгляд, БФ параболической 
формы. Параболические БФ имеют форму, близкую 
к тригонометрическим, и позволяют легко вычис­
лять значение производной, но прв этом обладают 

еще большей крутизной роста вблизи границ области 
квантования и требуют значительно меньших вы­
числительных затрат при их реализации. БФ пара­
болической формы и их, производная имеют соответ­
ственно вид:

Ф(х)=*
. х-т,1- 2-------

I X

2 г

, при х е т —X , X —; т 4- — 
2 (9)

О, в противном случае.

, {х-т} .....Ф'(х)=“4А-------(10)
X

Здесь приняты те же обозначения, что и в (8).
Следует отметить, что выбор БФ, отличных от 

прямоугольных, приводит к изменению алгоритма 
обучения (6), который в этом случае может быть за­
писан так:

w(k + і) =

. І и(к}-аТ(к)Ф(х)и.'(к) . , .^(/с)+ї(/с)- ^Ф(х)а{к] (И)

где у{к) — некоторый, в общем случае переменный, 
параметр.

Свойства алгоритма (11) в значительной степени 
зависят от выбора у(/г). Несложно показать, что опти­
мальное значенце этого параметра, обеспечивающее 
максимальную скорость обучения при отсутствии 
помех, будет равно единице. Для обеспечения же 
сходимости алгоритма (11) прп наличии помех из­
мерений параметр у(к) должен удовлетворять усло­
виям Дворецкого. В частности, достаточно эффек­
тивным оказывается выбор у(А') вида

7<Л) = 7°‘'. (12)

где у(А-) є(0. 1): 0<а «1

4. Проблемы аппроксимации 
многомерных функции сетью СМАС

Как можно видеть из формулы (5), с ростом раз­
мерности пространства входных переменных .Vобъ­
ем памяти, требуемый для хранения информации 
о весах, растет экспоненциально. Ограниченные 
размеры памяти сужают сферу применения СМАС 
в реальных приложениях. Кроме того, увеличение 
размерности N приводит к возрастанию сложности 
кодирования информации.

Одним из известных способов решения данной 
проблемы является хеширование, заключающееся 
в отображении большой требуемой памяти в мень­
шую. физически реализуемую. Однако при этом ве- 
взбежво возникает проблема хеш-коллизии, заклю­
чающихся, в появлении нежелательной корреляции 
между входными сигналами, весьма отрицательно 
сказывающихся на аппроксимирующих свойствах 
сети [7].
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В качестве более эффективного способа умень­
шения объема требуемой памяти в сети СМЛС при 
работе с многомерными объектами в [4] предлагает­
ся построение иерархической структуры СМ АС 
(Hierarchical СМЛС — НСМАС), состоящей из не­
скольких более простых модулей, например, дву­
мерных СМАС. На рис. 2 приведена наименьшая то­
пология НСМАС, упитывающая, что каждая СМ АС 
содержит два входа и выходной сигнал СМАС перво­
го слоя является входным сигналом для СМАС вто­
рого слоя и т. д. Архитектура НСМ АС может быть со­
ответственно расширена с использованием данной 
топологии бинарного дерева.

На рис. 2 использованы следующие обозначения: 
j, (i = 1,2,..., JV) — і-й вход нейронной сетп НСМАС; 
0 - 1. 2... п: 1= 1.2......L) — выходу-го СМАС слоя I:
п — число сетей СМАС в слое I: у(х) — выходной сиг­
нал НСМАС для входного сигнала х.

Если выбранные БФ дифференцируемы, то для 
обучения данной сети (пастройки ее параметров) 
может быть применен алгоритм обратного распрос­
транения ошибки, когда вначале настраиваются па­
раметры СМАС выходного слоя L. а затем ошибка 
распространяется в обратном направлении от L-ro 
слоя к (L - 1)-му скрытому слою для настройки па­
раметров СМАС (L ~ I )-го слоя и т. д. При этом в ка­
честве щи-ишпзпруемого параметра выбирается 
квадратичный функционал ошибки

£=7(У^)-УиО2» (,3)

где у(х). у[х) — требуемый н реальный выходные 
сигналы НСМАС для входного сигнала х соответ­
ственно.

Таким образом, обобщенная процедура настрой­
ки сетп может быть записана, так.

1) Настройка СМАС выходного слоя — практи­
чески ничем не отличается от настройки обычной 

двухвходовой СМАС, например по алгоритму (11), за 
исключением того, что входными для данного слоя 
являются выходные сигналы предыдущего слоя.

2) Настройка сетей СМАС скрытых слоев по 
правилу

• (А* + 0 = (А) + Y • /2( (У1) “1/]л /2( 1 >) *

Л^-ФО/W).

ЄУІ, 
(14)

где

'tt'hi

b=2]h/2[

дФ, (ylh) 

fy'h

(15) 
Л = 1.2 п; wlhl — значение веса в г-й ячейке памяти 
СМАС^ слоя L

Данная процедура повторяется до тех пор., пока 
не будет достигнуто требуемое значенні? критерия 
ошибки либо заданное максимальное число итера­
ций обучения.

Известные проблемы. сопутствующие реализа­
ции алгоритма обратного распространения ошибки, 
црп исследовании многомерных функций могут 
быть исключены при использовании другого подхо­
да — применения Low-Dimensional-CM AC-Based 
сетей (LDB СМАС), предложенных в (8]. Пример 
структуры LDB СМАС сети показан на рис. 3, где 
т — число СМАС. Л’ — число входных переменных.

В основе данной структуры лежит множество ма­
лоразмерных (базовых) сетей СМАС (например, 
двумерных), па которые подаются все возможные 
парные комбинации входных сигналов. Взвешен- 
ные весами 3t (/ = 1.2....,/??.) выходы этих СМЛС фор­
мируют общий выход сети

(16)

*3 ^-1 ЪЛ2

Ряс. 2. Топологическая структура нейронной сети НСМАС

где yt(x) — выходноезначение 1-й сети 
СМАС; zt — вес соответствующего вы­
хода г/Дх) (г = L 2...., т].

Дан пая архитектура дает возмож­
ность создания и неполных структур, 
в которых участвуют не все возможные 
комбинации пар входных переменных, 
а лишь часть их.

Процедура обучения сети LDB 
СМ АС состоит в следующем:

I) Настройка весов zit например, по 
алгоритму

3tfc+D=?.(M+^ (К)

гдеУ(А;) = (y\(k),y2(k), ....ут1к)) - век­
тор выходов базовых сетей СМАС.
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Рис. 3- Структура сети LDB СМАС

2) Настройка, параметров базовых сетей СМАС, 
(і = 1, 2..... т) по правилу

w{k+1) =w(k) + (18)

Следует отметить, что данная структура не явля­
ется иерархической. что позволяет применять гради­
ентный метод обучения при выборе БФ любой фор­
мы. включая прямоугольную.

5. Экспериментальные исследования
Исследования производились на ПК с процессо­

ром Intel Pentium 4 3,.2 GHz в среде Mat Lab 7.0 под 
ОС Linux 2.6.19.

Все исследуемые базовые сети СМАС использо­
вали R = 50 уровней квантования, распределенных 
по р = 10 ступеням квавтованця. Двумерная сеть 
СМАС с такими характеристиками требует350 ячеек 
памяти. Общение сети осуществлялось на выборке 
из 20 000 случайных точек, равномерно распреде­
ленных на интервале [-1; і].

Рассматривалась задача аппроксимации нели­
нейной четырехмерной, функция F\xv т2, ,г4)

F(xt. лг2,х3, т4) =
=.Г] +.«іп(дг1 )-cos(n.r2)x 

xsin(rcr3)-(sin(xr4)2-1). (19)

Сечение данной функции 
при х2 - Л’з = 0,25. т. е.

, Хо) = F{z,. 0.25.0.25, х41.

Вид базисных 
функцил

Единичные
Парабол п ческие

показано на рис. 4. Тригиночетрпчоскш,

Рис. 4. Вид исходной функции Дхр 0.25, 0,25, z4)

Рис. 5. .Аппроксимация сетью СЭДАС 
с параболическими БФ без нормализации

Для оценки эффективности работы,сетей исполь­
зовались следующие параметры;

1. Время вычислении в секундах — У;
2. Средняя квадратичная ошибка:

Гй ”
д*))2

MSE=-^--------------------- ,
м

где М — количество экспериментов.
Эксперимент 1. Целью данного эксперимента 

было исследован ле выбора различных БФ п норма­
лизаций.

Некоторые результаты вычислений при отсутст­
вии и наличии того пли иного вида нормализации 
приведены в табл. 1 и на рис. 5 7. Здесь приняты 
следующие сокращения.- БИ — без нормализации.

__  ____ Таблица 1
БН нчп II ГК НЧП+НГК

AtSE, 
W3 т,е

MSE, 
10’3 Т,е MSE,

ДО-3 Т,с
MSE, 
to'3

2.55 0,8492 2.76 203.06 2,8 3.7192 2 94 3.8069
2,58 0.5479 2,84 201.31 2.83 3,1207 3,07 3.4224
2.62 0.7038 2.93 200.69 2.84 3.1259 3,09 3.0222

Рис. 6. Аппроксимация сетью СМАС 
с единичными БФ

и нормализацией по частным переменным

И
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Рис. 7. Аппроксимация сетью СМАС 
с тригонометрическими БФ с нормализацией 

по частным переменным в по гиперкубам

Рис. 8. Аппроксимация функции 
/■(гр 0,2... 0.3. 0.2... 0.3. х^} 

сетью НСМАС с параболическими БФ

11 ЧП — использовались нормализация по частным 
входным переменным. НГК — нормализация цо вы­
численным значениям гиперкубов и Н.ЧП+НГК — 
мсдользованпе обоих видов нормализации.

Очевидно, что нормализация позволяет получать 
более сглаженные результаты, но при этом значи­
тельно ухудшает обучаемость сети. Принципиаль­
ной разницы в используемых БФ нет, по крайней 
мере, в случае применения подобной вычислитель- 

(г3. х$); LDB3 — LDB СМ АС, состоящая из трех се­
тей СМ АС со входами (Х|. х2), (;гР х/, (х3. х±).

Для аппроксимации такой функции обычной че- 
тырехмориой СМ АС согласно формуле (5) потребо­
валось бы 12 119 ячеек памяти. Как видно из табл. 2. 
данные методы позволяют сократить объем требуе­
мой СМАС памяти для хранения весовых коэффи­
циентов примерно в 5-11 раз. сохраняя при этом

ной базы. Разница во времени вычислений 
не столь значительна, так как операции 
с матрицами создают большую вычислитель­
ную нагрузку. чем расчет значений БФ. Тем 
не менее, разница есть как в значениях 
ошибки аппроксимации, так и во времени 
вычислений. Следовательно. БФ параболи­
ческой формы являются более предпочти­
тельны мп, так как обеспечивают нанлучшие 
аппроксимирующие свойства сети СМАС 
при сравнительно небольших вычислитель­
ных затратах.

Эксперимент 2. Целью следующего экс­
перимента было исследован по аппроксима­
ции многомерных функции сетями СМАС 
разлцч нон архптекту ры.

В качестве моделируемой нс пользовалась 
та же функция G(.r j. х2) - F(.r t. 0,25.0.25, ;г4) 
н ее окрестности: Лх,. 0.2...0.3.0.2...0.3, 
в 7г(.г1, Q... 0.5,0... 0.5, х4 ).

Результаты исследований приведены 
в табл. 2 и на рис. 8-10. Здесь приняты следу­
ющие обозначения: НСМАС — иерархичес­
кая сеть СМАС. состоящая из трех СМАС 
(одной — в выходном и двух — в скрытом 
слоях); LDB6 — LDB СМАС с полым набо­
ром парных комбинаций входных перемен­
ных, состоящая из 6 сетей СМАС со входами

Таблица

Тіш сети Вид 
базисных функций

Дш-оер- 
сия тра­
єкторна

Об ьем 
памяти, 
ячеек

Г. с
,VS£. 
lu 3

НСМАС, Тр 111'0 И Oil стр 11 ч ее К Иїї П 1050 9.88 0.3534
НСМАС па раболнчре ки и 0 (050 9.59 0.4176
LDB3 единичный 0 1053 10.21 0/1865
LDB3 г ри го нометр пч ее к г і і! 0 1053 10.62 0.1970
LDB3 па раболяческип 0 1053 10.29 0.1528
LDB6 единичный 0 2106 20.21 0.5608
LDB6 три тонометр 1ІЧ.6С кий 0 2106 20.31 0, 1898
LDB6 па раболнчеслщй 0 2106 19,97 0.1271
НСМАС тригонометрический 0.1 1050 9.79 0.7429
НСМАС параболический 0.1 1050 9.56 0.7301
LDB.3 едля очный 0.1 1053 10.11 0.8628
LDB3 т ригонометрич ег кпп 0.1 Ш53 10.51 0/1083
LDB3 па раболическпй 0,1 1053 10,33 0.2667

LDB6 единичный 0.1 2106 20.05 0,6004
LDB6 тригонометрії чес к ой 0.1 2106 20.76 0.1751
LDB6 параболический од 2106 20,45 0.1552
НСМАС тр и гонометрігчес К11 й 0.5 1050 9,95 3.9341
НСМАС параболический 0,5 1050 9,55 3.0587
LDB3 единичный 0.5 1053 10.20 2.4866
LDB3 тригонометрический 0,5 1053 10,87 5.6368
LDB3 параболический 0,5 1053 1.0,32 4,5994
LDB6 единичный 0,5 2106 19.75 1,7994
LDB6 тригонометрический 0.5 2106 20.41 2.3533
LDB6 параболический 0,5 2106 20,05 2,2995



АППРОКСИМАЦИЯ МНОГОМЕРНЫХ ФУНКЦИЙ С ПОМОЩЬЮ НЕЙРОННОЙ СЕГИ СМ АС

Рис. 9. Аппроксимация функции
F[rA. О...0,5,0...0.5, х4) 

сетью LDB3 с тригонометрическими БФ

Рис. 10. Аппроксимаппя функции 
Лх](0... 0.5.0... 0.5. х4) 

сетью LDB6 с тригонометрическими БФ

способность СМ АС весьма эффективно аппрокси­
мировать нелинейные многомерные функции.

6. Выводы
Результаты исследований свидетельствуют о том, 

что аппроксимация многомерных функции может 
быть достаточно эффективно осуществлена путем 
применения либо иерархической (НСМАС). либо 
линейной (LDB) СМАС, образованной сетями ма­
лой размерности, архитектур сетей СМАС.

Если в первом случае используемые БФ должны 
быть дпффереяцируемы.ии, го во втором — произ­
вольными. Средп дифференцируемых наиболее 
простой и в то же время весьма эффективной являет­
ся параболическая функция. Использование в дан­
ных сетях операции нормализации, приводя к более 
сглаженным поверхностям, получаемым в результа­
те аппроксимации. ухудшает обучаемость сети. 
Однако во всех случаях удается существенно сокра­
тить объем требуемой памяти сети.
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