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Анотація—В роботі наведено огляд робіт із використання 
операторів інтерстріпації для математичного моделювання 
поверхонь. Проведено обчислювальні експерименти з 
відновлення штучно пошкоджених поверхонь наведеними 
операторами інтерстріпації.
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 ВСТУП

У роботах [1 4] проведено дослідження операторів 
інтерстріпації (від англ. – між, від англ. –
смуга) функцій двох змінних, тобто відновлення цієї 
функції між системою смуг, якщо інформація про цю 
функцію є відомою лише в точках зазначених смуг. 

У результаті авторами отримано деякі результати, які 
можна використовувати також для відновлення 
пошкоджених файлів, що містять графічну інформацію. 
Наприклад, під час передачі мережею файли можуть бути 
пошкоджені внаслідок помилок у передачі даних або 
перевантаження мережі. Потреба в оцінці справжніх 

значень втрачених пікселів виникає у більшості випадків 
розв’язання задач цифрового оброблення зображень або, 
наприклад, під час розв’язання  задач оброблення 
архівних документів у формі зображень, що мають 
різноманітні спотворення (подряпини, плями, пил, 
непотрібні написи, лінії згину тощо). Тому актуальним є 
розроблення методів відновлення зображення в тих його 
частинах, де інформація з тих чи інших причин є відсутня 
або є неповністю відомою.

 МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПОВЕРХНІ ОПЕРАТОРАМИ 

ІНТЕРСТРІПАЦІЇ ДЛЯ СМУГ ПАРАЛЕЛЬНИХ ОСЯМ КООРДИНАТ

Нехай зображення поверхні відомо лише на системі 
вертикальних смуг:

[ ]{ }+= a Ј Ј b О g d = і

або (та) на системі горизонтальних смуг:

[ ]{ }+= g Ј Ј d О a b = і

Введемо позначення:

( )+ += = -

( )+ += = -

Вважаємо, що поверхня, яку ми хочемо відновити, є 
відомою лише на зазначених вище смугах, тобто

+a Ј Јb
= a Ј Ј b g Ј Ј d

+g Ј Јd
= g Ј Ј d a Ј Ј b
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+ +a < b < a <b =

+ +g < d < g < d =

Беручи до уваги наведені вище позначення
математичні моделі поверхонь, інформація про які відома 
лише на смугах, границі яких паралельні осям координат, 
матимуть вигляд
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Оператори інтерстріпації +E +E

та E можуть бути представлені у вигляді:

+
+ +

+ +
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+ +
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+ + + +й щE = E + E -E Eл ы

 МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПОВЕРХНІ ОПЕРАТОРАМИ 

ІНТЕРСТРІПАЦІЇ ДЛЯ СМУГ ІЗ ГРАНИЦЯМИ У ВИГЛЯДІ ПРЯМИХ

РОЗТАШОВАНИХ ПІД ДОВІЛЬНИМ КУТОМ

Нехай зображення поверхні відомо лише смуг
вигляду

{ }= w Ј Ј w

w =a +b - g

w = a +b - g

a +b = a +b = =

де w та w – деякі прямі, які є границями 

відомих ділянок зображення (смуг). 
Вважаємо, що поверхня, яку ми хочемо відновити, є 

відомою лише на зазначених вище смугах, тобто

= О =

Позначимо точки перетину прямих, що є границями 
смуг через

{ }A ОВ = G G = A № =

Тоді математична модель поверхні тіла, інформація 
про яку відома лише на смугах, границі яких є прямі, що 
розташовані під довільним кутом, має вигляд:

м О =п
Q = н

L П =по

ОВ =
№

w
L = L

w A
е Х

Оператор L – оператор інтерстріпації між 

ю та ю смугами вигляду:

( )
r

L = +
R

( )
r

+
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R = rе

( ) ( )r = - + -

g b
= D
a -b a

a g
= D
-b a -b

a b
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-b a

 МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПОВЕРХНІ ОПЕРАТОРАМИ 

ІНТЕРСТРІПАЦІЇ ДЛЯ СМУГ ІЗ КРИВОЛІНІЙНИМИ ГРАНИЦЯМИ

Нехай зображення поверхні відомо лише на системі 
смуг із криволінійними границями вигляду

[ ]{ }+= a Ј Ј b О g d = і

або:

[ ]{ }+= g Ј Ј d О a b = і

Введемо позначення:

( )+ += = -

( )+ += = -

Беручи до уваги наведені вище позначення
математичні моделі поверхонь, інформація про які відома 
лише на смугах із криволінійними границями, матимуть 
вигляд
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м О =п
= н
E О = -по

++

м О =п
= н
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В даному випадку оператори інтерстріпації матимуть 
вигляд:

+ +

+
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E = a +
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 МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПОВЕРХНІ ОПЕРАТОРАМИ 

ІНТЕРСТРІПАЦІЇ ДЛЯ СМУГ ІЗ ГРАНИЦЯМИ У ВИГЛЯДІ 

ЗАМКНУТИХ КОНТУРІВ

Для випадків смуг, границі яких представлені у 
вигляді замкнутого контуру ефективним буде 
застосування операторів інтерстріпації в полярних 
координатах:

=j j j

При цьому математична модель поверхні буде 
представлена у вигляді:
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м О =п
Q = н

О = -по

j j
j

j j

{ }= Ј Ј Ј Јj j j j p

{ }+ += Ј Ј Ј Јj j j j p

Оператор інтерстріпації може бути представлений у 
вигляді:
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 ПРИКЛАДИ МОДЕЛЮВАННЯ ПОВЕРХОНЬ ОПЕРАТОРАМИ 

ІНТЕРСТРІПАЦІЇ

Наведемо приклади моделювання поверхонь 
наведеними в даній роботі методами.

Зображення поверхні має вигляд:

p p
= +

Припустимо, що інформація про поверхню відома 
лише на смугах вигляду

a = - b = -

a = - b =

a = b =

На рис.1 наведено зображення поверхні на системі 
смуг, результат відновлення поверхні операторами 
інтерстріпації для смуг, паралельних осям координат, та 
похибка наближення.

Рис. 1. Результати обчислювального експерименту на систему смуг, 
границі яких паралельні осям координат

Аналогічний обчислювальний експеримент був 
проведені для системи криволінійних смуг вигляду:

d = - g = +

d = - + g =

Для поверхні, що описується функцією вигляду:

- -

=

На рис. наведено зображення поверхні на отриманій 
системі смуг, результат відновлення поверхні 
операторами інтерстріпації для смуг із криволінійними 
границями та похибка наближення.

Рис. 2. Результати обчислювального експерименту на систему смуг із 
криволінійними границями

Останній обчислювальний експеримент було 
проведено для такої ж поверхні на системі смуг, що 
описуються наступним чином:

+ < +

+ > +
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На рис. наведено зображення поверхні на отриманій 
системі смуг, результат відновлення поверхні 
операторами інтерстріпації в полярних координатах та 
похибка наближення.

Рис. 3. Результати обчислювального експерименту на систему смуг із 
замнутим контуром

ВИСНОВКИ

В даній роботі наведено деякі математичні моделі 
поверхонь із використанням різних операторів 
інтерстріпації неперервних функцій двох змінних, а саме 
операторів інтерстріпації для смуг границі яких 
описуються: прямими, паралельними осям координат; 
прямими, розташованими під довільним кутом; 
криволінійними функціями; замкнутими контурами. 
Проведено низку обчислювальних експериментів для 
поверхонь, з яких видалялися смуги різної форми та 
відновлювалися наведеними в роботі методами.

Побудовані в роботі математичні моделі, методи та 
алгоритми можуть бути використані для обробки архівних 

даних у вигляді знімків, даних сейсмічної томографії, 
комп'ютерної томографії, рентгенографії, аерокосмічної 
зйомки, радіолокаторів бокового огляду тощо. При цьому 
функції, що описують поверхню можуть являти собою 
інтенсивність освітлення поверхні в кожній точці 
поверхні, рівнем радіоактивності тощо.
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