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АНАЛИТИЧЕСКИЙ СИГНАЛ И КРАЕВЫ Е ЗАДАЧИ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИИ *

Понятие аналитического сигнала возникло как обобщение понятия 
комплексной амплитуды гармонического сигнала на случай негармо­
нических сигналов, определенных на всей действительной оси. Вна­
чале рассматривали узкополосные сигналы, для которых с помощью 
аналитического сигнала естественным путем определялись медленно 
изменяющиеся амплитуда и фаза. Мнимая компонента аналитического 
сигнала вводилась при этом с помощью преобразования Гильберта 
12]. В результате многочисленных исследований обосновали естествен­
ность такого определения аналитического сигнала и возможность его 
распространения на широкополосные сигналы [1—3]. Более того, до­
казали его единственность, вытекающую из обычных физических тре­
бований к огибающей и фазе модулированного сигнала [2].

В то же время в указанных работах отмечалось, что для финитных 
функций аналитический сигнал, построенный при помощи преобра­
зования Гильберта, может иметь бесконечные выбросы на концах 
интервала определения функции [1]. Известные трудности возникают 
и при установлении связи амплитуды с фазой, когда также прихо­
дится строить аналог аналитического сигнала [3]. В этом случае воз­
никают функции, имеющие логарифмические особенности, из-за ко­
торых не удается получить соответствующие интегральные представ­
ления.

Указанные трудности легко преодолимы при последовательном ис­
пользовании теории краевых задач аналитических функций. Эта тео­
рия использована нами для построения аналитического сигнала на 
конечном интервале и полуоси.

Пусть вначале вещественный сигнал /(/) определен на замкнутой 
действительной оси R  =  R (J {оо ] и удовлетворяет условию Г ельдера 
всюду на R  [4]. Тогда аналитический сигнал для f(t) представляет 
собой комплексную функцию A{t) =  и (t) +  iv(t), определенную на R , 
где

* Работа выполнена под руководством д-ра техн. наук С. Е. Фальковича.

71



Здесь интеграл понимается в смысле главного значения Коши. Такой 
аналитический сигнал можно получить естественным путем в результа- 
тате решения некоторой частной краевой задачи Гильберта. Общая 
задача Гильберта состоит в отыскании голоморфной функции Ф+(г), 
определенной во внутренней области D+, ограниченной произвольной 
ориентированной замкнутой кривой Г на некоторой римановой по­
верхности. На кривой Г предельная функция Ф+(/) =  u(t) -f- iv(t) 
должна удовлетворять граничному условию au +  bv =  c, где a{t), 
b(i), c(t) — заданные на Г вещественные функции, удовлетворяющие 
условию Гельдера. В частном случае, если римановой поверхностью 
является сфера Римана с ее естественной стереографической проек­
цией на комплексную плоскость С, когда на сфере Римана в качестве 
замкнутой кривой выбирается меридиан, соответствующий замкнутой 
вещественной оси R  с ее естественной ориентацией в направлении от 
—оо к + о о  (в качестве D+ выступает открытая верхняя полупло­
скость), при условии а ( 0 = 1 ,  b ( 0 * 0 ,  с (t)==f(t) решение задачи 
Гильберта дается формулой Шварца [5, с. 183, 187]:

Отсюда помощью формул Сохоцкого [4] устанавливается связь 
между и (0 и V (0 в виде преобразования Гильберта, т. е. предельная 
функция Ф+ (г) в указанном частном случае является обычным анали­
тическим сигналом.

В теории краевых задач аналитических функций, помимо краевых 
задач с гельдеровыми коэффициентами, рассматриваются случаи, 
в которых условия Гельдера не выполняются в конечном числе точек 
контура, в частности, когда в таких точках краевые функции разрыв­
ны. К таким задачам сводятся и краевые задачи с разомкнутыми кон­
турами. Рассмотрим краевую задачу на конечном отрезке [/1( 3̂] =  /  
вещественной оси И и с помощью ее решения построим аналитический 
сигнал на конечном интервале времени.

Отметим, что задача Гильберта на оси /? эквивалентна следующей 
задаче Римана [4]: найти кусочно-голоморфную в В *  и О ' функцию 
Ф(г), удовлетворяющую граничному условию Ф + (?) =  й (/) Ф~ (/) -р

и дополнительному требованию кососимметрии: Ф(г)  =  Ф(г).
В случае, когда а, Ь, с определяются тождествами (1), краевое усло­

вие (2) принимает вид Ф+(/) =  —Ф“(/) +  2/ (/). Теперь пусть / (£) 
определена на конечном интервале и удовлетворяет условию Гельдера 
на этом отрезке. Поставим задачу, найти голоморфную вне отрезка [, 
кососимметрическую, ограниченную функцию Ф(г) =  и (г) +  Ь{г), 
такую, что и (0 =  /  (̂ ) У  ̂£ /. Решение этой задачи позволит найти 
интегральную связь между мнимой V (?) и вещественной и (0 =  / (/) 
частями, аналогичную преобразованию Гильберта. С помощью этого-

+  g{t) (2), где
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преобразования и будет определяться аналитический сигнал А (() =  
=  Ф +(0 =  и (/) +  ш (0 на конечном интервале /.

Установим свойства функции Ф  (г) на вещественной оси Н.
Если ( £ / ,  то Ф+(/) =  ф -(/)( в противном случае Ф+(() = / ( 0  +  1и(0> 
ф " (() =  /(0  — 1о(/). Складывая эти равенства, получаем Ф+ =  —Ф " +  
+  2/. Следовательно, имеем кососимметрическую задачу Римана

Решим эту задачу методом приведения к задаче Римана с непре­
рывным коэффициентом (/) [4, стр. 442]. Для этого определим 
значения аргумента функции в  (/) в начале интервалов /, # \ / :

Так как приращения Ax, Д2 аргумента G(t) на интервалах / и Р \ /  
равны нулю, приращения arg G(i) при переходе точек tlf t2 составляют

9i =  Фзо +  Д> — Фю =  —л; 03 =  ф10 +  Д2 — фг0 =  л.

Теперь можно определить параметры

где х* — целые числа, которые выбираются в зависимости от класса 
функций, в котором ищется решение задачи Римана, и построить 
функции

Эти многозначные функции имеют по две точки ветвления: г± .
Соединяя указанные пары точек линиями разрезов, лежащими в полу­
плоскостях 0 ± , определяем естественные однозначные ветви функций 
<Фг (г), которые являются голоморфными соответственно в О ' .  С по­
мощью функций (Ой (г) определяем вспомогательную кусочно-голо­
морфную функцию

и вводим новую неизвестную функцию ФДг), связанную с Ф(г) ра­
венством Ф(г) =  Я (г)Ф 1(г). Подставляя это выражение в (2), полу­
чаем граничное условие для Ф 1(г):

на R , в граничное условие которой (2) входят разрывные функции

arg G +  0) =  ф 10 =  л, arg G (t.z +  0) =  ф 20 =  0.

_  I О (tk — 0) ; 
|G (/* +  0)1

(3)

Я(г) =  { <Oi(2)co2(z), г £ D*\ 
® i ( z ) ö 2 (z), z £ D “

Ф1(0 =  0 , ( 0  Ф ^ О +  бг (0.
где

73



Таким образом, пришли к простейшей задаче Римана с дробно-рацио­
нальным коэффициентом [4, с. 115]. Для ее решения строим канониче­
скую кусочно-голоморфную функцию

X , (г) =  { г € ° +; (5)
1К) \ Х г (г), г$1Г ,

где
(г) =  (г — Г ) - х; Х~ (г) =  (г — г+)~ \  х =  х 1 +  х2, 

а затем получаем общее решение в виде

где Рх (г) — произвольный полином степени х >  0; Л ( г ) * 0  и <  0.
Из этой формулы, с учетом (5), (4), (3) и кососимметрии произве­

дения Н (г)Х 1{г) для ограниченного решения исходной задачи Гиль­
берта, которому соответствует

х 2 =  — 1, х2 =  0, ? ! =  у2 == у  ,
получаем

___________
ф  _  / ( г  — /|)(г — *г) Г 2/ (т) Дт______

2я* Д К(т — /,) (т — /2) (т — г) '

Используя формулу Сохотского, из этого равенства находим искомое
интегральное выражение мнимой части v{t) аналитического сигнала 
через заданный вещественный сигнал /(/):

, **
„ / л _  г / (т)Л^--- ------------------------ лГ — ■----------------- —- .

я 3 У — П) (т — /а) (т — О
-*Х

Данный метод в случае задания сигнала /(/) на полуоси оо], где 
он удовлетворяет условию Гельдера, дает

оо

Р(0 =  - £ Е Е 2 1 {  — — .
К и (т* — 01̂

Установленные новые интегральные представления аналитических 
сигналов в отличие от преобразования Гильберта ограничены благо­
даря дополнительным внеинтегральным множителям дробной сте­
пени V 2.
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