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Предложен метод для определения взаимосвязи между элементами нейронной сети. Он допускает 

нестационарность входного потока и позволяет учитывать нелинейный характер связей между элемен- 

тами нейронной сети. Метод может быть использован при анализе активности сети и дает возможность 

оцснивать динамические характеристики нейронной сети. 

СЕТЬ НЕЙРОННАЯ СТОХАСТИЧЕСКАЯ, ДИНАМИКА АКТИВНОСТИ, ВЗАИМОСВЯЗЬ 
МЕЖДУ ЭЛЕМЕНТАМИ СЕТИ. 

Введение 

В настоящее время происходит существенное 
повышение интереса к искусственному интеллек- 
Ty, вызванного как развитием технических средств, 
таки потребностью рынка программного обеспече- 
ния в качественно вовом продукте. На фоне этого 
процесса, а вернее, как неотъемлемая часть его, про- 
изводятся многочисленные попытки применения 
тех или иных моделей нейронных сетей для реше- 

ния различных задач. Математический аппарат, 
позволяющий моделировать работу нейронных се- 
ттей, был разработан достаточно давно, HO широкое 
практическое применение его для решения при- 
кладных задач началось сравнительно недавно. В то 
же время исследование динамики нейронной сети 
как единого целого и присущие ей эффекты изуче- 

ны не в полном объеме. Целью статьи является ана- 
лизвозможных подходов K решению данной задачи 
с позиций случайного анализа. 

1. Анализ взаимосвязи элементов стохастической 
нейронной сети на основе разложения 

в ряд Вольтерра 

Рассмотрим осневные положения анализа нели- 
нейных систем на основе вольтерровского разложе- 
ния. При этом мы будем говорить об идентифика- 

ции нелинейной системы втерминах принятого раз- 
ложения. Обычная постановка задачи, которая при 
этом рассматривается, состоит в следующем. Име- 
ется нелинейная система Т, принцип устройства 
которой неизвестен, и потому можно представлять 
себе эту систему в виде «черного ящика». Система 
имеет вход (один или несколько), на который пода- 
ется некоторый случайный процесс X(f), и выход 
»(7), который также является случайным процес- 

сом, зависящим от входа у(г) = Т[х(2)]. Задача иден- 
тификации — определить детерминированный 
закон T[x(f)] на сснове известных процессов на 
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входе и выходе. Для этого неизвестный функцио- 

нал Тпредставляется в виде ряда, в который входят 
неизвестные функции (ядра). При некоторых пред- 

положениях на рассматриваемую систему можно 
определить эти функции и тем самым идентифици- 
ровать неизвестную структуру системы. При даль- 
нейшем анализе можно предположить некоторую. 
функциональную аппроксимацию (модель) и оце- 

нивать неизвестные параметры модели. 
Метод практического вычисления ядер разложе- 

ния Вольтерра (или Винера) был разработан 

M. Шетценом [1], он показал, что в случае, когда 
входной поток является белым гауссовским шумом, 
ядра разложения равны корреляционным функци- 
ям произведения входных функций и выходной 

Функции. 

Однако при идентификации биологических сис- 

тем возникает необходимость рассматривать и дру- 

гие входные процессы, отличные от белого шума. 
В работах [2—5] рассматриваются различные обоб- 

шщения метода винеровской идентификации на слу- 
чаи различных входных процессов. Для приложений 
наиболее интересным является случай входного сиг- 
нала в форме точечного процесса, B частности, 
пуассоновский поток событий на входе системы. 
МПричем метод, предложенный в работах [3, 4], при- 

годен как для непрерывного, так и для точечного 
выходного процесса, и легко обобщается на случай 
более общих точечных процессов на входе, напри- 
мер, можно рассматривать входную марковскую 
цепь событий. 

При рассмотрении взаимодействия элементов 
нейронной сети с помощью метода разложения в 
ряд Вольтерра обычно рассматривают одну из трех 
задач, 

1) Подавая на вход нейрона случайный поток 

стимулов и ретистрируя импульсный поток на вы- 
ходе, описать деятельность нейрона в терминах
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ядер разложения. Рещение этой задачи позволяет 
предсказывать поведение нейронов при воздей- 
ствии на них различных входных потоков. Эти ре- 
зультаты можно использовать, например, для клас- 
сификации нейронов. 

2) Предположим, что входной поток на изучае- 

мый нейрон поступал с выхода другого элемента. 
сети. Тогда изучение зависимости входного и выход- 
ного потоков позволяет анализировать взаимолей- 
ствие элементов сети. Разлагая функцию условной 
кроссинтенсивности в ряд Вольтерра и определяя 
ядра разложения, можно полностью охарактеризо- 
вать взаимосвязь между элементами. Такой подход 
является более общим, чем кросскорреляционный, 
поскольку он позволяет учитывать нелинейные эф- 
фекты взаимодействия. 

3) Для описания нейрона выбирается простая 

модель, удобная для работы с разложением B DAL 

Torna результат анализа зависимости между вход- 
ным и выходным пстоками, Фформулируемый ь тер- 
минах разложения, можно интерпретировать B тер- 
минах выбранной модели и тем самым получить 
идентификацию таких параметров, как эффектив- 

ный порог, функция затухания и т. д. 
Подчеркнем, что метод разложения в ряд B за- 

даче оценки зависимости элементов сети является 
обобщением метода вычисления кросскорреляци- 
онной функции на случай нелинейных CUCTEM. 

Кросскорреляция входного и выходного потоков 
пропорциональна ялру первого порядка в разложе- 
нии Вольтерра и в этом смысле является линейной 

мерой зависимости. Вычисление ядер второго, тре- 
тьего, более высоких порядков уточняет структуру 
взаимодействия элементов и позволяет правильно 
описывать нелинейные эффекты. При построении 

оценок ядра первого порядка (пропорционального 
кросскорреляции) рекомендуется проводить вычис- 
ления в частотной области (перейти к преобразова- 
нию Фурье), так как при этом удается оценивать ста- 
тистическую значимость получаемых оценок [5]. 

Следует заметить, что применение метода раз- 
ложения требует выполнимости целого ряда усло- 
вий и накладывает ограничения на систему, рас- 
сматриваемые потоки, выбираемую модель и T. д. 
Некритическое отношение K этим требованиям мо- 
жет приводить к неверным результатам [6]. Кроме 

того, подчеркнем, что метод изложения позволяег 
определить структуру неизвестной системы лишь в 
терминах ядер разложения. При этом остаются не- 
известными биофизические механизмы, лежащие в 
основе функционирования системы. При оценива- 
нии ядер второго и более высоких порядков требу- 
ются на порядок более длинные выборки, при этом 
тесты значимости отсутствуют. 

2. Метод определения зависимости 
между элементами вейронной сети, 

основанный на статистическом анализе 

зависимости точечных процессов. 
Известные статистические методы по тем или 

иным причинам непригодны для решения сформу- 
лированных задач. Поэтому в статье разработан ста- 

тистический метод для определения связей между 

элементами нейронной сети. Метод специально 
приспособлен для анализа нейронной импульсной 

активности и учитывает специфику генерации им- 
пульсов элементами сети. Этот метод является, 
в некотором математическом смысле, наилучшим 

из возможных методов, поскольку статистические 
оцёнки этого метода получаются при максимизации 

- условной функции правдоплодобия. Он свободен от 

большинства недостатков, присущих другим мето- 
дам, вчастности, не предполагается стационарность 
исследуемых потоков, имеются возможности для 
учета нелинейности связей, легко обобщается на 
случай трех и более потоков. 

В основе данного мэтода лежит статистический 
анализ зависимости точечных процессов, предло- 
женный Д. Коксом [7]. Рассмотрим точечный про- 

цесс, подверженный внешнему воздействию. Ос- 
новное предположение Кокса состоит в том, что 
риск срабатывания точечного процесса является 
произведением собственного риска (риска срабаты- 
вания при отсутствии воздействия) и функции, за- 
висящей от воздействия: 

Ф(0) =1y (1exp(Bz(r)). 

Оцениваемый параметр В характеризует сте- 
лень воздействия, а функция {(2) отражает структу- 

DY воздействия, Ay(f) — собственный риск. В част- 

ности, В =0 означает отсутствие воздействия. 
Д. Кокс [8] предложил способ оценивания парамет- 

ра В (вообще говоря, многомерного в случае мно- 

тих воздействий), исходя M3 максимума условной 

Функции правдоподобия, что позволяет получить 
хорошие асимптотические свойства оценки. 

Пусть М — точечный процесс, вообще говоря, 
нестационарный и пусть в момент # произошло 
событие в этом процессе. Функция ф"(г) называ- 

ется функцией риска процесса M, если 

(r 0 

M{r*)=1 
7 afl ot L В В1 М(+А) 11М . 

e 

то есть ¢ (f) — условная плотность вероятности 

срабатывания при условии, что в момент /* было 
событие и от /* 10 гсрабатываний не происходило. 

Очевидно, что для пуассоновского процесса 

о() =0(u(r) = Р, 
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тде PM — интенсивность пуассоновского процесса, 

u(f) — обратное время возвращения. 

АНШЮГИЧНО,П‚ПЯ процесса восстановления риск. 

в момент / зависит лишь от ОбрЗТНОГО времени воз- 

вращения: 

07 ()= p(u(D) = Ao (1)) 

Предположим, что для нестационарного точеч- 
ного процесса M функция риска ¢ (1) имеет сле- 

дующий вид: 

@ (1) = Mo (u())HA 2O () 

тде Zy(t), 23(0, ..., Zi(1) — заданные функции; 

В,‚Ву»...› В, — неизвестные параметры. 

Процесс M, удовлетворяющий этому условию, 

называют модулированным процессом восстанов- 
ления, поскольку собственный риск процесса 
Ao (и(?)) как бы модулируется воздействующим век- 

тором Zi(f), 25(9, ... , Zi(t). В частном случае 

№(#(2)) = Р процесс М называется модулирован- 

ным пуассоновским процессом. 
Пример 1. Тренд. Пусть К=1 и Z,(f)=t, тогда: 

()=o) 
При малых гриск срабатывания процесса при- 

мерно равен собственному риску ›„„(и(г))е“‘ и экс- 

поненционально возрастает с постом / (т. е сраба- 
тывания процесса становятся все более частыми при 
увеличении 0. 

Пример 2. Синусоидальные изменения. Пусть 

k=1, Z,(f)=sin(wyf) ‚ тогда: 

©° = Ao (u(n)e . 
В этом примере риск процесса изменяется си- 

нусоидально с известной частотой @) - 
Пример 3. Зависимость двух точечных процес- 

сов. Рассмотрим двумерный точечный процесс 
(A, B). Обозначим ug(f) — обратное время возвраще- 

ния для процесса В. Пусть k=1, 21(2 = Y(uy(r)), тог- 

да функция риска для процесса А будет иметь вид: 

®° () =№(а(п)е * 
Этот пример иллюстрирует простейшую воз- 

можность введения зависимости двух точечных 
процессов. Риск процесса А зависит от обратного 
времени возвращения в процессе B, которое пред- 
полагается известным и неслучайным. Можно по- 
казать, что для модельной нейронной сети риск 

срабатывания элемента А зависит от обратного 
времени возвращения Uy(f) в процессе, генериру- 
емом воздействующим на A элементом B, причем 

'—и‚ш й 
У(из(г))=е ? 
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Значевия неизвестных параметров В, характе- 
ризуют зависимость основного процесса A от мо- 
дулирующих воздействий. Если всё В, равны нулю, 

то процесс не зависит от воздействующей на него 
модуляции, и риск срабатывания равен собственно- 
му риску; если же величина В, отлична от нуля, то 
она характеризует степень воздействия модулиру- 
лющего процесса, 

Перейдем K построению оценок ля параметров 
В, методом условной функции правдоподобия [7]. 

Рассмотрим сначала случай модулированного пуас- 
соновского процесса, то есть () = ре**® ‚ где для 
простоты возьмем случай К = 1. 

Пусть на интервале наблюдения (0, T события 
процесса появились B моменты 7, &, ..., „ Тогда 
функция правдоподобия имеет вид: 

L(pBttysensty) = SO0 S (B =1) н 
o 7ty -)-( -1,)), 

где F"(x) — функция распределения длины интер- 

вала 10 очередного срабатывания (* — момент пре- 
дыдущего срабатывания); /“*(х) — плотность этого 

д 
распределения: f(x)=~F"(x). 

Поскольку: 

) o (% +x) Yy то 

® lin(1-Fr 0] =40+, 
ox 

M, решая это уравнение, находим: 

Е( =1-е ИО 

7°с9= %Г"(х) =g (1 4x)eSF 

Учитывая предположение о виде функции 
" (г* +х) и подставляя полученные соотношения в 

формулу для функции правлоподобия, получим: 

е(р Ва бэныы ) = PN 20D 
кесов ао 

В функцию правдоподобия, кроме параметра, 

который мы хотим оценить, входит неизвестный 
мешающий параметр р. Чтобы исключить его, вос- 

пользуемся тем, что число срабатываний процесса — 
пна интервале наблюдения (0, 7] является достаточ- 

ной статистикой для p, и перейдем K условной фун- 

кции правдоподобия: 

рн )= 22 
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Известно, что для стационарного пуассоновско- 
го процесса число событий на интервале (0, 7] име- 

ет распределение Пуассона [4], поэтому: 

7 nT Р Dg e’z‘”duj 

n! 

ool 

£,{4(0,7]=n} 

Подставляя полученное выражение, логариф- 
мирул и отбрасывая постоянные сомножители, по- 
лучим: 

г‚(В) =S -nIn[[§ *а ), 

где S=37,7(t) 

Обозначим 

aL Т В2(7 

П„(В)—%Ы—Ё—Ё%”' ~S-na,Zp), 

21® 
1,( = _—3132— ы 

(IT ”z(t)e”z")dt)(fr 220, d/) ( i Z(,)L,Bzu)d,)z 

(17 820 41" & 
=n[4,2.0)- 412z P)], 

тде 

1 2(1)e"* Oy 
4,(2,В)= РОУ 

Известно, что U,(B) имеет асимптотически 
нормальное распределение со средним ноль и дис- 
персией /,(В) [7]. Отсюда находим условия для 

вычисления (1-с) доверительного интервала пара- 
метра В: 

{в:із—м‚(г‚в)|‹ Ky /1‚‚(6)}‚ 

2 

тде — Г®№е ? аи=о. 
Van 
Свычислительной точки зрения это условие не 

является простым. Можно рассчитать требуемую 
статистику U,(B) при различных В и, интерполи- 

руя, найти такие В, при которых выполняется не- 
равенство. 

Рассмотрим один частный случай, для которого. 
полученная формула имеет простой вид. Предполо- 

жим, что 2(7 =uy(f) и найдем критическое соотно - 

шение для проверки гипотезы о равенстве нулю па- 
раметра В. Для этого случая 

A4(20)=5 = -а 

2 gy L ВАС 1, A,,(Z,o)—3 7=y 

и величина 

AT 

1.2 
n[ 3 my 

имеет нормальное распределение сосредним Оидис- 
персией 1. Здесь мы обозначили через хйхй „х 
интервалы между моментами появления событий в 
процессе В, кроме того, для простоты предполага- 
ется, что интервал (0, 7] начиняется и заканчивает- 

ся событием процесса В. 

Предполагаем, что эти моменты являются фик- 
сированными, а не случайными, и анализируем 

зависимость процесса 4 от процесса В при условии 
известных зафиксированных моментов появления 
событий процесса В на интервале наблюдения 

©, 7. 
Рассмотрим теперь случай модулированного 

процесса восстановления A, для которого функция 
риска имеет вид: 

@ () = о (и(г))е!2о 
Здесь предполагается, что Z(f) — модулирующее 

воздействие — фиксированная (не случайная) 
функция текущего времени !, если Z(f) связана 

с реализацией другого случайного процесса, то всю 
процедуру оценивания проводим при условии, что 
задана реализация воздействующего процесса и об- 
ращаемся ¢ Z(f) как с неслучайной величиной; 

Ag(u(#)) — неизвестный собственный риск, кото- 

рый является мешающей функцией и должен быть 

исключен из окончательных оценок; В — неизвес- 
тный параметр, который требуется оценить (для 
простоты рассматривается одномерный случай). 

Для оценивания В используется не безусловная 

Функция правдоподобия, содержащая неизвестную 
мешающую функцию Ag() ‚ а условная функция 

правдоподобия, при условии, что известны длины 
межимпульсных интервалов х Xy, ... , X, в процессе А. 
Это условие позволяет исключить мешающую фун- 

кцию и получить оценку для параметра В ‚ обладаю- 
шую хорошими асимптотическими свойствами. 

Длины межимплульсных интервалов, упорядо- 
ченные по возрастанию, обозначим X1y, Ж( - › ) 
так что Х() < Х) < „.. —< Х, причем предполагает- 
ся, что все интервалы различны. Обозначим 2 
следующую величину: пусть #> / ‚ тогда интервал 
Х(і)ЗХ… ‚ величина Z; зависит от интервала х 
но вычисляется в момент ж(от начала интервала X ). 
Другими словами: к началу большего интервала X 

прикладываем меньший интервал X И в момент 
времени, соответствующий концу интервала х(), 
вычисляем величину 2,. Величина 2 вычисляется 
в момент, соответствующий концу интервала х()- 
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Аналогично тому, как это было сделано для мо- 
дулированного пуассоновского процесса, можно 
получить функцию правдоподобия для модулиро- 
ванного пропесса восстановления: 

(R (U(1)),Bixy Xy, ) = 
. gt „(х(,‚;е"и"’]е 160 ло нн 

В2(с)7х2)), E—l;“’mm“"m'"’ 
Xho (X)) 

ооа 345 I o)D) 
х (X e 

Длятого, чтобы написать условное правдоподо- 
бие, нужно безусловную функцию правдоподобия 

разделить на вероятность условия: 
Гдлины интервалов 

іР"-“"Щ Ха› Х) Х) 

[второй по величине 

х Ъппервал равен х 

минимальный интервал | 

}= '{pam”fm }Х 
|минимальный 

равён X } 5 

|минимальный равен Xy, 

P, 

максимальный по 

х.Р. { величине интервал 

Ъравен % 

гвторой равен Xy, ..., 

|(7-1)-й по величине 

|равен X, ) 

Самый короткий интервал X(1) дает следующий 

вклад B эту вероятность: 

›…(Х…)е"Ё“’ы‹щ‚›"щ(евін e +...+e’z~') 

Вклад от следующего по величине интервала 
Ха) = Ха при условии, что минимальный интервал 
Х(у известен, будет: 

— ло (e, 2 
йп(х…)ец %( 4“(2132::+292 +…+е””1) 

ит.д. 
При выводе формул используется соображение, 

что информация о В не может быть получена кро- 

ме как из наблюдаемых интервалов между появле- 
ниями событий, то есть X, Xy, ... › Х,; ПОЭТОМУ ДЛЯ 

всех других значений аргумента функция A, () тож- 
дественно равна нулю. Подставляя полученные 
выражения в формулу для условной функции прав- 
доподобия, получаем: 

Pzl 
X)) L(Bix;, %, 

T L L 

Логарифмируя, получим: 

гаФ = в5—Б log (=] e™ ), 

тде 5— TO же самое, что и в пуассоновском случае. 
Обозначим: 

Ux-EED sz, 
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(zfqznesz” )2 2 й 1 2R =n| A (23,В) -— ], = п| Ax(Z*,B) п (z;‘_‘e”")z 

Low [Ehizie™ 
тде Ap(Z,B) =;Zi=; {W . 

И совершенно аналогично TOMY, как это делает- 
ся впуассоновском случае, строится доверительный 
интервал для параметра В и выписывается крити- 
ческое отношение для проверки гипотезы В =0. 
В случае, когда В есть вектор размерности &(& >2), 
все формулы получаются аналогично. Для провер- 
ки гипотезы В =0 рассматривается величина 

n=UF O L O] Ux(0), 

тде U} — транспонированный вектор первых про- 
изводных условной функции правдоподобия; 

[& (О)Т1 — матрица, обратная к матрице вторых 
производных. 

Величина п) имеет распределение Х? с & степе- 

нями свободы. Поэтому для построения границы 

доверительной области нужно найти такие значения 
параметров В, для которых т = Хёри. › THE Херит, — 
критическое значение, соответствующее выбранной 
доверительной вероятности. 

Выводы 

В статье изучены различные методы анализа вза- 
имодействия нелинейных нейронных сетей в пред- 

положении, что на вход сети поступает случайный 
процесс общего вида. 

НПредложен статистический метод определения 
взаимосвязи между элементами нейронной сети. Он 
позволяет получать эффективные оценки парамет- 
OB, которые характеризуют взаимосвязи между эле- 
ментами сети, и позволяет производить оценку ее 
динамических характеристик. 
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