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ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКИЙ И ФИЗИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ РАСПРОСТРАНЕНИЯ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН В ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ СТРУКТУРАХ.

ЧАСТЬ 1

Введение
Известно, что цилиндрические периодические структуры широко и успешно применяются в фи­

зике и технике сверхвысоких частот, ускорителях заряженных частиц и антенной технике [1-4] .
Математически строгая постановка задачи о распространении волн в цилиндрических периоди­

ческих волноводах такова. Требуется найти нетривиальное решение однородной системы уравнений 
Максвелла, которое должно удовлетворять периодическим граничным условиям на идеально прово­
дящей поверхности волновода; быть регулярным во всей области пространства, дополнительной к 
элементам периодического волновода; удовлетворять условию излучения (для открытых структур) и 
условию конечности энергии для любой области пространства.

Обычно для расчетов периодических волноводов применяются как аналитические, так и числен­
ные методы, позволяющие получить большой объем физической информации с помощью ЭВМ, Дан­
ное направление является достаточно перспективным в теории Периодических волноводов. Таким 
путем можно, в принципе, вычислить дисперсионные характеристики и рассчитать структуру поля в 
периодическом волноводе с высокой, заранее заданной точностью, используя современные супер­
ЭВМ.

Однако, развитие численных методов и алгоритмов для ЭВМ не только не исключает, но и пред­
полагает параллельное развитие обоснованных аналитических методов исследования для такого рода 
задач. При этом допускаются некоторые ограничения на параметры задачи, которые приводят к ана­
литическим решениям.

Исходная краевая электродинамическая задача для уравнений Максвелла с периодическими гра­
ничными условиями формулируется в общепринятой в теории электромагнетизма строгой постанов­
ке. В такой постановке искомое поле представлено в виде разложений в ряды Фурье по полным сис­
темам функций, задача сводится к отысканию последовательностей коэффициентов разложения.

Для вычисления коэффициентов Фурье в работе использован метод переразложения системы 
функций, полной на одном интервале, по системе функций, полной на другом интервале. Заметим, 
что наиболее удобной формой для анализа процессов распространения волн в цилиндрических пе­
риодических волноводах является такая модификация метода переразложения, которая приводит к 
системам линейных алгебраических уравнений второго рода.

Важным фактом является то, что результирующая бесконечная система линейных алгебраиче­
ских уравнений, с одной стороны, позволяет получить решение численными методами с высокой 
степенью точности, а с другой, -  допускает аналитическое решение для частных случаев волноводов 
с узкими щелями. Последнее удается найти, если в исходной системе уравнений разложить коэффи­
циенты при неизвестных в ряд по степеням отношения ширины щели к периоду, и в виде аналогич­
ного разложения в степенной ряд, находить решение бесконечной системы алгебраических уравне­
ний с точностью до квадратичных (или кубических) членов этого ряда. Такое решение может быть 
использовано в качестве начального приближения для разработки численного алгоритма решения 
исходной точной системы уравнений. Оно также имеет и самостоятельное значение, так как соответ­
ствует часто встречающимся ситуациям на практике. Существенно, что приближенное решение по­
лучается путем решения в явном виде бесконечной системы с упрощенными коэффициентами при 
неизвестных, а не в результате сведения исходной алгебраической системы бесконечного порядка 
путем произвольного усечения.

Постановка задачи
При решении задач о распространении электромагнитных волн в цилиндрических периодиче­

ских структурах существенным образом используется теорема Флокэ. Действительно, во многих слу­
чаях векторную электродинамическую задачу' обычно удается свести к одной (или двум) скалярным 
задачам и разделить переменные в волновом уравнении, после чего применяется теорема Флокэ. Она 
имеет ясный физический смысл: электромагнитное поле в любой точке периодической структуры 
при изменении продольной координаты на один пространственный период может отличаться от поля
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в исходной точке только экспоненциальным множителем, учитывающим в общем случае изменение 
амплитуды и фазы поля.

Будем рассматривать чаще всего использующиеся в практических устройствах азимутально­
однородные Е-волны. Решение задачи удобно получить, если воспользоваться представлением элек­
тромагнитного поля с помощью однокомпонентного вектора Герца:

П  = ZQTl(r,z)e Hùt
( 1)

Временной множитель е т 1 далее везде опускаем. Скалярная функция ГІ(г, г)  должна являться 
решением уравнения Гельмгольца:

А Щ г ^ )  +  к 2 Щ г , 2 )  =  0 .

Электромагнитное поле с помощью вектора Герца П  определяем по известным формулам:

Ё = graddiv П + к 2 П , Й = -т&гоДП.

(2)

(3)

Решение задача заключается в отыскании электромагнитного поля (3), которое удовлетворяет 
следующим требованиям: а) является решением однородного уравнения (2); б) подчиняется гранич­
ным условиям на идеально проводящих поверхностях Е 1а1 ,, = 0 и непрерывно всюду в дополни­

тельной области пространства; в) удовлетворяет условию излучения для открытых систем;
г) удовлетворяет условию конечности энергии в произвольной области пространства. Эти усло­

вия являются необходимыми и достаточными для доказательства единственности решения неодно­
родной задачи, а решения однородных задач определяются при этих условиях с точностью до посто­
янного множителя.

Решение задачи
Будем считать, что на периодической границе раздела (г = а) участки d  <\z  + 2 NI \< I соот­

ветствуют идеально проводящим элементам волновода, а остальная часть ее j z + 2N1 j< d  -  щелям 
между ними (см. рис.).

т ш т ш т ш ш ш & ш .

2 Ъ
Ж и І  г

а

Скалярные функции П (г, г ), определяющие потенциалы Герца, представим соответственно для 
области распространения и внутренней области волновода в следующем виде:

П % , z ) =  Е Л пЕ„{г)ет"=,
п = —00

00

= Т а тд т(г)со 8 % п(і) ,
т= 0

Jh„

К2),

(4, а) 

(4, б)

где Ап , а т -  неизвестные коэффициенты разложения; E(N)  -  Qxp(ika2Nl); hn ~ k a  + un
І

пт
V m(z) = - ~ ( z  + d  + 2 N l \  N = 0,±1,±2,... 

2 d

/

б
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Достаточно указать, что Rn(r ) и Qm{r) находятся из условия подчинения поля (4) уравнению 
Гельмгольца и граничным условиям на поверхностях г ~  const или же из условия регулярности это­
го решения при г — 0 .

Для области распространения и внутренней области рассматриваемой периодической структуры 
компоненты электромагнитного поля соответственно таковы:

# =  I  т » я „ я „ ( , у А"г ,
и “—со 

00

Е ?  = i ihnp nKr(r )e lknZ л
/7 =  —00

ОО

(5, а)

и 1 °  = Л  y p „ A „ R '„ ( r )e ih”z .

£,(2) = - E ( N )  X  a m^,„ ^ " y ^ ( r ) s i n T OT(z),
w-0

00
/7 /7 УУ »*Vnc4 т

00 Tim

= ікЕ(N) 'Z amq mQ'm(r)co$4Jm(z),

(5,6)

теШ

2 /2  / ч2 /о тч-2  2 ,2  ,2где с//н -  к - { п т )  ( 2 а )  : р п = к - пп .
Электромагнитное поле (5) представлено в таком виде, что достаточно подчинить его гранич­

ным условиям только на одном периоде поверхности г -  а (например, при N  -  0 ), чтобы на осталь­
ных периодах эти условия выполнялись автоматически. Остальным граничным условиям поле (6) 
удовлетворяет за счет надлежащего выбора решений уравнения Гельмгольца.

Итак, на периодической поверхности раздела (г -  а) должны выполняться следующие гранич­
ные условия:

[О, с1 <\ г  \< 1  

\ Е & \  \ г \< с 1~
(6)

Из уравнений (5 и 6) следует система функциональных уравнений относительно Фурье- 
коэффициентов Ап и ат :

О, d  <| 2 |< I,пп_ I 2
2 в .  ;X  И/7 р }1 к,.е

И=-оо

П-ixa—z
2 , , а т с1 т У т е  COS t 3 ; ; ( z ) , | Z  |<  d ,

т - 0

(7, а)

(7,6)
со 1п{ха+п)— со
2   ̂ — '̂ 1АкЯрп^гп ^05 (д ),|.2 !<~ (Л,

п — со т = О
к!

Яп а  Кп(а), Гп »  К»{а),()т ^ &т(а),@т в ^ в ) , ^ - .
п

7Ш
Слева в выражении (7, а) записан ряд Фурье по системе функций ехр(/ —  г ) , полной на интер­

вале (-1, 1). Правую часть выражения (7, а) можно рассматривать как значение этой функции, задан­
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ной на интервале периодичности. В выражении (7, б) справа стоит ряд Фурье по системе функций
71/77

cos- — (z  + d ) , полных на интервале \ z  \< d  ,
2 d
Пользуясь полнотой функции на соответствующих интервалах, получим эквивалентную системе 

уравнений (7) систему алгебраических уравнений;

2 00 ?
'̂ /1 Рп ~ И атЧтQm ̂ тп»I ^ I ~ 0,1,2,..., (8, а)

т =О
00

®mdtnQni ~~ Anp nRnK mrj,Ш — 0,1,2 ,..., (8, 6)
п~-  со

_  202(>7 + ха) с гті .  у  _  20(я + ха) с
где L m n  —  ——-  - —  Ь т п е  “ » ~  Є7И ТТ7 ~ 7 ^тпе ’

20(и + х а ) + 777 20(н + ха) + щ

sin -- [20(н + ха) -  и ]  р ; т = 0?
= Г ‘ ’ £w = j ~ /л

~  [20(77 + ха) - т ]  { 2 . т + 0 .

Определим из функции (9) ат через Ап с одновременным переобозначением индекса сумми­
рования

1 00
а т ~  7у ~ X  4  / ;л * ,  A ^v  *

Чтхіт s =-oo

Подставив уравнение (9) в (8, а), исключим из последнего известные а т и получим окончатель­

ную систему алгебраических уравнений относительно амплитуд Ап :

P s K  V  „  Qm 
2 Чт

Рп А„ ш=0 Нй
Л , -  I  4 - ^ -  Е  =0,77 =  0^1 ;± 2„у (10)i-т nis ms

s = —00

Полученная таким образом бесконечная однородная СЛАУ второго рода для коэффициентов 
Фурье Ап является строгим решением рассматриваемой граничной электродинамической задачи.

Искомую постоянную распространения для симметричных Е-волн можно найти из условия ра­
венства нулю определителя системы ( 11) численными методами, не накладывая никаких ограничений 
на геометрические размеры волновода.
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