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1. Введение
В основе процессов жизнедеятельности живых 

организмов, связанных с развитием, размножением 
и адаптацией к изменению внешних условий, лежат 
процессы обмена веществ. Они. обеспечивают по­
ступление в организм веществ из внешней среды, 
химические изменения и превращения этих веществ 
в организме, вывод во внешнюю среду конечных 
продуктов жизнедеятельности. Обмен веществ пред­
ставляет собой непрерывный саморегулирующийся 
кругооборот элементов в организме, благодаря которо­
му происходит постоянное обновление живой материи.

Любое заболевание сопровождается нарушения^ 
ып обмена веществ, а генетически обусловленные 
его нарушения служат причиной многих наслед­
ственных болезней. Современные медицинские ме­
тоды последований позволяют давать количествен­
ную оценку содержания того или иного вещества 
в отдельных органах и выявлять отклонения от 
нормального протекания процесса обмена даже на 
ра нней стадии заболевания [1]. Однако такие иссле­
дования. иногда связаны с определенными сложнос­
тями. которые могут быть вызваны недостатком пн- 
фор маппи. полученной с помощью традиционных 
методов диагностики. Поэтому необходимо усовер­
шенствование существующих приемов анализа и 
контроля метаболизма, а также разработка принци­
пиально новых методов управления обменными 
процессами в организмах с целью их наиболее пол­
ного изучения п создания оптимальных условий 
жизнедеятельности. Кроме того, для повышения 
точности диагностики наряду с лабораторными ме­
тодами желательно использовать данные теоретиче­
ского моделирования процесса транспорта вещества 
в организме. С помощью модели возможно получить 
полную качественную и количественную информа­
цию о процессе движения вещества в организме: 
определить пути поступления места локализации, 
изменение содержания в различных органах с тече­
нием времени, пути выведения из организма.

2. Постановка задачи
В -настоящее время для моделирования процес­

сов обмена веществ в животных организмах широко 
применяются методы математического моделирова­
ния. В основе такого моделирования лежит метод 
«камерного анализа», позволяющий заменить ре­
альный процесс кинетически эквивалентной мо­
делью [2|. С помощью этого метода биологический 
организм изображается в виде совокупности сооб­
щающихся отсеков (камер), ограниченных прони­
цаемой мембраной, в которых равномерно распреде­

ляется исследуемое вещество. В каждую камеру ве­
щество поступает либо непосредственно во время 
введения, либо с течением времени переходит из той 
камеры, в которую было введено.

Камеры представляют собой кинетически одно­
родные фракции вещества (например, это могут 
быть отдельные органы и ткани организма). Однако, 
поскольку с точки зрения физиологического строе­
ния некоторые внутренние органы (например, мяг­
кие и твердые ткани скелета) имеют неоднородную 
структуру, то не всегда возможно представлять пх 
в виде одной камеры. Кроме того, может возникнуть 
и обратная проблема, когда группа органов обладает 
сходными кинетическими характеристиками, и поэ­
тому в модели они должны быть выражены одной 
камерой. Эта задача наталкивается на определенные 
трудности, поскольку в случае «объединения» орга­
нов не представляется возможным определить раз­
меры таких камер.

Наиболее простой моделью является однокамер­
ная модель, которая используется для анализа кон­
центрации вещества в крови, плазме и сыворотке. 
Однако многие вещества поступают в тканд и выхо­
дят пз них очень медленно [3J. Кроме того, однока­
мерная модель предполагает, что скорость*выведения 
вещества из организма постоянна и характеризуется 
константой выведения пли элиминации kBL[X. Эта 
константа служит для количественной оценки ско­
рости выведения вещества из организма п численно 
равна тангенсу утла наклона полулогарифмической 
кривой к оси абсцисс. Но так как скорость снижения 
концентрации многих веществ пропорцію нал ьна их 
концентрации, то кинетические данные, полученные 
при математических расчетах однокамерной модели, 
части не соответствуют истине.

На практике боле*- приемлемы двух- и трехкамер­
ные модели. За центральную камеру, как и прежде, 
прплнатают плазму кропи и хороші) перфузируемые 
орпшы (сердце, легкие, печень, почки. ЭНДОКрИННЫР 
же. іезі<1): за иерпфер i j щ-скую — плохо п<>рфузируч• - 
мые органы (мышцы, кожа. жир). В этих камерах ве­
щее сво распределяется с разной скоростью: быстро — 
в центральной и медленно — в периферических, пос­
ле чего частично выводится [3].

В бпокинетпческмх исследованиях описанные 
модели используются для оценки изменении кон­
центрации веществ во времени в отдельных камерах 
и во всем организме в целом.

В практических исследованиях количество рас­
сматриваемых в модели органов и тканей, а также 
характер связей между ними определяются исходя 
из биохимических и физиологических особенностей 
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обмена конкретного вещества и строения организма. 
В модельвключаются наиболее существенные, с точ­
ки зрения метаболизма данного вещества, органы 
и ткани организма. Заметим также, что на практике 
обычно пользуются моделями с небольшим количест­
вом камер (двух- и грехкамерные модели). поскольку 
определение транспортных констант для них не вызы­
вает особого труда и в большинстве случаев возможно 
получить аналитическое решение для этих величин.

Поскольку процессы обмена, веществ между от­
дельными органами происходят в основном через 
кровь, то для их исследования будем использовать 
а-камерную модель, представленную на рис. 1 (цен­
тральной камерой крови является состояние у j.

Математически модель обмена веществ в организ­
ме может быть записана с помощью системы диффе­
ренциальных уравнений колмогоровского вида [4]

dif п п='~ihYkv^+YyikM-
. -1 <=2 (1)

du , -------
=*i, <0z/1 ІЇУі Л = 2, п,

при заданных начальных условиях у- (tQ) = i/(°, f = 1.
В выражении (1) її на рис. 1 у, обозначают каме­

ры. через которые изучаемое вещество проходит 
в процессе своего транспорта в организме, и указы­
вают содержание этого вещества в данных камерах. 
Каждой камере у( ставится в соответствие состояние 
некоторого марковского случайного пронесся. Внеш­
няя среда представляется как одно пз состояний сис­
темы у{. Коммуникационные константы ki}(t) ско­
рости переноса исследуемого вещества пз і-ft камеры 
в /-io. i, J='L.... п. являются неизвестными н подле­
жат определению.

Матрица транспортных констант К сис'
темы (1)

является инфинитезимальной, гак как

ЧЛ12 + ^'12 ^’13 - кы 1
^21 “^21 0 . .. 0
/f3l о .. 0

0 0 .

(2)

М>=- tk^o
j=--i

для всех і = 1, п. Эта матрица сильно разрежена, по­
скольку большинство камер не взаимодействуют 
друг с другом, непосредственно; контакт происходит 
только через кровь. Ненулевы.мп являются только 
диагональные элементы, элементы первой строки н 
первого столбца.

Данная модель может использоваться также для 
прогнозирования поведения процесса при наруше­
ниях обмена. С помощью прогнозов можно управ­
лять перемещением вещества в различных камерах 
и нормализовать процесс транспорта по системе 
в целом. Зная, каким должно быть содержание лшк- 

розлемента в норме, 
можно подобрать функ­
цию воздействия таким 
образом, чтрбы вывести 
траекторию системы на 
заранее заданное рас­
пределение, то есть ста­
билизировать содержа­
ние вещества в органах и 
тканях за определенное 
время. Заметим, что вы­
бор функции возмуще­
ний определяется также

Рис. 1. Л'-камерная модель 
транспорта вещества 

в организме

п дополнительными условиями, такими, например, 
как время, за которое нужно нормализовать процесс 
обмена, пли получить минимальное отклонение от 
значений в норме [4].

3. Определение ко.ммуникационных констант 
системы переноса веществ

и построение аппроксимирующего выражения 
для функции, описывающей содержание 

вещества в плазме крови
Определение коммуникационных констант осу­

ществляется в несколько этапов. На первом этапе 
в (1) вместо yt подставляется его аппроксимирую­
щее выражение t/j «/(f) — функция, которая с за­
данной точностью описывает содержание вещества 
в плазме крови с течением времени.

В работе [5] показано, что в качестве аппрокси­
мирующей функции для і/, удобно использовать 
выражение

J'(l)=y^a}eb}! f (3)
;=1

где т — число слагаемых в сумме, причем 2m <Af; 
a.. b. ~ неизвестные параметры аппроксимации, 
подлежащие определению. Поскольку перераспре­
деление вещества в крови с течением времени пред­
ставляет собой апериодический убывающий про­
цесс, то величины^ действительны, bj <0. Функция 
вида (3) удобна для дальнейшего интегрирования и 
Совпадает с общей формой решения г/1 системы ли­
нейных дифференциальных уравнений (1).

Метод определения коэффициентов а ;, Ь}. заклю­
чается в следующем |5]. Используя эксперимен­
та;] ьные данные о содержании .меченого Вещества 
в крови у}- в моменты времени

G =/i +и~^г- ./=!-, з/.
где/1 — момент первого получения эксперименталь­
ной информации, h — шаг наблюдений, составим 
систему уравнений

1-U.... Л/. (4)
1=1

Обозначим Zj =е і , тогда выражение (4) примет 
ввд ” ,

!/<=2'11е ' гГ Л = 1.2....,А/. (5)
<=1

93



С. Н Герасин, Н. В. Гибкина. А. В. Ружицкий

Известно, что система {</+;Л линейно зависи­
ма, поэтому zl; z2. ..., т>т являются корнями некото­
рого полинома вида

+C2z + C3z2... + 6’(ro_nz"’“2 + Cmz'n“I +зт =0. (6)

Умножим первое из уравнений системы (5) на 
С і , второе уравнение на С2,.... m-е уравнение на Ст 
и сложим первые т уравнений. Получим с учетом (6)

т . дг , т _
С, Sа' +с2Е°.е г + СзХ“|в ''' - + - 

Ы 1=1 i=1

І = 1
Г 4. 4 1=n«/"'(c,+c22+...+Vi)l=

1=1 • J

1=1

Повторив эту процедуру далее, начиная со второго, 
затем с третьего и последующпхурав.реіш.і"і. получим 
систему из 1\1 -т уравнений

'у^С\ + у2С2 + .„ + утСт = -ут+і.
У 2^1 + У3Р2 + -+Ут+1^т = ~Ут+2'

*

У.Ц-рі^І + у.!/-(»«-1}^2 + -"^У.М-£т ~~Улі’

ПЛИ

Е^-.и-1)С» =-?„+;■ 7 = 12.. М-т.
2=1

В последней системе число у равнении больше числа 
неизвестных, поэтому» общем случае она несовместна. 
Мы определим такие значения параметров Ct. 
і = 1,2 т, ігри которых все у равнения системы удов­
летворяются с наименьшей погрешностью. Решение 
будем искать методом наименьших квадратов, суть ко­
торого заключается в минимизации фушщионала 

у1_ г т п2

F = Ё mip
>1 L l-J J

Минимал ьное значение этого функционала соот­
ветствует точкам, в которых

dF m л
і ’Уі-Н/'Ь

1-І /
= 0.

4 = 1. т.
Разделив полученное выражение иа -2 и. затем 

раскрыв скобки, получим так называемую нормаль­
ную систему из т линейных уравнений.

ilf-тґ т X М-т

Е Хїі.и-і, сі — Е^.,-Ур
1.-1 J J=1

М-т/ т Х .11-те.

„ Е Е$і+и~іі ^>+1 Е^.> ■»>.>•■ >lkl-i ) ;=1 (<)

Решая эту систему любым из известных ана лити­
ческих пли численных методов, найдем значения 
параметров Ct, і = Х-» ні» которые затем используем 
для определения корней полинома (6). Каждый пз 
корней zk , k = X т, этого полинома может быть запи­
сан в виде

Тогда из выражения zk =ebkk,к = 1 т, легко най­
ти значения неизвестных параметров bk:

()пМ^Ф,г) fe = —
h

Заметим. что поскольку для данной задачи вели­
чины bk, к = X т, вещественны, то

, Jn-'fc . 7-----Ък =.---- —, к - X т.

Теперь исходную функциональную зависимость 
(3) можно представить в виде- уравнения

/(2) = a і (Pj (f) + a 2 ф2 (0 + - + (8)

где <p/t =еі/;/ {к = X пі) — известные функции.

Параметрыak.k = 1. т, можно определить из сис­
темы (4) с известными величинами bk. Поскольку 
в этой системе число уравнении .1/больше числа не­
известных т, то в общем виде она несовместны, и мы 
применим для ее решении метод наименьших 
квадратов.

Минимум функционала
.V f те

Ф=Е ^-E«(‘p.<'j
і<

mip_ 
а,, >=1, т

достигается в точке, в которой.все частные производ- 
сФ _ , 7—

ные----- =0, к = I т, то есть

1, гп.

Нормальная система, соответствующая данным 
выражениям, имеет впд:

'dj/rj +d12a2 +... + а1п,л,л =ЬР

( +(1ї>«2 +- + ^ЇЛ«,П =б2.

. ^rnla l + ^2.2 а2 + ••• + ^тгп tlm >

гдес^ =^Ф((2;)-Ф&(<р,б^ =Ёфг1<Р’У;^ = 1’ -....т
J=l J=L

л к = X 2,.... т.
Оценка качества аппроксимации функции (3) 

может быть выполнена с помощью вычисления 
среднеквадратичной погрешности аппроксимации: 

.И-m/ те

j=i Хм
\У ’ ^/Ут+J У)+(т-1)’ 

7=1

ск^р^-^І/мГ
_нЛ У і J/ _

•100%. (10)
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где f(t() — значения аппроксимирующего выраже­
ния (3) в точках £, ;у, — экспериментальные данные 
о содержании исследуемого вещества в крови в мо­
менты времени /г; М — количество моментов време­
ни. в которые снималась экспериментальная инфор­
мация. Будем считать, что точность аппроксимации 
экспериментальных результатов достаточна, если 
средняя квадратичная погрешность аппроксимации 
не превышает значение относительной погрешности 
измерения в эксперименте. Используя оценку ка­
чества аппроксимации, можно подбирать оптималь­
ное число слагаемых б выраженпн (3).

4. Определение транспортных коэффициентов 
методом напмеш.ших квадратов

После того, как с заданной точностью построено 
выражение /(0- аппроксимирующее функцию у | со­
держания. элемента в крови, могут быть получены 
коммуникационные константы системы уравнений 
(1). Замена выражения для у} функцией J\l) вида 
(3) позволяет разложить систему (1) на (п-1) неза­
висимых линейных дифференциальных уравнений 
первого порядка вида

(II) 
Ci Г

каждое из которых соответствует элементарной од­
нокамерной модели обмена, исследуемого вещества 
в отдельных органах п тканях.

Аппроксимирующая функция f(t) пз (3) задает 
характер поступления вещества в камеру і. Таким 
образом, задача одновременного определения 2{п -1) 
неизвестных параметров системы (1) сводится к на­
хождению двух параметров каждого из (п -1) урав­
нений вида (llj. При этом значительно возрастает 
точность вычислений. Решение каждого из уравне­
нии (11) діожет быть записано в виде

у,(f) =Ц

і = 2.3,.... л, (12)
где С— константа интегрирования.

m b-t
Так как в рассматриваемой задаче /(/) = •

М
то решение каждого из уравнений (11) принимает 
вид

(13)

при известных значениях a , b,.
Значение константы интегрирования С в выра­

жении (13) определено из начальных условий
О' о) t У< (70 ) = (V = 2,3,.... п. то есть в предполо­

жении, что вещество поступает в организм однократ­
но через кровь.

Приведем алгоритм нахождения коэффициентов 
7г1(- и7сп для г-го уравнения (13). Будем рассматри­
вать выражение (13) как некоторую функцию трех 
переменных <р(Л /с1£, 7сП):

Л • / к f \
у,(1) = <р(ЛЦ,.к,,)=*„£—^-г- (14)

При фиксированном і по имеющимся экспери­
ментальным данным У) прн/ = tj (7 = 1 М) можно со­
ставить систему из М уравнений вида (13)

"L, a .■ / h і, і. . \Уі ■ (e ' -e~ tl‘ L
+b.\ J

1-Х, 2,..., M. (15)

Если бы значення у t были известны точно, то для 
определения неизвестных параметров/ги,/гп доста­
точно было бы решить любые два уравнения систе­
мы (15). Полученные значения в таком случае будут 
удовлетворять и всем остальным уравнениям систе­
мы. Но поскольку величины у{ (/ =1 М) имеют по­
грешность измерений, то решение, подушенное из 
некоторых двух уравнений системы (15). не будет 
удовлетворять остальным уравнениям. Система (15) 
в общем случае является несовместной. Под ее реше­
нием мы будем понимать такие величины А,.ь,/с||, 
при которых с наименьшей погрешностью удовлет­
воряются все уравнения (15).

Решив любые два уравнения системы (15). опре­
делим величины 7г . к(°j и зададим поправки a lt, a. { 
к этим значениям. Тогда общее решение будет иметь 
впд

/гн =&[’ fah.fclt =7с((| +а{1.

Разложив правую часть уравнений (15) в ряд 
Тейлора в окрестности гочкп (кh, 7с;1) и ограничив­
шие ь л и нейными отпос ительно а |;. а Л j елагаемыми, 
получим

<р(7у. 7ij,. 7»jj 1 — <p(fy, A’j,. ki j) +

+ 9feh (zj ’ h - ffii )-ah + 4>lfl U6)

где ,
фкъ(Мн-^!>Ё J / . -eA|f J. (17)

22, a ,1 , .Фа,! (1( •• ^11 •/I) =^’h Ё7 T~e ‘1 • (*8)

Прп 7 - L 2,.... Л/ получим из (16) систему Af ли­
нейных алгебраических уравнений относительно 
неизвестных a ](, а (:

)‘ah -

= Уі !-Ф(7/.«^іОі,7сі)1 ).

Данная система несовместна, поскольку число 
уравнений в ней больше числа неизвестных. Поэто­
му будем искать такие значения неизвестных пара­
метров, которые удовлетворят все уравнения систе­
мы с максимальной точностью.

Для определения a {(, a г1 найдем минимум функ­
ционала
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3/
5=2 

м

[У|

■ -[Фйн min .
“tf «И

Как известно, минимальное значение этого 
функционала достигается в точке, в которой 

------   0,------- --  U. отсюда после несложных преоора- 
oah cau 
зовампй получим нормальную систему метода наи­
меньших квадратов:

2іч>'ь„ ('< • ки • *Г1; • “ 1. + ч4„ (G • *1". “л J*

ы

x(pfcJt =

=2W -фсХл’ДЛ,,
' л'’
SUl• )*ali + ФІ-,! ’ fcfi’ S)’aі 11 *
/-і
хФка(МкЛ°1>

. /=i

число уравнении которой совпадает с числом неиз­
вестных.

Подставив в эту систему выражения (17) л (18) л 
решив ее любым из аналитических или численных 
методов, найдем значения поправок а1(. ал, кото­
рые затем попользуем для определения транспорт­
ных коэффициентов:

^k =^b +ah* s*d +ad-

Таким образом, решена задача определения 
транспортных коэффициентов для каждой і-д каме­
ры исследуемой системы. В дальнейшем получен­
ные данные могут быть уточнены для всей моделп 
и целом [6].

В случае, когда количество камер в моделп вели­
ко. для определения параметров системы также при­
меняются комбинации численных методов, позволя­
ющие локализовать искомые величины в некоторых 
окрестностях и затем уточнить их значения с- задан­
ной степенью точности. Предварительная оценка 
для параметров кц в этом случае может быть получе­
на из решения уравнения

(19)
7 L J

на каждом пз временных интервалов AL =/^ 
Здесь Д^) — усредненное по времени значение 
функции f(t) на интервале ^1} . Пз этого вы­
ражения при больших значениях tJf когда 
lime ll‘j ->0, можно найти отношение kuJka. 
Оценку для величины kti можно получить, если пе­
реписать выражение (19) в виде:

ydtj) к.к,. =—1J 1- 
>, I

Эта оценка может быть использована для умень­
шении времени вычислений в качестве начального 
приближения в численных методах расчета комму­
никационных констант.

Оценить степень соответствия расчетных данных 
норме можно уже на этапе определения коммуника­
ционных констант. Поскольку транспорт вещества 
в организме через каждый орган осуществляется 
с определенной заранее известной скоростью, то, ана­
лизируя рассчитанные величины kl} (i, j = !..., л), 
можно сделать вывод об отсутствии или наличии 
заболевания, его характере и степени тяжести. Заме­
тим, что для установления правильного диагноза tie- 
обходпмо производить оценку всех констант перено­
са в совокупности [7. 8].

5. Выводы
В статье исследуется общая математическая мо­

дель процесса кинетики химических веществ в жи­
вом организме. Данная модель учитывает времен­
ную неоднородность процесса п поэтолгу в большей 
степени подходит для описания реальных процес­
сов. чем ее однородные аналоги. Предложен метод 
оценивания концентрации исследуемого вещества 
в отдельных камерах ц в организме в целом, что по­
зволяет управлять перемещением вещества в раз­
личных камерах и нормализовать процесс транспор­
та по системе.

Для решения задачи диагностики и оптимизации 
режимов лечения разработан пакет программ, по­
зволяющий на основе экспериментальных данных 
исследовать картину транспорта вещества в орга­
низме. В случае отклонений от нормы программа 
производит расчеты схемы лечения и.чп позволяет 
корректировать уже существующую схему с учетом 
экспериментально полученных данных.
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