
УДК 517.9

В.А. ДОРОШЕНКО, канд. физ.-мат. наук

ИСПО ЛЬЗО ВА НИ Е М ЕТОДА ЗАДАЧИ РЙ М А Н А-ГИ ЛЬБЕРТА  ДЛЯ
И ССЛ ЕДОВАНИЯРАССЕЯНИЯ ВОЛН НА СИ СТЕМ Е ИЗ ИМ ПЕДАНСНЫ Х

ПЛО СКИ Х  УГЛОВЫ Х СЕКТОРОВ

Плоский угловой сектор является одной из базовых структур, которые входят в качестве 
элементов в широкий класс рассеивателей. Интерес к исследованию волн на плоском угло­
вом секторе вызван, в частности, и тем, что такая структура обладает широкополосными 
свойствами и служит моделью микрополосковой и щелевой линейно расширяющейся антен­
ны [1,2]. В ряде работ [3-5] получены решения задачи дифракции электромагнитных волн на 
идеально проводящем плоском угловом секторе различными методами и изучены дифракци­
онные эффекты, обусловленные вершиной сектора. В последнее время повысился интерес к 
изучению рассеивающих свойств экранов с покрытием, что значительно расширяет рамки 
применения этих структур. В связи с чем и возникла необходимость решения электродина­
мических задач для экранов с поверхностным импедансом [6]. В [7] предложен подход для 
решения скалярной задачи дифракции волн для экранов с импедансными граничными усло­
виями. Суть этого подхода заключается в сведении третьей и четвертой трехмерных краевых 
задач математической физики для волнового уравнения с краевыми условиями на плоской 
решетке из нерегулярных лент (угловых секторов) к сингулярным интегральным уравнени­
ям, решение которых может быть получено только численно. Метод задачи Римана- 
Гильберта относится к эффективным методам, используемым при решении задач дифракции 
электромагнитных волн [8]. На его основе построены численно-аналитические методы реше­
ния граничных электродинамических задач для идеально проводящих одномерных, двумер­
ных и трехмерных структур [9-13] и получены аналитические решения для некоторых их ча­
стных случаев. Авторам работ[14,15] удалось применить метод задачи Римана-Гильберта к 
решению дифракции электромагнитных волн на одномерных и двумерных неидеально про­
водящих экранах и свести электродинамическую задачу к системе линейных алгебраических 
уравнений второго рода (СЛАУ-2), решение которой может быть получено как аналитиче­
ски, так и численно.

Цель данной работы -  построить численно-аналитический подход на основе использо­
вания метода задачи Римана-Гильберта для исследования задачи рассеяния волн на трехмер­
ной импедансной нерегулярной структуре (системе плоских угловых секторов) и найти ее 
аналитическое решение.

П остановка задачи

Периодическая система Е из N  неогра­
ниченных плоских угловых секторов располо­
жена в плоскости ХОУ  декартовой прямо­
угольной системы координат, причем, положи­
тельная полуось оси абсцисс является осью 
одной из щелей. Период системы 1 = 2п/М , 
ширина каждого сектора а  и ширина щелей 
(1 = 1 - а  равны величинам двугранных углов, 
которые образованы плоскостями, проходя­
щими через ось 0 2  и ребра секторов. Источ­
ник сферических волн, поле которого меняется 
по гармоническому закону, расположен в точ­
ке В(г0). Требуется найти скалярную функцию
(потенциал) у(г ), удовлетворяющую:
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1) уравнению Гельмгольца ( Л - д £ )у = 0, <?>0, всюду вне конуса и источника;

Эу 
дп
=  Э л . ,

I>:+ дп'

2) краевому условию на секторах [ + —  |х = 0. £ = •£ (? ),

ЭУ| 
Эл' (2)

(1)

где 2 + и 2  соответствуют стороне сектора при г > 0 и г < 0 ;
3) условию

|  |у |2 + |Уу)2 < оо; 
о

. 4) принципу предельного поглощения.
Задача в такой постановке имеет единственное решение [16,17].

Введем сферическую систему координат г,в,(р  с началом в центре периодической структу­
ры (точка соприкосновения вершин секторов), г = (г,9,(р), г0 = (го,0 о,фо). В данной системе 
координат рассматриваемая структура X определяется уравнением в -  яг/2, а краевые усло­
вия (1), (2) принимают вид (п  = - е в )

& 1 dvС v --------
Ь г д вV

3V 
дв

=  0 ,

_

г  “ до

(3)

(4)

1
Предположим, что £ = — • £ , £ = const. ; тогда из (3) следует

г

C v -
3v
Э0

=  0 . (5)

Метод решения СЛАУ-2

Неизвестный потенциал V ищем в виде
V =  у0 +  V, ,

где ув соответствует полю источника

Р 0 е
-qR

r0 R
■, R <= г -  г0 , р 0 = const. ,

(6)

(7)

шотенциал V, обусловлен присутствием периодической структуры.
Для решения краевой задачи используем интегральные преобразования Конторовича- 

;Йебедева

п V Т

/  (г )  =  ф  J  x sh n x f ( T ) ^  'd r
и

(8)

(9)

| |д е  {цг; -  функция Макдональда. Принимая во внимание представление для у0 (7)

2 7  , г К..МП ,у0 = — г тзЫт ■ V0 • — — ат , 
л"- >/г

( 10)
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[■^>- I /2 + / r (COS^ ) ^ , -l/2+/r( COS в  0 ) , в  < 0 q ,

\ р:ш+іЛ - co s  в)Р_ти2+ІТ (cos 0 О ) , 0 О <  0 , 

а„  , Д . #- « . (. 1Г  Г(г ~ т + Н)
4 п c h m Г (— + т + г'т)

ищем неизвестный потенциал v, в виде интеграла Лебедева-Конторовича (8), (9)

2 7 .  ж Kir(gr) , v, = —  I r .sh m ■ v, - Л —dт , 
я  J0 Vr

« , = - 5  (»•«>)-

S  (r)P_'"f„(cosO) ■ и - - " '»  ,0 < 0 < я  12,
^  =  - 0 0

Ё  A . . ™ , f r ) p " * w .( -C O S 9 )■ n 1 2 < в < ж .

( 11)

V ( 1) _ ( 12)

Используя (1), (2), (10), непрерывность частных производных V, в щели и учитывая со­
отношения

dd
Р-1/2+1 т (  COS д  )  I ()_г/2 P ^ 2 + t r ( c O S 0 ) в=п/2

получаем связь между коэффициентами &т п+щ и Pm n+nbt, а также функциональное уравне­
ние, определенное на секторах

1  I f  ( 0 ) ~ P ^ : .  ( cose) | e„ , 2 = К  (С) , (13)

К  ( 0 =  С Р у г « ,  (0) +  —  р “и , (со80)|»„/2 .
Другое функциональное уравнение получим из условия непрерывности функции V, в щелях

Введем коэффициенты  ̂ и еп

гм = н п  Ы  ( i -e ,)â . , n̂ p<;;:!: (co se) Є=я/2

(14)

(15)

1 \п\ 

N (n + v )  п

7Г

г —+ (n + v )A /4 iT
2 v '

(16)

~ - (n + v ) iV  + /г d
dB

p(n+v)N
-I/2+ir (cos в) в=я/ 2

Для £„, определенного в (16), имеет место оценка при jV ( и  + 1' )  » 1

14 ISSN 0485-8972. Радиотехника. 2002. Вып. 127.



1
/У2(п + у )

В результате уравнения (13), (14) соответственно принимают вид

н
п

+°° м
S u 4"!ô  =  / ( v/ ) ,  к |  < < 5 ,

с дополнительным условием

l - d

о ,  5 < ф | < я

где 6 / ( ^ )  -  заданная 2я -периодическая функция:

/ М = Х . / У " ' .

Л ( С )  = f iV (n+ v)
«  Л 

+  — є.. 7Ы  _ /1("+v)jV( C K * .

(17)

(18)

(19)

- 1

Система парных функциональных уравнений (17)-(19) образует задачу Римана- 
Гильберта об определении аналитической функции комплексного переменного по ее пре­
дельным значениям на некотором контуре. Используя метод, предложенный в [8-10], прихо­
дим к системе линейных алгебраических уравнений второго рода относительно неизвестных

коэффициентов

= Е  A P4 mo) + ß W ’ 5 = 0,±1,±2, (20)

где

А.. = ёя+С к - 7 ( и ) + р , ш : .
N (n + v )

дМ  = ( f )у.-1 („ ) , и = cosä

v i r (и)

Ро (м) = 1.А (м) = Р. (м) = р п ( « ) -  2 < _ , (м) + ^ -2  (и ) ,2 < П,
Р (и )  -  полиномы Лежандра. Поскольку (20) превращается в тождество при.у = 0 , найдем

уравнение для определения , воспользовавшись дополнительным условием (19)
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n=̂ N ( n  + v )  

Введем в рассмотрение функции

Н )" .г ы  =  £ =  0 . (21)

П— 11 ** г-—00 $
которые вычислены в [9]. Тогда (21) приобретает вид

Р=~*

1 2 -̂, (и)

1M i  + f „
р р iV(p+v)

W p (u )z H )  
р : (22)

M v ( и )  =  ;

V / » ( и )  +  Ру_ , ( и ) '

Таким образом, исходная краевая задача сведена к решению системы линейных алгеб­
раических уравнений второго рода (20), (22), которая эквивалентна парным интегральным 
уравнениям первого рода (13), (14) относительно искомых коэффициентов.

Требования выполнения условия 3 в постановке задачи накладывает на коэффициенты

условия их принадлежности гильбертову пространству V
(

1 + Ы
с нормой

+ 0°  [ 7  
т—ч і V

(“о)

■ <  о о  .

Для обоснования разрешимости СЛАУ-2 оценим норму матричного оператора А систе­
мы (20) по норме рассматриваемого гильбертова пространства, в котором А определяется 

матрицей {Аїр} . Используя оценки для функций Упр_~' (и) [9]

К ?  И <

C j-J l- ir  ln (l + |p |) ,p  Ф 0 ,рФ  п; 

y j l - u ,n ^ 0 ,p  = 0',

+ - и 2 ln (l + |/? |),p  Ф 0,п = р,

а также их поведение при п »  1, .у »  1,

у[ п
УД,1 ( и ) - —\ = ----— -sin(rc-s)<5 ■

я:Vs n - s

заключаем, что оператор А ограничен по норме V

< \  1 Ч
-г  +  т-

\ П \

1 + Ы
и является вполне непрерывным

в этом пространстве [18]. Поэтому решение СЛАУ-2 (20), (22) для произвольных параметров 
задачи может быть получено методом редукции, смысл которого состоит в замене бесконеч­
ной системы конечной системой из М  уравнений с М неизвестными и оценки погрешности 
такого приближения [18]. В частном случае полупрозрачной структуры, когда число щелей 
велико и их ширина мала по сравнению с периодом I , узких щелей, узких секторов оператор

А

А является сжимающим (его норма меньше единицы) и для решения СЛАУ-2 можно 
использовать метод последовательных приближений (итераций) [18]. Применение этого 
метода дает возможность найти аналитическое решение исходной краевой задачи, провести 
его анализ и изучить влияние щелей и поверхностного импеданса.
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В случае полупрозрачной структуры, которая определяется существование предела

2 > о ,Н т#-»+•>о
И/1-,0

1 , .7 1 (1  
— т  в т —  
N  21

потенциал V, (11), (12) имеет вид (0 < 0 О < л /2)

а р
п 2г.О т--

к п { я г п  )  К Л С1 Г  )  1

^
-----------т  +  г Т

1 2 С ”  ( С )

Ф  Г
Г 1  Л

—  +  т  +  ш

к 2  J

< * > ! ; " ’  ( с ) + 2 с

хР-у2+п (соз 0О) Р";/2+1Г (со& в )й т , О <0 <тг/2, 

= ____________ Р-1/г+я (0 )____________

£ / ^ с о . 0 ) и ^ * ( о ) ’

Г Ш ( П _ 00  Р~1,2+* (СО80)1 (°)

(23)

с1в р ; 2,„ (с о 8 в ) |в„ /2- С р ; „ л о )

Аналогичное представление имеет место и для п /2 < в  <тс, В случае расположения 
источника на оси 0 1  (0О = 0 , т  = 0) (23) упрощается и приобретает следующий вид:

V, =
п \ [  ^  -Гг 4>„(0 + 2 2

Р„у2нт (С° 59)с1т , 0 < 0 < ТГ/2 ,

Ф Л С ) = 4>» ( С ) и . с , Л С )  = с " ( ? )  и -
Формальный переход к пределу при <2 ~ > +°° в правой части (23) приводит к выраже­

нию для у} в случае импедансной плоскости

V, =
К«{дг0) К1г(дг)

Г
_ 4 _  у  Г т^.ят 'т1Д  °; -г^
27Г г0 тт1> } { 470 ^Гг

Ш +  IX
2

— +  т  + п  
2

С ( С ) х

Х Р “ 2 + ( Г  ( с о 8  0 о  ) р ; / 2 + [ Г  ( с О 5 0 ) ^ Т  ,  0  <  0  <  т г / 2 .

Полагая в (23) £ = 0 , что соответствует решению второй краевой задачи для уравнения 
Гельмгольца, получаем представление для у, в предельном случае полупрозрачной структу­
ры из идеально проводящих плоских угловых секторов [19]

Щ -  £
71 Г0 т  = _», 0 у! Гд V Г

1 \
■т, + П

‘ тг2г„ Г
V у

0=я/2

( 0 ) + 2 £ — Р .;,,,, (соз в-)|
■ ( « к  в„) Р_7;г.„ (С08 в ) </т,  0 < в < я /2 .
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Таким образом, в данной работе впервые предложен подход для решения задач рассея­
ния волн на системе плоских угловых импедансных секторов, основанный на использовании 
интегрального преобразования Конторовича-Лебедева и метода задачи Римана-Гильберта. 
Показано, что третья краевая задача математической физики для трехмерного уравнения 
Гельмгольца с дополнительным условием на секторах эквивалентна решению системы ли­
нейных алгебраических уравнений второго рода относительно коэффициентов Фурье иско­
мого потенциала. Обоснована разрешимость этой системы, а также применение методов ре­
дукции и итераций для нахождения ее решения. В предельном случае полупрозрачной струк­
туры получено аналитическое решение третьей краевой задачи.
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