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ПЕРЕЛІК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ, СКОРОЧЕНЬ ТА ТЕРМІНІВ 

MDA – приєднання, засноване на посередництві (mediator-driven 

attachment); 

SF-мережа – scale-free network (безмасштабна мережа); 

БА – мережа Барабаші-Альберт; 

МІМ – масштабно-інваріантна мережа; 

ПП – переважне приєднання (переважне зв'язування). 
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ВСТУП 

Теорія складних мереж є відносно новою науковою сферою, яка 

вивчає складні мережі. Більшість мереж реального світу є 

безмасштабними, тобто такими, що розподіл вузлів за кількістю зв'язким є 

ступеневим, або наближається до ступеневого. Наприклад, це стосується 

соціальних мереж, мереж співпраці, мереж цитування, всесвітної павутини, 

нейронних та білкових мереж, деяких транспортних мереж тощо. Таким 

чином, дослідження безмасштабних мереж має суттєву практичну цінність. 

Наразі існує багато моделей безмасштабних мереж, проте жодна з 

них не є універсальною, що зумовлює актуальність проблеми, яка 

досліджується. З іншого боку, ступеневий розподіл параметру, в даному 

випадку - кількості зв'язків вузлів, є характерною особливість фрактальних 

властивостей системи та її здатності до самоорганізації. Це ще одна 

причина теоретичного інтересу до безмасштабних мереж. 

В основі більшості моделей безмасштабних мереж лежить модель 

Барабаші-Альберт. Вона ґрунтується на двох основних ідеях: концепції 

зростання та концепції переважного приєднання. Хоча в даний час існує 

багато специфікацій та узагальнень для генеративного механізму, що 

використовується для створення моделей складних мереж, їхні загальні 

риси успадковані саме від цієї моделі. 

Однією з ключових властивостей переважної більшості моделей є 

потреба в доступності інформації щодо властивостей всіх вузлів мережі, 

зокрема, значень ступенів вузлів. В той же час для переважної більшості 

мереж реального світу використання такої інформації неможливе через ії 

великий обсяг, конфіденційність та ін. Тому більш перспективними є 

моделі приєднання нових вузлів за посередництвом, у яких статистика 

існуючих вузлів не використовується явним чином під час додавання 

нових. Властивості однієї з таких моделей – моделі MDA – є предметом 

досліджень у атестаційної роботи магістра. 
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1 ОГЛЯД ПРЕДМЕТНОЇ ОБЛАСТІ  

1.1 Графи та мережі 

Графом ( , )G V L  називають математичний об'єкт, який представляє 

собою впорядковану пару: множину V  вершин (вузлів), та множину L  

зв'язків (з'єднань) між ними. Термін "граф" був вперше введений 

американським математиком Джеймсом Сільвестром в 1878, хоча основи 

теорії графів було закладено Леонардом Ейлером ще в 1736 (задача про 

Кенігсбергські мости). 

Їснує багато різновидів та, відповідно, ознак класифікації графів. 

Поперше, графи бувають орієнтовані (спрямовані) та неорієнтовані. 

Відповідно, з'єднання графічно відображаються дугами зі стрілками, або 

ребрами, тобто лініями без стрілок (рис. 1.1). 

 

 

а)       б)  

Рисунок 1.1 – Приклади графів: а) орієнтований; б) неорієнтований 

Важливою характеристикою графу є його розмір, тобто кількість 

вузлів | |n V . Відповідно, графи є скінченими та нескінченими. Під 

нескінченістю в даному випадку розуміється те, що немає такого числа 

m a x
n , щоб m a x

n n . Під час дослідження чи моделювання граф, що оброб-

люється (який завжди скінчений) розглядається як підграф загального 

нескінченого графа. 

Найчастіше словом "граф" називають простий неорієнтований граф, 

5
4

1 2

3

C D

A B

E
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тобто граф, який не має петель та кратних ребер. 

Ребро називається петлею, якщо його кінці збігаються. 

Ребра називаються кратними, якщо множини їх кінцевих вершин 

збігаються. 

Вершини i
v  та j

v  називаються кінцевими вершинами (або просто 

кінцями) ребра ij
l . Дві кінцеві вершини одного і того ж ребра називаються 

сусідніми. Цей факт позначають як i j . 

Два ребра називаються суміжними, якщо вони мають загальну 

кінцеву вершину. 

Максимальна кількість дуг простого графу складає m a x
( 1) / 2L n n  . 

Простий граф з такою кількістю дуг називається повним; кожна вершина в 

ньому з'єднана з усіма іншими. Мінімальна кількість ребер зв'язаного 

графу дорівнює m in
1E n  . Такий граф не має циклів, тобто є деревом. 

Мірами щільності графу можуть слугувати: 

- лінійна щільність – відношення фактичної кількості дуг графа до 

максимально можливої m a x
/L L  ; 

- скорегована лінійна щільність – m in m a x m in
( ) / ( )

c
L L L L    ; 

- логарифмічна щільність – m a x
lo g ( ) / lo g ( )

L
L L  ; 

- кликове число ( )G  (clique number) – розмір максимального за 

розміром повного підграфа. 

Слід зазначити, що неорієнтований зв'язок (ребро) еквівалентний 

двом дугам, тому для неорграфа завжди 2L E . 

Ступенем вершини i
k  називають кількість інцидентних їй ребер. Для 

будь-якого графа виконується тотожність 

 
1

n

i

i

k L



 . (0.1) 

У разі, якщо граф орієнтований, то розрізняють вхідну та вихідну 
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ступені вершин ( ik
 , i

k
 ). При цьому для кожної з них виконується 

тотожність (0.1). 

Вершина називається ізольованою, якщо вона не є кінцем ні для 

одного ребра; висячою (або листом), якщо вона є кінцем рівно одного 

ребра. 

Маршрутом в графі називають кінцеву послідовність вершин, в якій 

кожна вершина (крім останньої) з'єднана з наступною вершиною ребром. 

Ланцюгом називається маршрут без повторення ребер. Простим ланцюгом 

називається маршрут без повторюваних вершин (звідки випливає, що в 

простому ланцюзі немає повторюваних ребер). 

Простим циклом називають ланцюг, в якому ребра не повторюються, 

а перша і остання вершини співпадають. Довжиною циклу (тобто шляху) 

називають число ребер в ньому. 

Елементарним циклом називають такий простий цикл, в якому не 

тільки ребра, а й вершини не повторюються. 

Існують узагальнення поняття «граф»: 

- мультиграф – граф, який містить кратні ребра, тобто ребра, що 

з'єднують одну і ту ж пару вершин; 

- псевдограф – граф, який містить петлі, тобто ребра, які з'єднують 

вершини самі з собою; 

- гіперграф – граф, в якому ребро може з'єднувати більше двох 

вершин; 

- ультраграф і інші. 

Існує ряд способів представлення графів для їх зберігання і 

комп'ютерної обробки. Вибір того, чи іншого способу залежить від розміру 

графа, його щільності, видів розв'язуваних задач. Основними способами є: 

- матриця суміжності. Стовпці та рядки цієї матриці відповідають 

вершинам графа. Елементи матриці визначають наявність зв'язку від 

вершини-рядка до вершині-колонки (1), або його відсутність (0). Цей 
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спосіб є найбільш зручним у разі щільних графів. Недоліком матриць 

суміжності є витрати пам'яті ( 2
( )O n ), які є занадто великими, якщо граф 

розріджений. 

- матриця інцидентності. Її рядки відповідають вершинам графа, а 

стовпці – ребрам (чи дугам). Елемент матриці (на перетині рядка i  зі 

стовпцем l ) дорівнює 1, якщо дуга l  входить в вершину i ,  -1, якщо вона 

виходить з неї, та 0 в інших випадках. Цей спосіб представлення графа є 

найбільш витратним по пам'яті ( ( | |)O n L ), тому застосовується рідко; 

- список суміжності. Кожної вершині графа відповідає рядок, в 

якому зберігається список суміжних вершин. Така структура даних не є 

таблицею в звичайному розумінні, а являє собою «список списків»; 

- список ребер. Кожному ребру (чи дузі) графа відповідає рядок 

цього списку, в якому зберігаються номери двох вершин, інцидентних 

цьому ребру/дузі. 

Для двох останніх способів витрати пам'яті на зберігання структури 

графа складають ( | |)O L . Таким чином, ці способи є найбільш економними. 

Саме вони часто застосовуються для подання розріджених графів, при 

реалізації базових алгоритмів обходу графа, для зовнішнього зберігання 

або обміну даними тощо. 

1.2 Визначення та властивості складних мереж 

Терміни «мережа» і «граф» багато в чому схожі. Під час дослідження 

структури мережі, її топології, математичною моделлю мережі є граф, 

тому терміни «мережа» і «граф» в цьому сенсі можна вживати як 

синоніми. Втім, "чисті" математики надають перевагу терміну "граф", а 

спеціалісти з прикладних галузей частіше вживають слово "мережа". 

Оскільки чисельність математиків набагато менша, а також через 

популярність соціальних мереж та мережі інтернет, термін «мережа» зараз 

застосовується як більш сучасний та загальний термін, ніж «граф». 
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Аналогом поняття "вершина" графа є "вузол" мережі, а замість "дуга, 

ребро" частіше застосовують термін "зв'язок" (який може розглядатись як 

однонаправлений, чи двонаправлений). 

В XX столітті сформувався новий науковий напрям: теорія складних 

мереж. Незважаючи на те, що в об'єктами цієї теорії є різні мережі – 

інформаційні, біологічні, електричні, транспортні, найбільший внесок в 

розвиток теорії складних мереж внесли дослідження соціальних мереж. 

Термін «соціальна мережа» позначає зосередження соціальних об'єктів, які 

можна розглядати як мережу, вузли якої – соціальні об'єкти (наприклад, 

люди), а зв'язки – соціальні відносини між ними. Цей термін був введений 

в 1954 році соціологом Дж. Барнсом. 

Ключовими властивостями складних мереж є такі: 

- великі розміри; 

- елементи випадковості при формуванні; 

- зростання (зміна) в часі. 

Типовими задачами досліджень складних мереж є: 

- дослідження класичних графових характеристик цих мереж; 

- дослідження статистичних властивостей мереж; 

- моделювання складних мереж, їх візуалізація; 

- моделювання і вивчення динаміки різних процесів, "носієм" яких є 

складні мережі, – дифузії, епідемічних процесів, різних потоків (нафти, 

інформації, електричного струму і т.д.); 

- вивчення прикладних характеристик мереж – уразливості мереж, 

методи відновлення, захисту та знищення мереж (наприклад, скільки 

вузлів потрібно «відключити» для того, щоб мережа втратила зв'язність). 

Однією з найважливіших статистичних характеристик складних 

мереж є розподіл вузлів за ступенями k
p  (тобто ймовірність того, що вузол 

має рівно k  зв'язків). Для більшості складних мереж реального світу ця 

функція розподілу належить одному з трьох сімейств (рис. 1.2): 
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а)     б)     в) 

Рисунок 1.2 – Типові графіки розподілів вузлів мережі за ступенями:  

а) пуасонівське, б) геометричне, в) ступеневе 

а) Розподіл Пуасона ( )P o isso n  : 

 ( )
!

k

k
p e P o is so n

k

 
   . (0.2) 

Такий закон розподілу породжується моделлю випадкової мережі і 

характеризується немонотонністю, тобто наявністю "характерного", 

"середнього" ступеню вузлів (рис. 1.2(а)). 

б) Геометричний розподіл ( )G e o m p : 

 1
( )

k

kp p q G e o m p


        ( 1q p  ). (0.3) 

Графік такого закону (рис.1.2(б)) в координатах lo g ( )
k

p  від k  має 

вигляд прямої лінії з негативним коефіцієнтом нахилу. Безперервним 

аналогом геометричного розподілу є експоненціальний. Якщо мережа має 
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такий розподіл вузлів за ступенями, то кажуть, що в ній "переможець 

отримує все", тобто мережа є гіперцентралізованою. 

в) Ступеневий розподіл m in
( , )P o w x : 

 m in m in( ) ( , ) ( , )f x C x x P o w x
 

     . (0.4) 

Графік ступеневого розподілу (рис.1.2(в)) також має вигляд прямої з 

негативним коефіцієнтом нахилу, але в подвійних логарифмічних 

координатах: lo g ( )
k

p  від lo g ( )k . При цьому якщо на графіку позначення 

на вісях відсутні, то визначити масштаб неможливо, тому такий розподіл 

називають безмасштабним, або масштабно-інваріантним. Більше того, за 

будь-яким значенням 0 1P  , доля зв'язків W , які інцидентні n P  

найбагатшим на зв'язки вузлам, не залежить ані від розміру мережі n , ані 

від зсуву вибірки вузлів, та складає 

 ( 2 ) / ( 1)
( , )W P P

   
  . (0.5) 

Частковим випадком масштабної інваріантності є широко відоме 

правило Парето «80/20», за яким 20 відсотків найбагатіших вузлів (хаби) 

контролюють 80% всіх зв'язків мережі. Навіть якщо видалити з мережі ці 

хаби та всі їхні зв'язки, то серед тієї частини мережі, що залишиться, 20% 

вузлів будуть мати так саме 80% зв'язків. Цьому частковому випадку 

відповідає рівняння (0.5) у вигляді ( 0 .2 ) 0 .8W  , тобто 2 .1 6 1  . 

В безмасштабній мережі (scale free network) виконується парадігма 

"переможець отримує більше", тобто мережа є централізованою (хаби 

їснують), але не гіперцентралізованою (не зіркоподібною). 

Більшість мереж реального світу (соціальні, інформаційні, технічні, 

деякі біологічні) є такими, що невплинно зростають. За умов зростання, 

властивості таких мереж визначаються правилами, за якими в мережу 

додаються нові вузли та зв'язки. 
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1.3 Концепції зростання та приєднання 

Відповідно до концепції зростання, початкова мережа включає 0
n  

вузлів та 0
/ 2L  ребер, а потім на кожному кроці до мережі додається новий 

вузол, який з'єднується з існуючими. Таким чином, розмір мережі n  (тобто 

кількість вузлів) зазвичай використовується як міра часу. Крім того, номер 

вузла ( i ) вважається часом його народження (тобто n i  є віком вузла). 

Окрім часу народження, кожен вузол характеризується своїм 

ступенем ( i
k ) та іншими властивостями, наприклад, придатністю (fitness), 

тощо. Динаміка росту мережі визначається кількістю зв'язків, що з'єднують 

вхідний вузол з існуючими ( )m n , або середнім ступенем вузлів ( )k n . 

Мережа також може мати інші керуючі параметри (такі як додаткова 

привабливість, еластичність тощо). 

Властивості мережі по суті визначаються правилом приєднання, 

тобто ймовірністю i
  того, що нове ребро вказує на вузол i , як функцію 

вищезазначених параметрів: 

 0 0
( , , , , , )

i i i
f i k n L A  . (0.6) 

Ключовою властивістю безмасштабних мереж є розподіл вузлів за 

кількістю зв'язків ( )p k , який повинен, принаймні, асимптотично, 

дотримуватися закону Юла-Саймона (який є дискретним аналогом 

ступеневого закону (0.4)): 

 
( )

( )
( )

k
p k c c k

k






 

 
,      0

k k . (0.7) 

Параметр 2   називається коефіцієнтом скейлінгу. 

Проблема полягає у пошуку правила приєднання (0.6), в якому 

ступінь вузла i
k  використовується неявно, та яке дозволяє генерувати 

безмасштабну (0.7) мережу. 
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1.4 Огляд моделей безмасштабних мереж 

Найпростішою та найвідомішою моделлю для безмасштабних мереж 

є модель Барабаші-Альберт (БА) [3], запропонована в 1999 р. Альбертом-

Ласло Барабаші (A.-L. Barabási) та Рекою Альберт (R. Albert). В її основі 

лежать дві основні концепції: концепція зростання та концепція переваж-

ного приєднання, згідно з якими кожен вхідний вузол підключається до 

m c o n s t  існуючих. Ймовірність i
  того, що нове ребро з'єднує вхідний 

вузол ( 1)n   з деяким існуючим вузлом i , пропорційна його ступеню i
k : 

 /
i i i

i

k k   . (0.8) 

Таким чином, правило приєднання БА є найпростішим випадком 

загальної форми (0.6). Еволюція мережі БА у випадку 1m   (дерево БА) 

показана на рис.1.3. 

 

Рисунок 1.3 – Еволюція дерева Барабаші-Альберт 
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В вузлах мережі на рис. 1.3 показані ймовірності приєднання нового 

вузла. Також на цьому рисунку показані ймовірності (Prob), за якими буде 

реалізована відповідна топологія мережі. Можна бачити, що ймовірність 

утворення ланцюга, або зіркоподібної структури (гіперхаба), є невеликою 

та швидко зменшується з ростом розміру мережі. Найбільш ймовірною є 

така структура, за якою хаби (тобто вузли, "багаті" на зв'язки) їснують, але 

вони контролюють не всі зв'язки. Тобто реалізується парадігма "чим 

більше маєшь – тим більше отримаєшь". 

При n    модель БА призводить до розподілу Юла-Саймона за 

ступенем вузлів (0.7) з коефіцієнтом скейлінга 3  . Зовнішній вигляд 

дерева БА при 1n  показаний на рис 1.4. 

 

Рисунок 1.4 – Дерево Барабаші-Альберт 

Відповідно до фітнес-моделі [4], кожен вузол асоціюється зі своїм 

значенням фітнесу i
 . Тому правило (0.8) узагальнюється до 

 ( , ) /
i i i i i i i

f k k k      . (0.9) 

Існують також більш складні варіанти зважування [5-7]. Такий підхід 

дозволяє відтворити ступінь кореляції між вузлами мережі. 

Інші розширення моделі БA засновані на застосуванні старіння [6], 



20 

тобто у залежності ймовірності прикріплення i
  в (0.6) безпосередньо від 

i  (чи n i ): 

 ( ) ( , ( ) )
i i

n f i k n  . (0.10) 

У моделі Прайса [2] мережа має глобальний параметр додаткової 

привабливості a , а правило приєднання (0.6) має форму 

 ( ) / ( )
i i i

k a k a    . (0.11) 

Цей підхід був використаний для моделювання мереж цитування, які 

розглядаються як направлені. Тому в правилі приєднання під i
k  

розуміються лише вхідні посилання. Зрозуміло, що якщо 0a   (тобто 

якщо використовується правило БA (0.8)), то нова (тобто вхідна) стаття, на 

яку ще не може бути посилань, не отримає їх і в майбутньому. 

В даний час існує багато інших специфікацій та узагальнень для 

генеративного механізму (0.6), що використовується для створення 

мережевих моделей (нелінійне преференційне приєднання [8-9], 

перенаправлення зв'язків [10], приєднання на основі даних другого рівня 

сусідства [11] тощо). 

Не всі перераховані вище моделі породжують саме безмасштабні 

мережі. Насправді [9] єдиний випадок, коли топологія мережі є 

безмасштабною, – це коли ймовірність приєднання є асимптотично 

лінійною відносно i
k , тобто ~

i i
a k
 . З іншого боку, незважаючи на 

широке поширення моделей безмасштабних мереж, мережі реального світу 

не завжди є безмасштабними [12]. 

Будучи ядром безмасштабних мережевих моделей, модель БA має 

певні первісні недоліки та обмеження (успадковані більшістю похідних 

моделей), які обмежують область її застосування: 

- у реальних мережах коефіцієнт скейлінга   не завжди дорівнює 3, 

а зазвичай має значення в діапазоні 2 3   (хоча, слід зазначити [1-2], що 
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процеси та явища з 2   також існують); 

- у реальних мережах середня ступінь вузлів ( )k n  має тенденцію до 

зростання з розміром мережі, в той час як вона є постійною в БA-моделі. 

Таким чином, ця модель породжує дуже розріджені мережі; 

- модель БA породжує нейтральні за асортативністю мережі [10, 14], 

в той час як соціальні мережі є позитивно асортативними, а біологічні та 

технічні – дизасортативними; 

- інформація про ступінь вузлів використовується прямо; 

- нарешті, здається дивним, що модель безмасштабної мережі 

базується на параметрі m , який залежить від масштабу. 

Для подолання вищезазначених обмежень було запропоновано 

розширити перелік основних концепцій моделі БА новою: концепцією 

еластичності [15-16], тобто концепцією різних відносних темпів зростання 

чисельностей зв’язків та вузлів. Згідно з цим підходом використовується 

коефіцієнт еластичності 1 2   як відношення відносних темпів росту 

зв'язків та вузлів: 

 
( ) ( 1) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

L t L n L nL t n t
n

L t n tn t L n






  
   . (0.12) 

Якщо параметр   є фіксованим, загальна кількість зв'язків зростає 

асимптотично за ступеневим законом з показником  : 

 
( 1)

( ) 2
( 1) ( 1)

n
L n n

n





  
 

   
. (0.13) 

Також середній ступінь вузлів не є постійним m , а зростає: 

 1
( ) ( ) /k n L n n n

 
  . (0.14) 

Якщо 1  , то кожен новий вузол приносить більше посилань, ніж є 

у середньому на даний час (0.14). Наприклад, чим більше їснує наукових 
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праць за даною тематикою, тим більше посилань має переглядати автор 

нової роботи. 

Тому використання концепції еластичності узагальнює оригінальну 

модель БА та дає можливість створювати щільні мережі та мережі з 

коефіцієнтом скейлінга 1 2 / ( 2 )    , який не перевищує 3. 

1.5 Постановка задачі дослідження 

Явне використання інформації про ступінь вузлів утворює ще одне 

суттєве обмеження як моделі БA, так і похідних моделей [13]. У реальних 

мережах вхідний вузол не може оцінити інформацію для всіх існуючих 

вузлів через великий розмір мережі, причини конфіденційності тощо. 

Дійсно, під час первісного вибору сайту чи наукової статті для 

ознайомлення з якоюсь темою, ми не цікавимось кількістю посилань на 

інші веб-сайти чи документи, які він/вона має. Аналогічно, майбутній 

бізнесмен не може отримати інформацію про те, хто з потенційних 

партнерів має скільки торгових зв’язків. 

Модель приєднання за посередництвом (MDA - mediation-driven 

attachment) була запропонована Хасаном та ін. [13] для подолання цього 

обмеження. Ця модель може розглядатися як версія більш ранньої моделі 

копіювання [17]. 

Дослідження цієї моделі є метою атестаційної роботи. Її досягнення 

реалізується через розв'язання наступних задач: 

- аналітичне дослідження моделі MDA, визначення її основних 

властивостей; 

- програмна реалізація моделі; 

- імітаційне моделювання, чисельне визначення характеристик та 

властивостей сформованих моделей складних мереж; 

- порівняння результатів аналітичного дослідження з даними 

комп'ютерного моделювання. 
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2 ДОСЛІДЖЕННЯ МОДЕЛІ ПРИЄДНАННЯ ЗА 

ПОСЕРЕДНИЦТВОМ  

2.1 Опис моделі приєднання за посередництвом 

Згідно з правилом MDA, кожен вхідний вузол обирає якийсь 

існуючий рівноймовірно. Цей вузол називається медіатором. Потім 

вхідний вузол посилається навмання на сусідів цього посередника. 

Так, під час первісного вибору сайту чи наукової статті для 

ознайомлення з якоюсь темою, ми не цікавимось кількістю посилань на 

інші веб-сайти чи документи, які він/вона має. Аналогічно, майбутній 

бізнесмен не може отримати інформацію про те, хто з потенційних 

партнерів має скільки торгових зв’язків. 

Проте, після первісного відвідування веб-сайту чи ознайомлення з 

науковою статтею, читач, можливо, захоче перейти за деякими доступними 

посиланнями з цього сайта/статті на інші джерела. Цей первісний 

сайт/стаття саме й виступають у якості посередника. 

Ймовірність i
  того, що вузол i , який має ступінь i

k , приєднається 

до вхідного, можна знайти наступним чином: спочатку пронумеруємо 

сусідів вузла i : 1, 2 , . . . ,
i

k . Ймовірність того, що кожен з них буде обраний 

медіатором, дорівнює 1 / n . Ймовірність з'єднання вузла i  з вхідним через 

посередництво вузла j  дорівнює 1 /
j

k . Таким чином, 

 

1

1 1ik

i

jj
n k





  . (0.15) 

Відповідно до (0.15), ймовірність з'єднання вхідного вузла з 

існуючими залежить лише від їх ступеня (так, як і в моделі БА), але, на 

відміну від моделі БA, ця залежність є неявною. 

Порівняння правил БA та MDA проілюстровано на рис. 2.1. Згідно з 
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(0.8), у моделі БA вхідний вузол "знає", що 1 3
1k k  , та 2

2k  . Таким 

чином, 1 1 1

4 2 4
( , , )

i
   відповідно. Згідно з правилом MDA, вхідний вузол 

зв'язується з вузлом 1 лише у тому випадку, якщо вузол 2 обраний як 

посередник (що відбувається з ймовірністю 1/3), а вузол 1 обраний серед 

сусідів вузла 2 (ймовірність - 1/2). Таким чином, 1
1 6

  . Аналогічно, 

1
3 6

  . Вузол 2 буде з'єднаний з вхідним, якщо вузол 1 або вузол 3 

вибрано як посередника, тому 2
2 3

  . 

 

 

Рисунок 2.1 – Порівняння між правилами приєднання Барабаші-Альберт 

 та MDA у разі 𝑚 = 1 

Еволюція мережї MDA у разі 1m   показана на рис. 2.2. Так саме, як 

і для мережі БА (рис.1.3), в вузлах мережі MDA (рис. 2.2) показані 

ймовірності приєднання нового вузла. Також на цьому рисунку показані 

ймовірності (Prob), за якими буде реалізована відповідна топологія мережі. 

Можна бачити, що на відміну від моделі БА, у поделі приєднання за 

посередництвом, яка розглядається, ймовірність утворення зіркоподібної 

структури (гіперхаба), є великою, тобто модель MDA (при 1m  ) схильна 

до парадигми "переможець отримує все". 

1

2

3

n ew

1 /4 1 /4

1 /2

B A  a tta c h m e n t ru le

1

2

3

n ew

1 /6 1 /6

2 /3

M D A  a tta c h m e n t ru le
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Рисунок 2.2 – Еволюція мережї MDA у разі 𝑚 = 1 

Цей результат можна легко довести аналітично. Якщо мережа з n  

вузлами є зіркоподібною, то новий вузол приєднається до центрального у 

тому разі, якщо посередником буде обрано будь який вузол крім централь-

ного (бо в них немає ніяких інших сусідів). Ймовірність цього дорівнює 

 ( )
( 1) /

n
n n    . (0.16) 

Таким чином, ймовірність ( 1 )n
P



  того, що мережа з 1n   вузлом буде 

зіркоподібною є добутком ймовірностей того, що вона була такою, маючи 

розмір n , (тобто ( )n
P ) та того, що новий вузол приєднається до 

центрального (0.16): 

 ( 1 ) ( ) ( ) ( ) 1n n n n n
P P P

n




   


    . (0.17) 
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З урахуванням початкової умови ( 3 )
1P   (деревовидна мережа з 

трьома вузлами завжди зіркоподібна – рис. 2.2), розв'язок (0.17) має 

вигляд: 

 ( ) 2

1

n
P

n
 


. (0.18) 

Для порівняння, ймовірність утворення зіркоподібної мережі за умов 

дії явного переважного з'єднання (БА модель) складає лише 3
2

B A n
P



  . 

Розглянемо тепер еволюцію мережі MDA, за умов що кожний новий 

вузол приєднується до 2m   різних існуючих вузлів мережі. Графічне 

зображення перших двох кроків дано на рис. 2.3. Вважаємо, що кратні 

ребра неприпустимі. 

 

 

Рисунок 2.3 – Еволюція мережї MDA у разі 𝑚 = 2 
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Спочатку мережа являє собою повний граф з трьома вузлами та 

трьома ребрами (рис.2.3(а) – кожен вузол має рівно 2m   сусідів). 

Ймовірності приєднання нового вузла до кожного з трьох існуючих, 

вочевидь, рівні. Незалежно від того, до яких саме він приєднається, струк-

тура мережі з чотирма вузлами буде мати такий вигляд, як на рис. 2.3(б) 

Другий крок розглянемо докладніше. Поперше, розрахуємо ймовір-

ності нового вузла приєднання до існуючих, позначених як , , ,A B C D . 

Вузол A  може бути приєднаний через посередництво вузлів , ,B C D , які 

мають відповідно 2, 3 та 2 сусідів. Тому згідно з (0.15) 1 1 1 1 1

4 2 3 2 3
( )

A
    

. Аналогічним чином, 1

3C A
   . Вузли B  та D  можуть бути приєднані 

через посередництво A , або C . Згідно з (0.15) 1 1 1 1

4 3 3 6
( )

B D
     . 

По-друге, визначимо можливу структуру мереж з 5n   вузлами та 

розрахуємо ймовірності реалізації кожної з цих структур. Якщо п'ятий 

вузол обере у якості посередника вузол B , то нові зв'язки безальтернатив-

но встановляться з обома сусідами B , тобто з A  та C  (рис.2.3(в)). Теж 

саме стане і в тому разі, якщо посередником буде вузол D . Ймовірність 

вибору вузлів-посередників однакова та дорівнює 1/4, тому ймовірність 

утворення структури рис.2.3(в) становить 1/2. 

Якщо посередником буде обрано вузол A , чи вузол C , то можуть 

утворитись структури, показані на рис.2.3(г)-(д). Вузли A  та C  мають по 

три сусіди. Умовна ймовірність того, що для зв'язків будуть обрані вузли 

B  та D  (за умовою обрання A  у якості посередника) становить 1/3. Утво-

рення зв'яків з B  та D  через посередництво C  також має ймовірність 1/3. 

Таким чином, ймовірність реалізації структури рис.2.3(д) становить 

1 1 1 1 1

3 4 3 4 6
    . У всіх інших випадках буде утворено структуру, яка з 

точністю до симетрії подібна до зображеної на рис.2.3(г). Ймовірність 

цього складає 2/3.  

Таким чином, ймовірності реалізацій кожної з можливих структур 
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мережі з п'ятьма вузлами (рис.2.3(в)-(д)) дорівнюють 1

2
, 1

3
 та 1

6
 відповідно. 

На рис. 2.3(в)-(д) також наведені розподіли вузлів по ступеням для 

кожної з трьох структур мережі з п'ятьма вузлами та ймовірності 

приєднання нового вузла до існуючих. 

Аналізуючи рис. 2.2 та рис. 2.3, можна зробити висновок, що ймовір-

ність високої концентрації зв'язків (тобто наявності "суперхабів") при 

2m   трохи нижче, ніж у випадку деревовидної мережі з 1m  , але значно 

вище, ніж для мережі Барабаші-Альберт. 

2.2 Динамічні властивості MDA-мережі 

Розглянемо загальний випадок динаміки мережі у разі довільного 

(але постійного) значення керуючого параметра m c o n s t . 

Будемо вважати, що початковою мережею є повний граф, в якому 

ступені всіх вузлів дорівнюють m . Такий граф складається з 0
1n m   

вузлів та містить 0 0
( 1)L m n m m     зв'язків ( 0

( 1) / 2e m m   ребер). 

Обрання зазначеної початкової конфігурації обумовлено тим, що згідно з 

правилом MDA кожний з вузлів повинен мати не менш, ніж m  сусідів. 

Якщо сусідів буде менше, то новий вузол не зможе встановити всі свої m  

зв'язків. Повний граф з 0
1n m   вузлів є мінімальним за кількістю вузлів 

серед усіх графів, для яких ступені вузлів не менші за m . 

Оскільки на кожному кроці в мережу додається один вузол, то є 

природним ототожнити розмір мережі (тобто кількість вузлів n ) з номером 

кроку (тобто з мірою часу). Оскільки кожен новий вузол додає m  ребер, 

тобто 2 m  зв'язків, то загальна їхня кількість у мережі розміром n  та 

середня ступінь вузла складуть відповідно 

 0
( ) ( 2 )L n m n n   , (0.19) 

 0
( ) ( 2 )

n

n
k n m  ,      l im ( ) 2

n

k n m
 

 . (0.20) 
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Будемо розглядати процес встановлення зв'язків між новим вузлом 

та існуючими як послідовність з m  незалежних спроб. Тоді ймовірність 

отримання зв'язка вузлом i  дорівнює ( )
i

m n , а значить, що саме на цю 

величину зросте математичне очікування ступені i -го вузла: 

 ( 1) ( ) ( )
i i i

k n k n m n    . (0.21) 

Перетворимо вираз (0.15) для ( )
i

n : 

 
( ) ( )

1, 1,

( )1 1 1
( )

( ) ( ) ( )

i ik n k n

i
i

j i jj j

j i j i

k n m
n

n k n m n k n k n


 

 

 
   


 

 

  , (0.22) 

та позначимо вираз у дужках формули (0.22) як ( )
i

b n : 

 

( )

1,

1
( )

( ) ( )

ik n

i

i jj

j i

m
b n

k n k n


  . (0.23) 

Припустимо, що для мережі великого розміру ( n   ) параметр 

( )
i

b n  (0.23) прагне до деякої константи 

 l im ( )
i

n

b n 
 

 . (0.24) 

Тоді, підставівши (0.24) (замість (0.23)) до (0.22), а потім (0.22) до 

(0.21), отримаємо рівняння динаміки зростання ступеню довільного вузла 

i : 

 ( 1)
( )

( )i
i

ik n k n
k n

n
    . (0.25) 

Це різницеве рівняння має загальний розв'язок 
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( )

( )
( )

i i

n
k n C

n

 
 


, (0.26) 

де ( )x  – гамма-функція Ейлера (яка є узагальненням факторіалу на дійсні 

числа: ( ) ( 1) !n n    для натуральних n ). 

З (0.26) випливає, що ступені вузлів зростають асимптотично як 

ступенева функція з показником  :  ( )ik n n


 . 

Для визначення констант i
C , які входять у (0.26), будемо вважати, 

що вузли відсортовані за віком. Тоді на кроці 0
i n  мережа складається з i  

вузлів (нагадуємо, що номер кроку ототожнений з розміром мережі). 

Новий вузол отримає номер 1i  , та, згідно з умовами правила приєднання, 

встановить рівно m  зв'язків з вже існуючими. Таким чином, ( )
i

k i m ,  

з чого випливає, що 

 
( )

( )
i

i
C m

i 




 
,      i m . (0.27) 

Для вузлів, які є "батьками-засновниками" мережі, тобто для перших 

0
1n m   вузлів, початкові умови мають вигляд 0

( )
i

k n m , тому 

 0

0

( )

( )
i

n
C m

n 


 

 
,     0

1 i n  . (0.28) 

З урахуванням (0.27)-(0.28), математичне очікування ступенів вузлів 

(0.26) дорівнює 

 
( ) ( )

( )
( )( )

i

i n
k n m

ni









  
  

 

,    де    0m a x ( , )i i n

 . (0.29) 

У асимптотиці при великих значеннях i  та n  залежність (0.29) є 

ступеневою з показником  : 
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 ( ) ( / )ik n m n i


  . (0.30) 

З виразів (0.29) та (0.30) легко бачити, що залежність ступеня вузла 

від його номера є монотонно спадаючою, тому номер вузла є 

математичним очікуванням його рангу. 

Якщо ж розглядати розподіл (0.29), чи його наближення (0.30), як 

рангові, то згідно з [2], ступеневому ранговому розподілу з показником   

відповідає ступеневий частотний розподіл ( )p k c k


 , (0.7) з показником 

скейлінгу 

 
1

1


  . (0.31) 

Таким чином, можна підвести проміжний підсумок досліджень: 

застосування правила MDA (приєднання за посередництвом) так само, як і 

у разі використання звичайного переважного з'єднання (БА-модель) має 

приводити до безмасштабної мережі. Єдина різниця полягає у значенні 

показника скейлінгу: для БА-моделі 3  , а для MDA-моделі він має 

форму (0.31). 

В той же час слід зазначити, що проведений аналіз та зроблений 

вище висновок грунтуються на припущенні (0.24), тобто що параметр   

дійсно є константою. Доведення цього факту розлядатиметься в 

наступному розділі. 

2.3 Оцінювання показника скейлінгу для моделі MDA 

Згідно з (0.31) оцінювання показника скейлінгу розподілу вузлів 

MDA-мережі за ступенями зводиться до оцінювання параметра   (0.24). 

Нагадаємо, що у точне рівняння динаміки зростання ступенів вузлів (0.21) 

входить параметр ( )
i

b n  (0.23) – середньоарифметичне значення величин, 

обернених до ступенів вузлів, з'єднаних з вузлом i . При цьому розв'язання 
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рівняння (0.21) та його аналіз грунтувались на припущенні (0.24), що 

параметр ( )
i

b n  є асимптотично незалежним ані від номера вузла i  (та його 

ступеня), ані від розміру мережі n , та прагне до константного значення  . 

Припущення щодо незалежності ( )
i

b n  від i  (та, відповідно, від i
k ) 

означає, що асимптотично середнє значення величин, обернених до 

ступенів вузлів, поєднаних з вузлом i , є таким самим, як і середнє 

значення величин, обернених до ступенів вузлів, по всій мережі: 

 

( )

1, 1

1 1
( )

( ) ( ) ( )

ik n n

i

i j ij i

j i

m m
b n

k n k n n k n
 



   . (0.32) 

Суму, яка знаходиться в наближеному виразі (0.32) легко знайти, 

просуммувавши ( )
i

k n , знайдене в (0.29). Вона дорівнює 

 0

01

( )1 ( )

( ) ( 1) ( ) ( ) 1

n

ii

nn n

k n m n n

 

  


  
   

    
 . (0.33) 

При n    друга складова в (0.33) спадає до нуля зі швидкістю 

( )O n
 , тому оцінка параметра ( )

i
b n  (0.32) має вигляд: 

 
1

lim ( ) lim
( 1) 1

i
n n

m n
b n

n m



    

 
   

  

. (0.34) 

З іншого боку, згідно з (0.24) саме ця границя була позначена як  , 

тому значення   можна знайти прирівнюючи вирази (0.24) та (0.34) між 

собою: 

 1 / ( 1)   . (0.35) 

Рівняння (0.35) є широко відомим рівнянням золотого перетину, 

розв'язком якого є відношення золотого перетину 
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 l im ( )
i

n

b n  
 

  , (0.36) 

де 

 
5 1

0 .6 1 8
2




  . (0.37) 

З (0.31) та (0.36)-(0.37) випливає, що параметр скейлінгу MDA-

мережі асимптотично має дорівнювати 

 l im 2 2 .6 1 8
n

 
 

   . (0.38) 

Отака фігня, малята. 

2.4 Види ступеневих розподілів 

Як було зазначено в оригінальному дослідженні [13], для малих m  

правило MDA призводить до супер-преференційного приєднання, тобто 

виникає ефект "переможець отримає все". Однак, для великих значень m  

цей ефект замінюється ефектом "переможець отримає більше", що пород-

жує лише прості хаби, а не супер-хаби. За результатами чисельного моде-

лювання з [13], розподіл вузлів за ступенями є асимптотично ступеневим, 

тобто відповідає розподілу Юла-Саймона (0.7) з коефіцієнтом скейлінгу 

 0 .1 1
3(1 0 .4 3 5 3 1 )

m
e
 

  . (0.39) 

Слід зазначити, що для більшості реальних мереж механізм 

приєднання за посередництвом виглядає набагато природніше, ніж 

механізм явного преференційного приєднання. 

Втім, залежність (0.39) є суто емпіричною. Вона, вочевидь, не 

відображає механізму впливу керуючого параметру ( m ) на показник 

скейлінгу, та протирічить результатами аналітичного дослідження, за яким 

2 .6 1 8   (0.38). Таким чином, визначення порогу, за яким суперпреферен-
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ційне приєднання змінюється на звичайне преференційне, та більш точне 

оцінювання показника скейлінгу має суттєве практичне значення. 

Але перш ніж переходити до чисельного експеріменту, необхідно 

уточнити, що саме слід оцінювати та яким чином. Під час аналітичних 

досліджень виникли щонайменш три розподіли: ймовірність ( )p k  того, що 

вузол має певну ступінь k , математичне очікування ( )
i

k n  ступеня вузла в 

залежності від розміру мережі та віку (точніше – "кроку народження" 

вузла) та залежність тих же ступенів вузлів від їхнього рангу. Всі ці 

розподіли, як прогнозується, є ступеневими, але мають різні показники 

скейлінгу. Тому треба визначитись, яку саме ступеневу залежність (та який 

саме показник скейлінгу) слід вимірювати, та як визначити інші 

показники, маючи один. 

Взагалі, тема ступеневих розподілів сьогодні досить популярна в 

науці [1,12,14,19]. Щорічно з'являється безліч статей, присвячених опису 

ступеневих розподілів в параметрах різних природних і соціальних явищ. 

Вони досить поширені і при цьому у багатьох випадках їх появу важко 

пояснити (як розподіл міст по населенню). Пошук спільних причин 

утруднений ще й тим, що в численних публікаціях на тему ступеневих 

розподілів досі немає усталеного методичного стандарту. Зокрема, різні 

дослідники використовують різні типи ступеневих розподілів, через що 

виникає чимало плутанини. Тому треба дещо прояснити це питання. 

В літературі по ступеневим законам часто використовується три 

різних типи розподілів: 

- частотний ступеневий розподіл; 

- кумулятивний ступеневий розподіл (розподіл Парето); 

- ранговий ступеневий розподіл. 

Одні й ті ж дані – наприклад, дані по населенню міст – можна подати 

у формі будь-якого з цих трьох розподілів. Зазвичай, якщо ми 

використовуємо один з трьох типів і отримуємо в результаті ступеневу 
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криву, то, використовуючи будь-який інший тип ми теж отримаємо 

ступеневу криву. Однак, від вибору типу розподілу залежать конкретні 

параметри цієї кривої і, зокрема, показник скейлінгу. Наприклад, 

частотний розподіл міст по населенню зазвичай відповідає ступеневим 

законам з показником ~2, а кумулятивний та ранговий розподіли – 

ступеневим законам з показником ~1. Тому, зустрічаючи, наприклад, десь 

повідомлення, що "розподіл землетрусів за кількістю жертв відповідає 

ступеневому закону з показником 1.8", завжди необхідно уточнювати: 

який саме розподіл було використано. 

Далі, щоб не плутатися, будемо позначати відповідні кожному 

розподілу показники скейлінгу так: 

- показник частотного розподілу  ; 

- показник кумулятивного розподілу  ; 

- показник рангового розподілу  . 

Частотний розподіл – мабуть, найпоширеніший, але не тому, що він 

зручніше або корисніше інших, а за звичкою: саме такий тип розподілів 

традиційно застосовується в статистичній фізиці і теорії ймовірностей. 

Звідти він перекочував в статистику і тепер широко поширений під назвою 

"гістограма". Такий розподіл є вибірковою щільністю ймовірності. 

Нехай, наприклад, ми вивчаємо населені пункти держави з точки 

зору їх населеності [19]. Для побудови частотного розподілу вздовж вісі 

абсцис ( X ) відкладаються значення досліджуваної величини за 

зростанням (тобто населення міст k ), а вздовж вісі ординат (Y ) – кількості 

міст, які мають саме таке значення населення ( k
n ), або доля таких міст від 

загальної кількості – /
k k

p n n . Зазвичай, під час побудови частотного 

розподілу дані групуються: шкала населеності ділиться її на якісь рівні 

проміжки, "кошики", а потім підраховується кількість міст, які попали в 

кожний з кошиків. 

Частотний розподіл, зазвичай, відображається у подвійній 
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логарифмічній шкалі (рис.2.4). Якщо він підпорядковується ступеневому 

закону, то графік повинен мати вигляд спадаючої прямої з кутовим 

коефіцієнтом " " . 

Так саме, якщо досліджується розподіл вузлів мережі за ступенями, 

то вздовж вісі абсцис відкладаються ступені вузлів мережі k  від m in
k  до 

m a x
k  (у логарифмічній шкалі), а вздовж вісі ординат – кількості вузлів k

n , 

які мають ступінь k  (теж в логарифмічній шкалі). 

 

 

Рисунок 2.4 – Приклад частотного розподілу 

В наведеному прикладі (рис.2.4), [19], пряма лінія, навколо якої 

групуються точки, проглядається. Її нахил відповідає приблизно 

[1 .7 ;1 .9 ]  . Однак, ми бачимо, що права частина розподілу зашумлена. Ця 

"борода" виникає через те, що в області високих значень статистичного 

параметра перестає діяти усереднення, яке ефективно згладжує криву в 

області низьких значень. Так, нижня лінія точок (рис.2.4) відповідає 

унікальним об'єктам, наступна – об'єктам кількістю 2 тощо. Іншими 

словами, причиною появи "бороди" є дискретність величини "кількість 

об'єктів" (безвідносно їхньої природи: міста, вузли мережі тощо). 

Крім того, слід зазначити, що й в області малих значень 

досліджуваного параметру графік, зазвичай, відхиляється вниз від прямої. 

Це зумовлено тим, що саме в цій області наближення розподілу Юла (0.7) 
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ступеневим має найбільшу похибку. 

Ці проблеми, змушують придивитися до інших способів подання 

статистики ступеневих розподілів. 

Близьким родичем рангового розподілу є кумулятивний розподіл 

або, як ще його називають, розподіл Парето (на честь італійського еконо-

міста Вільфредо Парето, який на початку ХХ-го століття зауважив, що 

80% землеволодінь в Італії знаходяться в руках 20% населення, відкуди й 

пійшла славетна формула "80/20"). 

На кумулятивному розподілі по осі X  відзначається величина 

досліджуваного параметра, у нас це населення міста, а по осі Y  – кількість 

елементів вибірки, значення цього параметра для яких, більше або 

дорівнює поточному x  (або доля таких елементів у вибірці). Ця залежність 

також відображається у подвійних логарифмічних координатах (рис. 2.5). 

 

 

Рисунок 2.5 – Приклад кумулятивного розподілу (розподілу Парето) 

З математичної точки зору, такий розподіл є емпирічною додатковою 

функцією розподілу ( ) 1 ( )c c d f x c d f x  , тому показники скейлінгу частот-

ного та кумулятивного розподілів пов'язані простими співвідношеннями: 

 1   ,        1   . (0.40) 

Ранговий розподіл пов'язують з ім'ям лінгвіста Джорджа Зіпфа, який 
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в середині 20-го століття виявив, що частота вживання слів у природних 

мовах відповідає ступеневим законам. Однак, в своєму аналізі Зіпф 

використав не частотний розподіл, а ранговий. 

Повернемось до того ж прикладу – розподіл міст за населенням. 

Відсортуємо міста за зменшенням їх населення. Номер, який отримує в 

цьому списку кожне місто називається його рангом. На графіку вздовж вісі 

абсцис відкладається ранг, а вздовж вісі ординат – значення досліджувано-

го параметру (в даному прикладі – населення міст). Як і раніше, графік 

будується у подвійних логарифмічних координатах (рис.2.6). 

 

 

Рисунок 2.6 – Приклад рангового розподілу 

Теоретично, якщо розподіл досліджуваної величини є ступеневим 

(0.4), то між показниками скейлінгу частотного, кумулятивного та 

рангового розподілів існують прості співвідношення (0.31), тобто 

 1 1 /   ,       1 / ( 1) 1 /     ,      1 /  . (0.41) 

Втім, порівнюючи рис. 2.4 та рис. 2.6, легко бачити, що ранговий 

розподіл є набагато наочніший, ніж частотний. Можна стверджувати, що 

значущими залишаються всі наявні дані. Завдяки цьому існування 
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ступеневого закону та відповідно показник скейлінгу можна встановити з 

набагато більшою точністю, ніж при частотному розподілі. Так, у даному 

прикладі є ясно виражений проміжок (відзначений помаранчевими 

межами), для якого ступеневий закон виконується з великою точністю. За 

даними, які знаходяться на цьому проміжку, 1 .0 9  , що згідно з (0.41)

відповідає 1 .9 2  . 

Порівнюючи рис. 2.5 та рис. 2.6 можна зазначити, що форма 

рангового розподілу дуже схожа на форму розподілу Парето, тільки 

перевернутого, немов осі X  і Y  помінялися місцями. І це не випадково. 

Дійсно, кумулятивний розподіл є нічим іншим, як зверненим ранговим 

розподілом. Важко сказати, чому Парето в своїх роботах надав перевагу 

кумулятивному розподілу замість більш простому в побудові та більш 

наочному ранговому. Ймовірно, тут зіграло свою роль, що в ньому по осі 

абсцис відкладаються значення статистичного параметра – так, як і в 

частотному розподілі. Як би там не було, кумулятивні розподіли набули 

поширення, тому важливо їх не плутати ані з частотними, ані з ранговими. 

На доданок можна відзначити ще один спосіб візуалізації розподілів: 

криву Лоренца [14]. В цій кривій вздовж вісі абсцис відкладають долю від 

загального числа елементів вибірки 0 1p  , а вздовж вісі ординат – долю 

від сукупного значення параметру, яку мають перші N p  елементів. 

Так, у випадку, коли досліджуваним параметром є ступені вузлів 

мережі, то вздовж вісі абсцис відкладуються значення /
i

p i n , а вздовж 

вісі ординат – значення ( ) / ( )L n L n
 , де ( )L n

  – кількість зв'язків, які 

мають перші i  (тобто i  найбагатших) вузли. Зрозуміло, що крива Лоренца 

за сутністю є кумулятивним ранговим розподілом. Якщо досліджуваний 

параметр розподілений за ступеневим законом, то крива Лоренца теж буде 

ступеневою з показником скейлінгу 1  . 

Підводячи підсумок, можна зробити висновок, що з всіх способів 

візуалізації ступеневих законів розподілу, перевагу слід віддати ранговому 
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через, по-перше, його простоту на наочність, по-друге, через відсутність 

"бороди" та більшу точність оцінювання показнику скейлінгу. 
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3 ЧИСЛОВЕ МОДЕЛЮВАННЯ MDA-МЕРЕЖІ  

3.1 Обгрунтування програмного засобу моделювання 

У якості програмного засобу / середовища для програмної реалізації 

моделі MDA-мережі було обрано середовище MatLab [19-20]. 

MatLab (скорочення від англ. «Matrix Laboratory – пакет прикладних 

програм для вирішення задач технічних обчислень, який має вбудовану 

мову програмування. MatLab працює на більшості сучасних операційних 

систем, включаючи Linux, Mac OS, Microsoft Windows. 
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Існує багато пакетів, програмно сумісних з MatLab, або близьких за 

функціональністю: SciLab, GNU Octave, R та інші. Втім, Matlab 

залишається найбільш поширеним. Крім того, завдяки всебічної 

документованості та наявності великої кількості прикладів, MatLab 

якнайкраще підходить для навчальних цілей. 
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3.2 Моделювання MDA-мережі 

Першим кроком під час реалізації моделі мережі з приєднанням, 

заснованим на посередництві, є вибір способу представлення мережі. Як 

було зазначено під час аналізу проблемної області, їснує багато таких 

способів, зокрема, матриця суміжності, матриця інцидентності, список 

суміжності, список ребер. 

Оскільки згідно з алгоритмом приєднання через посередництво 

типовою операцією є визначення переліку вузлів, інцидентних до 

посередника, та ступеню цих вузлів, то найбільш доцільним способом 

зберігання структури мережі міг би бути список суміжності. 

Згідно з цим способом кожному вузлу мережі відповідає рядок 

списка, в якому зберігається список суміжних вузлів. Така структура даних 

являє собою «масив списків». Оскільки MatLab напряму не підтримує таку 

структуру, як список, чи масив списків, то структуру мережі доведеться 

зберігати у звичайному двовимірному масиві, тобто матриці. 

Як було визначено під час аналізу проблемної області, витрати 

пам'яті на зберігання структури мережі у вигляді списку суміжності 

складають ( | |)O L . Реалізація списку суміжності двовимірним масивом 

призведе до збільшення витрат пам'яті до 
m a x

( )O n k , де m a x
k  – 

максимальний ступінь для вузлів мережі. Згідно з аналітичними 

результатами досліджень (0.29), (0.36), ця величина дорівнює 

 1 1 .6 1 8

0( / ) ( ) ( )M n m n n O n O n
 

   . (0.42) 

Втім, поелементний доступ до масиву (під час додавання номерів 

вузлів у кінець рядка) є значно повільнішим, ніж векторні операції (запов-

нення рядка, чи стовпця). Тому для зберігання структури мережі було 

використано звичайну матрицю суміжності (з витратами пам'яті 2
( )O n ). 

Схема алгоритма цієї програми наведена на рис. 3.1. 
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а)       б) 

Рисунок 3.1 – Блок-схеми алгоритмів функцій: а) genMDAmatrix, б) MDA1 

x = zeros(Nodes);

k = zeros(Nodes,1);

function 

k=genMDAmatrix

(Nodes,m)

n = 1:n0;

x(n,n)=1-eye(n0);

k(n) = m;

n0 = m + 1;

med=1+floor(rand(1)*n);

1

for n = n0:Nodes-1

2

3

4

5

ind = randperm(k(med));

 nei = find(x(:,med));

nei = nei(ind(1:m));

x(n+1,nei) = 1;

x(nei,n+1) = 1;

k(nei) = k(nei) + 1;

  k(n+1) = m;

end

end

6

7

8

9

4

end

kA = kA + k;

kR = kR + sort(k,'descend');

Npow = log2(ind);

nind=[1:m+1,last+1:Nodes];

Ntail = log2(nind);

kA = kA / M;

kR = kR / M;

end

2

4

5

function MDA1(Nodes, m, M)

for i = 1:M

k = zeros(Nodes,1);

kA = k;     kR = k;

1

k = genMDAmatrix(Nodes,m);

last=find(kR>m+0.5,1,'last')

ind = (m+2 : last)';

kB = kR(ind);

6

fresult=fit(ind,kB,'power1')

coef = coeffvalues(fresult);

pred = feval(fresult,n);

plot(kA, pred);

plot(kR, pred);

3

2

7

8

9
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Функція безпосереднього генерування мережі має назву 

genMDAmatrix. Вхідними параметрами для неї є Nodes– кількість вузлів 

у мережі та керуючий параметр m – кількість зв'язків для нових вузлів. 

Двовимірний масив x(i,j) являє собою матрицю суміжності.  

В окремому масиві k(i) зберігаються поточні значення ступенів вузлів. 

Спочатку формується початкова мережа – повний граф з n0=m+1 

вузлів. Потім у циклі додаються нові вузли. Параметр циклу (n) дорівнює 

кількості існуючих вузлів (тобто додається вузол з номером n+1). На 

кожній ітерації циклу обирається випадковий вузол-посередник med, 

визначаються його сусіди (тобто ненульові елементи стовпця з номером 

med), їхні номери перемішуються та визначаються m обраних, до яких й 

приєднується вузол n+1. Для генерації випадкових чисел застосовується 

вбудована функція rand(). 

Головна функція має назву MDA1. Вхідними параметрами для неї є 

Nodes – розмір мереж, керуючий параметр m – кількість зв'язків для нових 

вузлів та M – кількість мереж, що генеруються. 

У циклі довжиною M генеруються мережі шляхом виклику функції . 

Отримані ступені вузлів (k) зберігаються та усереднюються у масиві kA – 

за спаданням їхнього віку. Також зберігаються та усереднюються ступені 

вузлів, відсортовані за спаданням рангу – у масиві kR. 

Потім формується kB – фрагмент масива kR, який містить елементи з 

рангом, більшим за m+1 та з значенням, більшим за m+0.5. За допомогою 

вбудованих функцій fit, coeffvalues та feval визначається 

ранговий показник скейлінгу   (змінна coef(:,2)) та обчислюються 

прогнозовані значення регресійної змінної (pred). Отримані результати 

відображаються графічно вбудованою функцією plot. 

Реалізація інших елементів програми моделювання мережі не 

потребує зайвих коментарів. Текст програми наведений у додатку А. 
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За допомогою розробленої програми були проведені чисельні 

експерименти. Спочатку моделювались мережі з Nodes=4096 вузлів та 

досліджувалось, чи можна вважати їх безмасштабними (тобто чи дійсно 

розподіл вузлів за ступенями є ступеневим). Рангові розподіли ступенів 

вузлів для випадків m=1 та m=5 наведені на рис. 3.2 та рис. 3.3. На рис. 3.4 

наведений розподіл ступенів вузлів за їхнім віком для m=100. 

 

Рисунок 3.2 – Ранговий розподіл вузлів за ступенями при m=1 

 

Рисунок 3.3 – Ранговий розподіл вузлів за ступенями при m=5 

Згідно з отриманими результатами, графіки містять три частки: 

початкову, середню, та кінцеву. Вузли, що відносяться до середньої 
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частки, позначені синім кольором, а інші – зеленим. Легко бачити, що 

рангові розподіли вузлів середньої частки (синіх) з великою точністю 

підпорядковуються ступеневому закону. Регресійні прямі зображені на 

рис. 3.2 - рис. 3.4 червоним кольором, а відповідні показники скейлінгу 

вказані у заголовках графіків. 

 

Рисунок 3.4 – Розподіл вузлів за віком при m=100 

Початкові вузли (перші 0
1n m  ) суттєво відхиляються від 

ступеневого розподілу, тобто регресійних прямих (рис. 3.2 - рис. 3.4), 

"недобираючи" зв'язків. Втім, це явище цілком природне, зумовлене тим, 

що "справжнім" розподілом є все ж таки розподіл Юла (0.7), який 

збігається з ступеневим (0.4) лише асимптотично. Крім того, згідно з (0.29) 

діє операція округлення маленьких значень номерів до 0
n . Саме тому 

регресійна пряма будувалася без врахування початкових (зелених) вузлів. 

З іншого боку, кінцеві вузли, вочевидь, теж не підпорядковуються 

ступеневому розподілу. Наявність такого "хвоста" не має теоретичного 

обгрунтування, втім її можна пояснити суто емпірично: у супер-преферен-

ційній мережі вузли, що з'явились пізніше, не встигають набрати зв'язки, 

додаткові, до тих m , які вони мають під час "народження". Під час чисель-

ного моделювання поріг відсікання було встановлено рівним 0 .5m  . 

Згідно з результатами моделювання (рис. 3.2 – рис. 3.4) таке значення 
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порогу дозволяє досить чітко відділити "молоді" вузли (зелений хвіст) від 

вузлів "середнього віку" (сині, які відповідають ступеневим розподілам). 

Можна зазначити, що доля хвостової частки вузлів швидко скорочується зі 

зростанням m : для 1m   хвіст містить майже 98% від загальної 

чисельності вузлів, для 5m   – трохи більше половини, а для 1 0 0m   – 

менше 10%. 

3.3 Емпіричне дослідження показнику скейлінгу моделі 

приєднання за посередництвом 

Результати первинного дослідження (рис. 3.2 - рис. 3.4) показали, що 

розподіл вузлів за ступенем можна вважати ступеневим, проте показник 

скейлінгу по-перше, відрізняється від теоретично прогнозованого (0.36)

0 .6 1 8  , а по-друге, суттєво залежить від керуючого параметра m : він 

дорівнює 1 .8 3 3 5, 1 .2 8 6 1 , 0 .8 5 9 9 , 0 .6 7 3 1, 0 .5 7 7 5  для 1, 2 , 5 ,1 0 ,1 0 0m   відповідно. 

У зв'язку з цим було проведене дослідження залежності показника 

скейлінгу (  ) від керуючого параметра m  (кількості сусідів посередника, з 

якими встановлються зв'язки з новими вузлами). Для цього було 

розроблено функцію MDA2, блок-схема якої представлена на рис. 3.5,  

а текст – у додатку Б. 

Для заданого набору значень m=[1,2,3,4,5,8,10,12,15,20, 

30,50,100] функцією genMDAmatrix генеруються мережі з Nodes= 

4096 вузлів (по M = 100 мереж для кожного значення m). Для кожної 

мережі (окремо) обчислюється показник скейлінгу (за допомогою вбудова-

них функцій fit, feval та coeffvalues). Результати досліджень 

показані на рис. 3.6. Сині точки відповідають окремим мережам, червоні 

хрестики позначають арифметичні середні (для кожного m). Оскільки для 

малих значень m скейлінг має дуже високу волатильність, то замість 

арифметичного усереднення більш доцільним є медіанне усереднення. 

Лінія пурпурового кольору з'єднує медіани значень показника скейлінгу. 
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Рисунок 3.5 – Блок-схема функції MDA2 

end

kR = sort(kA,'descend');

mArr = zeros(M, nM);

beta = mArr;

end

function MDA2(Nodes, M)

for i = 1:M

k = zeros(Nodes,1);

kA = k;     kR = k;

1

kA = genMDAmatrix(Nodes,m);

last=find(kR>m+0.5,1,'last')

ind = (m+2 : last)';

kB = kR(ind);

fresult=fit(ind,kB,'power1')

coef = coeffvalues(fresult);

pred = feval(fresult,n);

plot(mArr,beta,

mMas,betAve,

mMas,betMed);

3

6
mMas = [1:5,8,10,12,15,20,

30,50,100];

nM = numel(nMas);

for j = 1:nM

4

m = mMas(j);

5

beta(i,j) = -coef(2);

mArr(i,j) = m;

betAve = mean(beta);

betMed = median(beta);

plot(mArr,gam,

mMas,median(gam),

mMas,gamHas);

gam = 1 + 1./beta;

gamHas = 3*(1-0.43531*

exp(-0.11*mMas));

end
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Рисунок 3.6 – Залежність показника скейлінгу рангового розподілу 

ступенів вузлів від керуючого параметра 𝑚 

На рис. 3.7 показано залежність показника скейлінгу частотного 

розподілу ступенів вузлів 1 1 /    від керуючого параметру m . Для 

співставлення на цьому ж рисунку чорним кольором показано емпіричну 

залежність (0.39) з оригінальної роботи [13]. 

 

Рисунок 3.7 – Залежність показника скейлінгу частотного розподілу 

ступенів вузлів від керуючого параметра 𝑚 
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Аналізуючи отримані результати (рис. 3.6 – рис. 3.7), можна зробити 

певні висновки: 

- при малих значеннях керуючого параметра варіативність 

показників скейлінгу є настільки високою, що не можна казати про більш-

менше достовірне їхне значення; 

- більше того: при 5m   ступінь вузлів мережі навіть не має 

математичного очікування (бо 1   та, відповідно, 2  ). Це значить, що 

при малих значеннях m  мережа є суперпреференційною, тобто невелика 

кількість вузлів-переможців перебирає на себе майже всі зв'язкі у мережі; 

- зі збільшенням m  доля вузлів, розподіл ступенів яких є 

ступеневим, збільшується (рис. 3.2 – рис. 3.4), а варіативність показнику 

скейлінгу зменшується (тобто отримані оцінки стають все більше 

достовірними); 

- залежність ( )m  (та, відповідно, ( )m ) не є монотонною; вона 

сягає мінімума (відповідно, максимума) при 5 0m  , втім, цей ефект може 

бути зумовлений обмеженістю розміру мереж, тому потребує додаткової 

перевірки; 

- отримані емпіричні залежності ( )m , ( )m  не відповідають ані 

розробленій у розділі 2.3 теоретичній моделі (за якою 0 .6 1 8  , 2 .6 1 8  ), 

ані моделі (0.39) з [13] (за якою 0 .5  , 3  ). 

З огляду на вищевказане, модель приєднання за посередництвом 

потребує більш грунтовного аналітичного дослідження її властивостей. 
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ВИСНОВКИ 

Розглянуто проблему моделювання безмасштабних мереж. 

Властивості мереж суттєво залежать від правила приєднання нових вузлів 

до мережі. Був проведений огляд літературних джерел, проаналізовані 

існуючі моделі безмасштабних мереж та відповідні правила приєднання. 

Найпростішою та найпоширенішою моделью безмасштабних мереж 

є модель Барабаші-Альберт, яка грунтується на правилі переважного 

приєднання. Проте, це правило в свою чергу грунтується на доступності 

інформації щодо властивостей всіх існуючих вузлів мережі, зокрема 

ступенів вузлів. З іншого боку, для використання правил приєднання, 

заснованих на посередництві, така інформація не потрібна, бо вузол-

посередник обирається випадково. Таким чином, правила приєднання, зас-

новані на посередництві, є більш природними та краще відповідають влас-

тивостям реальних мереж, що є їх головною та безсумнівною перевагою. 

Під час проведення досліджень з'ясовано, що однією з моделей 

приєднання, заснованих на посередництві, є модель MDA. Було проведено 

теоретичне дослідження властивостей мереж, породжених цим правилом, 

внаслідок якого встановлено, що ці мережі мають бути асимптотично 

безмасштабними. Визначено показник скейлінгу. 

В рамках експериментальної частини досліджень було розроблено 

алгоритми генерації мереж за правилом MDA та здійснено їхню програмну 

реалізацію у середовищі MatLab. За результатами чисельного моделювання 

встановлено, що отримані мережі дійсно є безмасштабними, проте їхні 

властивості суттєво залежать від керуючого параметру – кількості зв'язків, 

між існуючими вузлами та новим. При малих значеннях керуючого 

параметра мережа є суперпреференційною, тобто невелика кількість 

вузлів-переможців перебирає на себе майже всі зв'язкі у мережі. Зі збіль-

шенням цього параметру доля вузлів, розподіл ступенів яких є ступеневим, 

збільшується, а варіативність показнику скейлінгу зменшується. 
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