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Ðèñ. 6. Òåêñòóðà äëÿ ñåãìåíòà ñòåí C

Ðèñ. 7. Òåêñòóðû äëÿ ñåãìåíòîâ ñòåí:
a – A è B; á – D

Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå èññëåäîâàíà ïðîáëåìà êîìïüþòåðíîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ òðåõìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ â ðåæèìå
ðåàëüíîãî âðåìåíè. Íà ïðèìåðå èäåàëèçèðîâàííîé
ìîäåëè âèðòóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà âûÿâëåíû îñíîâ-
íûå ýòàïû ïîñòðîåíèÿ òðåõìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðåä-
ëîæåíû äâà àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùèå ñîçäàâàòü èëëþ-
çèþ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, è ðàññìîòðåíû îñîáåí-
íîñòè èõ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè. Ïðèâåäåí ïðèìåð
èçîáðàæåíèÿ, ñîçäàííîãî ïðîãðàììîé, îñíîâàííîé íà
âòîðîì âàðèàíòå àëãîðèòìà òðàññèðîâêè ëó÷à. Óêàçàí-
íàÿ ïðîãðàììà ïðè ïðåäúÿâëåíèè ìèíèìàëüíûõ  íà
ñåãîäíÿøíèé äåíü òðåáîâàíèé ê ðåñóðñàì âû÷èñëè-

òåëüíîé ñèñòåìû (500Êá îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, 2 Ìá
ïðîñòðàíñòâà íà æåñòêîì äèñêå, i386  ìèêðîïðîöåññîð)
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè: èñïîëüçî-
âàíèå ñòàíäàðòíûõ ãðàôè÷åñêèõ âèäåîðåæèìîâ àäàï-
òåðà VGA ñ 256 öâåòàìè, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ïðàêòè÷åñêè
100% ïåðåíîñèìîñòü ïðîãðàììû; ÷àñòîòà ñìåíû êàä-
ðîâ ñîñòàâëÿåò 30 êàäðîâ â ñåêóíäó; âîçìîæíîñòü
ðàçáèåíèÿ âèðòóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðåâûøàþùå-
ãî îáúåì ñâîáîäíîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòè íà íåñêîëüêî
÷àñòåé, çàãðóæàåìûõ â çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè;
âîçìîæíîñòü íàïîëíåíèÿ  âèðòóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
íåïîäâèæíûìè îáúåêòàìè ïðîèçâîëüíîé ôîðìû; ðå-
àëèçàöèÿ îòêðûâàþùèõñÿ äâåðåé è âîçìîæíîñòü ðà-
áîòû ñ àíèìèðîâàííûìè òåêñòóðàìè;  ïîääåðæêà 256-
öâåòíûõ ñïðàéòîâ â ôîðìàòàõ PCX è LBM.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàòðîíóòàÿ â ðàáîòàõ [4, 6] òåìà:
ëèíåéíûå ëîãè÷åñêèå îïåðàòîðû è ñîîòâåòñâóþùèå èì
ìàòðèöû. Îïèñûâàþòñÿ òàêèå äåéñòâèÿ ñ ëèíåéíûìè
ëîãè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè êàê äèçúþíêöèÿ, ïðîèçâåäå-
íèå è óìíîæåíèå ëîãè÷åñêîãî ñêàëÿðà íà ëèíåéíûé
ëîãè÷åñêèé îïåðàòîð.

Âûáåðåì â ëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå L äâà ëèíåé-
íûõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàòîðà À è Â è ïðîèçâîëüíûé
âåêòîð l. Ïðèìåíèì ïîñëåäîâàòåëüíî ê âåêòîðó l
ñíà÷àëà îïåðàòîð À, çàòåì îïåðàòîð Â. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì íåêîòîðûé âåêòîð

d=B(Al).
Îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé âåêòîð l â âåêòîð d,

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì Â íà À:
(ÂÀ)l=B(Al). (1)

Èñõîäÿ èç ýòîãî ðàâåíñòâà, ìîæíî çàïèñàòü ñëå-
äóþùåå, èìåÿ â âèäó, ÷òî α è β – íåêîòîðûå
ëîãè÷åñêèå ñêàëÿðû, à l, g∈L:

(BA)(αl∨βg)=B(A(αl∨βg)).
Â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðîâ À è Â èìåþò ìåñòî

ðàâåíñòâà
B(A(αl∨βg))=Â(α(Al)∨β(Ag))=B(αAl)∨B(βAg).

Èíûìè ñëîâàìè,
(BA)(αl∨βg)=α(BA)l∨β(BA)g.            (2)

Èç ðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëè-
íåéíûõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì îïåðàòîðîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ñ ìàòðèöó
ïðîèçâåäåíèÿ ëèíåéíûõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ À è
Â. Îíà áóäåò ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö À è Â,
îòâå÷àþùèõ îïåðàòîðàì À è Â ñîîòâåòñòâåííî, ò.å.

Ñ=ÂÀ. (3)
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûáåðåì

â ëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå L íåêîòîðûé áàçèñ.
Ïðîèçâîëüíîìó âåêòîðó l∈L îòâå÷àåò êîîðäèíàò-
íûé ñòîëáåö [l] â âûáðàííîì áàçèñå. Ñëåäîâàòåëüíî,

[(BA)l]=C[l]. (4)
Â òî æå âðåìÿ

[(BA)l]=[B(Al)]=B[Al]=BÀ[l].          (5)
Ñðàâíèâàÿ ðàâåíñòâà (4) è (5), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå (3).

Íàïðèìåð, âîçüìåì âåêòîð áóëåâà ïðîñòðàíñòâà
ðàçìåðíîñòè 4 [1, 3] l=(0, 1, 1, 0), ëèíåéíûå ëîãè÷åñ-
êèå îïåðàòîðû À è Â, êîòîðûì îòâå÷àþò ëîãè÷åñêèå
ìàòðèöû
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ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ëîãè÷åñêîìó îïåðàòîðó ÂÀ
áóäåò îòâå÷àòü ìàòðèöà
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Âåêòîð l ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ÂÀ ïåðåéäåò â âåêòîð

[d]=[(BA)l]=BÀ[l]=
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Ðàññìîòðèì òåïåðü â êà÷åñòâå ïîëÿ ëîãè÷åñ-
êèõ ñêàëÿðîâ ìíîæåñòâî îäíîìåñòíûõ ïðåäè-
êàòîâ Ði(x), îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå {0,1},
i=0, ..., 3 [2]. Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ëîãè÷åñ-
êèõ âåêòîðîâ âîçüìåì ìíîæåñòâî äâóõìåñòíûõ
ïðåäèêàòîâ Qj(x, y), j=0, ..., 15. Ïóñòü îïåðàòî-
ðó À â íåêîòîðîì áàçèñå ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
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à îïåðàòîðó Â – ìàòðèöà
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Òîãäà îïåðàòîðó ÂÀ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàòðèöà
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Ðàññìîòðèì òåïåðü îáðàòèìûé ëîãè÷åñêèé îïå-
ðàòîð À è îáðàòíûé ïî îòíîøåíèþ ê íåìó ëîãè÷åñ-
êèé îïåðàòîð À-1 [4]. Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ëîãè÷åñ-
êîãî îïåðàòîðà À: L→L ëîãè÷åñêèé îïåðàòîð À-1:
L→L òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîëîæèì

A-1x=l, A-1y=d,
ãäå x è y – íåêîòîðûå ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû. Â ñèëó
òîãî, ÷òî ëîãè÷åñêèé îïåðàòîð À ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì, ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå:

A(αl∨βd)=αAl∨βAd=αx∨βy,
îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî

A-1(αx∨βy)=A-1A(αl∨βd)=αl∨βd=αA-1x∨βA-1y,
ò.å. îïåðàòîð À-1 ëèíåéíûé. Åñëè îïåðàòîðó À
îòâå÷àåò ìàòðèöà À, à îáðàòíîìó åìó îïåðàòîðó
À-1 – íåêîòîðàÿ ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà Â, òî èç
ñîîòíîøåíèÿ

ÀÀ-1=À-1À=Å
íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî

ÀÂ=ÂÀ=Å,

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Â=À-1. Èíûìè ñëîâàìè, ìàòðèöà,
îòâå÷àþùàÿ ëîãè÷åñêîìó îïåðàòîðó, îáðàòíîìó ê
îïåðàòîðó À, ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ïî îòíîøåíèþ ê
ìàòðèöå À. Â ñèëó òîãî, ÷òî îáðàòèìûìè ÿâëÿþòñÿ
òîëüêî îðòîãîíàëüíûå ëîãè÷åñêèå ìàòðèöû [5], ëî-
ãè÷åñêèé îïåðàòîð áóäåò èìåòü îáðàòíûé â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà åìó ñîîòâåòñòâóåò îðòîãî-
íàëüíàÿ ìàòðèöà.

Ïóñòü ëèíåéíîìó ëîãè÷åñêîìó îïåðàòîðó Ñ îòâå-
÷àåò îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
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Òîãäà îïåðàòîðó Ñ-1 áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàòðèöà

 Ñ
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Âîçüìåì â ëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå L ïðîèç-
âîëüíûé âåêòîð l è ïðèìåíèì ê íåìó îïåðàòîð À, à
çàòåì ïîëó÷åííûé íîâûé âåêòîð óìíîæèì íà ëîãè-
÷åñêèé ñêàëÿð α, ïîëó÷èâ â ðåçóëüòàòå íåêîòîðûé
âåêòîð d. Îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé âåêòîð l â âåêòîð
d, íàçîâåì ïðîèçâåäåíèåì ëîãè÷åñêîãî ñêàëÿðà α íà
ëîãè÷åñêèé îïåðàòîð À è îáîçíà÷èì ÷åðåç αÀ. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè,

(αA)l=α(Al). (7)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Â ïðîèçâåäåíèå αÀ. Åñëè À

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, òî ìû ìîæåì çàïè-
ñàòü ñëåäóþùåå:

Â(βl∨γg)=αA(βl∨γg)=βαAl∨γαAg=βBl∨γBg. (8)
Ðàâåíñòâî (8) äîêàçûâàåò ëèíåéíîñòü ëîãè÷åñêîãî
îïåðàòîðà Â=αÀ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ â
ëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå L. Îáîçíà÷èì ÷åðåç À
ìàòðèöó, îòâå÷àþùóþ â âûáðàííîì áàçèñå ëîãè÷åñ-
êîìó ëèíåéíîìó îïåðàòîðó À, à ÷åðåç Â – ìàòðèöó
îïåðàòîðà αÀ. Ñëåäîâàòåëüíî,

[(αA)l]=B[l], (9)
[(αA)l]=[α(Al)]=α[Al]=αA[l]=(αA)[l]. (10)

Èç ñîîòíîøåíèé (9) è (10) âûòåêàåò, ÷òî
B[l]=(αA)[l].

Äðóãèìè ñëîâàìè,
Â=αÀ.                           (11)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà, îòâå÷àþùàÿ ïðîèçâå-
äåíèþ ëîãè÷åñêîãî ñêàëÿðà a íà ëèíåéíûé ëîãè-
÷åñêèé îïåðàòîð À, ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ýòîãî
ñêàëÿðà íà ìàòðèöó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó ëîãè-
÷åñêîìó îïåðàòîðó. Åñëè â êà÷åñòâå ëîãè÷åñêîãî
ñêàëÿðà a âçÿòü îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò Ð2, òî
ïðîèçâåäåíèþ Ð2 íà îïåðàòîð (6) áóäåò ñîîòâåòñòâî-
âàòü ìàòðèöà
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





 =

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
1 0 0 1 1 0 1 1
1 0 1 0 1 0 0 1

⋅ ⋅
⋅ ⋅







 =

=
( , ) ( , )
( , ) ( , )
0 0 1 0
1 0 0 0







 =

Р Р
Р Р

0 2

2 0







 .
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Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ëîãè÷åñêîãî ñêàëÿðà íà ëèíåé-
íûé ëîãè÷åñêèé îïåðàòîð âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:

0⋅À=Î, (12)
1⋅À=À, (13)
α(βÀ)=(αβ)À, (14)
α(ÀÂ)=(αÀ)Â=À(αÂ). (15)

Âîçüìåì íåêîòîðûå îïåðàòîðû À è Â ëîãè÷åñ-
êîãî ïðîñòðàíñòâà L è êàæäîìó âåêòîðó l∈L
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð Àl∨Bl. Ëîãè÷åñêèé
îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé âåêòîð l â âåêòîð Àl∨Bl,
íàçîâåì äèçúþíêöèåé ëîãè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ À è Â
è îáîçíà÷èì ÷åðåç À∨Â. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ

(À∨Â)l=Al∨Bl. (16)
Äèçúþíêöèÿ  äâóõ ëèíåéíûõ ëîãè÷åñêèõ îïåðà-

òîðîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ëîãè÷åñêèì îïåðà-
òîðîì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ çàïè-
øåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(À∨Â)(αl∨βg)=A(αl∨βg)∨B(αl∨βg)=
=αAl∨βAg∨αBl∨βBg=
=α(Al∨Bl)∨β(Ag∨Bg)=α(A∨B)l∨β(A∨B)g,

îòêóäà è ñëåäóåò ëèíåéíîñòü äèçúþíêöèè ëèíåé-
íûõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ À è Â. Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ ëèíåéíîñòü äèçúþíêöèè ëþ-
áîãî ÷èñëà ëèíåéíûõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ. Âûáå-
ðåì â ïðîñòðàíñòâå L íåêîòîðûé áàçèñ, â êîòîðîì
ëèíåéíûå ëîãè÷åñêèå îïåðàòîðû À è Â áóäóò èìåòü
ìàòðèöû À è Â ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ìîæíî çàïè-
ñàòü ñëåäóþùåå:
[(A∨B)l]=[Al∨Bl]=[Al]∨[Bl]=A[l]∨B[l]=(A∨B)[l], (17)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äèçúþíêöèè ëèíåéíûõ ëîãè÷åñ-
êèõ îïåðàòîðîâ îòâå÷àåò äèçúþíêöèÿ ìàòðèö, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñêëàäûâàåìûì îïåðàòîðàì. Íàïðè-
ìåð, äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà äèçúþíêöèè
À∨Â áóäåò îòâå÷àòü ìàòðèöà

À∨Â=

0 1 1 1
0 0 0 1
1 1 1 0
0 1 0 1



















∨

0 1 1 0
0 1 0 1
1 1 0 0
0 0 1 1


















=

0 1 1 1
0 1 0 1
1 1 1 0
0 1 1 1


















.

Âîçüìåì òåïåðü îïåðàòîðû À è Â, êîòîðûì îòâå-
÷àþò ìàòðèöû

À=
Р Р
Р Р

1 3

2 1







 =

( , ) ( , )
( , ) ( , )
0 1 1 1
1 0 0 1







  è

Â=
Р Р
Р Р

2 1

1 0







 =

( , ) ( , )
( , ) ( , )
1 0 0 1
0 1 0 0







 ,

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èõ äèçúþíêöèè áóäåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü ìàòðèöà

À∨Â=
( , ) ( , )
( , ) ( , )
0 1 1 1
1 0 0 1







 ∨

( , ) ( , )
( , ) ( , )
1 0 0 1
0 1 0 0







 =

=
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
0 1 1 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1 0 0

∨ ∨
∨ ∨







 =

( , ) ( , )
( , ) ( , )
1 1 1 1
1 1 0 1







 =

=
Р Р
Р Р

3 3

3 1







 .

Äëÿ äèçúþíêöèè ëèíåéíûõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàòî-
ðîâ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

êîììóòàòèâíîñòè
À∨Â=Â∨À, (18)

àññîöèàòèâíîñòè
(À∨Â)∨Ñ=À∨(Â∨Ñ), (19)

äèñòðèáóòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð
α(À∨Â)=αÀ∨αÂ, (20)

äèñòðèáóòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî äèçúþíêöèè ñêàëÿðîâ
(α∨β)À=αÀ∨βÀ, (21)

çàêîí íóëÿ
À∨Î=À, (22)

çàêîí èäåìïîòåíòíîñòè
À∨À=À, (23)

ëåâîé è ïðàâîé äèñòðèáóòèâíîñòè
À(Â∨Ñ)=ÀÂ∨ÀÑ, (24)
(À∨Â)Ñ=ÀÑ∨ÂÑ. (25)

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (24). Äëÿ ýòîãî çàïèøåì
ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

À(Â∨Ñ)l=À(Bl)∨À(Cl), (26)
(AB∨AC)l=(ÀB)l∨(ÀC)l=À(Âl)∨À(Ñl).     (27)

Ñðàâíèâàÿ (26) è (27), óñòàíàâëèâàåì ñïðàâåäëèâîñòü
ðàâåíñòâà (24). Óòâåðæäåíèÿ (18)-(23) è (25) äîêàçû-
âàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
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