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ПОРЯДКОМ СЛЕДОВАНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ

В статье рассматривается задача генерации перестановок, для которых порядок следования (отно-
шения «больше» или «меньше») порождающих элементов в каждой перестановке задан частично, то есть 
только для некоторых из них. Описан алгоритм, позволяющий сгенерировать все перестановки, удов-
летворяющие частично заданному порядку следования. Описанный алгоритм является универсальным 
и может быть использован для генерации других комбинаторных конфигураций.
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Гребеннік І.В.,  Литвиненко О.С. Генерація перестановок з частково заданим порядком слідування еле-
ментів. В статті розглядається задача генерації перестановок, для яких порядок слідування (відношення 
«більше» або «менше») утворюючих елементів у кожній перестановці задано частково, тобто тільки для 
деяких з них. Запропоновано алгоритм, що дозволяє згенерувати всі перестановки, що задовольняють 
частково заданому порядку слідування. Описаний алгоритм є універсальним і може бути застосований 
для генерації інших комбінаторних конфігурацій.

КОМБіНАтОРИКА, ПеРеСтАНОВКА, ГеНеРАція, ПОРяДОК СЛіДУВАННя еЛеМеНтіВ, 
МНОжИНА СПУСКУ

Grebennik I.V.,  Lytvynenko O.S. Generating permutations with partially defined order of elements. enumeration 
and generation of permutations where order of elements is defined partially is considered. Algorithm for generating 
all such permutations is introduced. Described algorithm is quite universal and can be used for generating other 
combinatorial sets.

cOMbINATORIcS, PeRMUTATION, geNeRATION, ORDeR OF eleMeNTS, SeT OF DeSceNT

Введение

Генерация комбинаторных множеств является 
направлением многих научных и прикладных ис-
следований, например [1-3]. При этом основное 
внимание уделяется генерации классических ком-
бинаторных множеств: перестановок, сочетаний, 
размещений и т.д. Однако, для решения некото-
рых научных и прикладных задач требуется решить 
задачу генерации неклассических комбинаторных 
множеств либо новых с точки зрения их комби-
наторной структуры, либо обладающих дополни-
тельными свойствами по сравнению с классиче-
скими (например, [4-5]).

Одним из таких неклассических комбинатор-
ных множеств являются перестановки с заданны-
ми спусками и подъёмами, или заданным поряд-
ком следования элементов [6-7], частным случаем 
которых являются альтернативные перестановки 
[8-9]. 

целью работы является решение задач пере-
числения и генерации обобщенного случая пере-
становок с заданными спусками и подъёмами: 
перестановок, где порядок следования элементов 
определен частично.

1. Перестановки с частично определенным  
порядком следования элементов

Пусть задано множество порождающих элемен-
тов A a a an= { , ,..., }1 2 , a a an1 2< < <... , a Ri ∈ 1 , i J n∈ , 

J nn = { , ,..., }1 2 . Множество всевозможных переста-
новок из элементов a a an1 2, ,...,  обозначим Pn . Для 
любой перестановки π π π π= ∈( , ,..., )1 2 n nP  справед-
ливы соотношения:

π ρ π ρ ρ π1 1 2 2 1... n n− , ρi ∈ < >{ , } , i J n∈ −1 .         (1)

Иначе говоря,

π πi i< +1                                     (2)

или
π πi i> +1 .                                    (3)

Здесь i J n∈ −1 .
Последовательность ρ π ρ ρ ρ( ) ( , ,..., )= −1 2 1n  назо-

вем порядком следования элементов перестановки 
π ∈Pn .

Лемма 1. Во множестве Pn  всевозможных пере-
становок из n  элементов существует 2 1n−  различ-
ных порядков следования элементов ρ π( ) . 

Доказательство леммы следует из существо-
вания взаимно однозначного соответствия между 
множеством всех последовательностей ρ ρ ρ1 2 1, ,..., n−  
и множеством всех двоичных последовательностей 
из n −1  элемента.

Порядок следования элементов ρ π( )  переста-
новки π ∈Pn  можно представить с помощью диа-
граммы, состоящей из n −1  сегмента. Выполнению 
неравенства (2) соответствует участок возрастания, 
а выполнению неравенства (3) – участок убывания. 

Пример 1. Множество перестановок P4  по-
рождено элементами { , , , }1 2 3 4 . Согласно 
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лемме 1, существует всего 8 различных порядков 
следования элементов перестановок множества P4 .  
Диаграммы, представляющие порядки следова-
ния, и соответствующие им перестановки приве-
дены в таблице 1.

Таблица 1

Диаграммы и перестановки множества P4

Диаграмма Переста-
новки

Диаграмма Перестанов-
ки

(1,2,3,4) (4,3,2,1)

(1,2,4,3)
(1,3,4,2)
(2,3,4,1)

(3,4,2,1)
(2,4,3,1)
(1,4,3,2)

(3,2,1,4)
(4,3,1,2)
(4,2,1,3)

(4,1,2,3)
(2,1,3,4)
(3,1,2,4)

(1,3,2,4)
(1,4,2,3)
(2,4,1,3)
(2,3,1,4)
(3,4,1,2)

(4,2,3,1)
(3,2,4,1)
(3,1,4,2)
(4,1,3,2)
(2,1,4,3)

Произвольную подпоследовательность πi , то 
есть последовательность r i i ik

( ) ( , ,..., )π ρ ρ ρ=
1 2

, 

i i ik1 2< < <... , k J n∈ −1 , назовем частично опреде-
ленным  порядком следования элементов (либо ча-
стично определенным порядком следования) пе-
рестановки π ∈Pn . «Полный» порядок следования 
πi  определяет отношение элементов πi  и πi +1  для 
всех позиций i J n∈ −1 , частично заданный порядок 
r( )π  — лишь для некоторых i i i i Jk n∈ ⊆ −{ , ,..., }1 2 1 .

Зафиксируем выбранный частично заданный 
порядок следования элементов r( )π  перестановки 
π ∈Pn . ему можно поставить в соответствие часть 
множества спуска перестановки. Множество D( )π  
спуска перестановки π  определяется как [7]:

D i i i( ) { | }π π π= > +1 , i J n∈ −1 .

Определим множество D J Dn( ) \ ( )π π= −1  как:

D i i i( ) { | }π π π= < +1 , i J n∈ −1 .

Нас интересует часть D( )π , касающаяся пози-
ций i i i ik∈{ , ,..., }1 2 . Обозначим её через D '( )π :

D i Di i'( ) { | } ( )π π π π= > ⊆+1 , i i i ik∈{ , ,..., }1 2 .

тогда множество D i i i Dk'( ) { , ,..., } \ '( )π π= 1 2  мож-
но определить в виде 

D i Di i'( ) { | } ( )π π π π= < ⊆+1 , i i i ik∈{ , ,..., }1 2 .

Множества D '( )π  и D '( )π  определяют частич-
но заданный порядок следования r( )π  элементов 
перестановки π ∈Pn . Частично заданный поря-
док следования r( )π  и множества D '( )π  и D '( )π  
однозначно определяют друг друга. Например,  
если r( ) ( , , ) ( , , )π ρ ρ ρ= = > < >2 4 5 , то D '( ) { , }π = 2 5  и 
D '( ) { }π = 4 . Это же утверждение справедливо для 
«полного» порядка следования ρ π( )  как частно-
го случая r( )π . Например, в последней строке 

таблицы 1 множество спуска перестановок, соот-
ветствующее диаграмме слева, содержит один эле-
мент: D( ) { }π = 2 , а D( ) { , }π = 1 3 . Для перестановок, 
соответствующих диаграмме справа, D( ) { , }π = 1 3 , 
D( ) { }π = 2 .

Перестановка удовлетворяет частично заданно-
му порядку r( )π  тогда, когда для всех i i i ik∈{ , ,..., }1 2  
отношение πi  и πi +1  соответствует заданному  
в r( )π . Отношение πi  и πi +1  для i i i ik∉{ , ,..., }1 2   
при этом может быть любым:

ρi ∈ < >{ , } , i i i ik∉{ , ,..., }1 2 .

Лемма 2. Чтобы перестановка π ∈Pn  удовлет-
воряла частично заданному порядку следования  
r( )π , заданному для k  позиций i i i ik∈{ , ,..., }1 2 , не-
обходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла 
одному из 2 1n k− −  «полных» порядков следования 
ρ π( ) , совпадающих с r( )π  для i i i ik∈{ , ,..., }1 2 .

Доказательство. так как отношение элементов 
πi  и πi +1  при i i i ik∉{ , ,..., }1 2  может быть любым, то 
в перестановках, удовлетворяющих частично за-
данному порядку r( )π , на позициях i i i ik∉{ , ,..., }1 2  
может иметь место как неравенство π πi i< +1 , так 
и π πi i> +1 . Это означает, что если частично за-
данный порядок r( )π  задан для k  позиций из 
n −1  возможных, то для остальных n k− −1  пози-
ций i i i ik∉{ , ,..., }1 2  отношение соседних элементов 
может быть любым из 2 возможных ( ρi ∈ < >{ , } ). 
Следовательно, для каждой из остальных n k− −1  
позиций i i i ik∉{ , ,..., }1 2  можно зафиксировать лю-
бое отношение ρi ∈ < >{ , } , получив тем самым 
2 1n k− −  «полных» порядков следования ρ π( ) . В пе-
рестановках, удовлетворяющих каждому такому 
порядку следования ρ π( ) , отношение πi  и πi +1  при 
i i i ik∈{ , ,..., }1 2  будет соответствовать порядку, за-
данному в r( )π .

если в частично заданном порядке следования 
r( )π  заданы все позиции i n∈ −{ , ,..., }1 2 1 , переста-
новки с частично определенным порядком следо-
вания превращаются в перестановки с полностью 
заданным порядком следования ρ π( ) . Частными 
случаями таких перестановок являются унимодаль-
ные перестановки [10] при ρ π( ) ( , ,..., , ,..., )= > > > < <  
либо ρ π( ) ( , ,..., , ,..., )= < < < > >  (т.е. когда сначала идут 
только спуски, а потом – только подъёмы и наобо-
рот), а также альтернативные перестановки [9] при 
ρ π( ) ( , , , ,...)= > < > <  либо ρ π( ) ( , , , ,...)= < > < >  (т.е. когда 
спуски и подъёмы чередуются).

2. Перечисление перестановок с частично                   
определенным   порядком следования элементов

Рассмотрим задачу перечисления перестановок 
π ∈Pn  с частично определенным  порядком следо-
вания элементов r( )π .

Из леммы 2 следует, что количество переста-
новок, удовлетворяющих частично заданному 
порядку r( )π , равно сумме количества переста-
новок, удовлетворяющих каждому из 2 1n k− −  «пол-
ных» порядков следования ρ πj ( ) , j n k= − −1 2 2 1, ,..., .  
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тогда необходимо для частично заданного поряд-
ка следования r( )π  найти все возможные соот-
ветствующие ему «полные» порядки следования 

ρ π ρ π ρ π1 2 2 1
( ), ( ),..., ( )

n k− −
, затем определить количе-

ство перестановок, соответствующих каждому из 
них, и сложить.

формулы, полученные в [7], позволяют c помо-
щью принципа включений-исключений опреде-
лить количество перестановок, удовлетворяющих 
заданному множеству спуска, т.е. перестановок с 
заданным «полным» порядком следования. 

Рассмотрим задачу перечисления перестано-
вок π ∈Pn  с порядком следования элементов ρ π( ) .  
Это условие эквивалентно тому, что множеством 
спуска каждой из перечисляемых перестановок яв-
ляется множество S J n⊆ −1 . Другими словами, для 
перечисления перестановок π ∈Pn  с порядком сле-
дования элементов ρ π( )  необходимо подсчитать 
число N ( ( ))ρ π  всех перестановок π ∈Pn , таких, что 
D S( )π = .

Следуя [7], для S s s s Jk n= ⊆ −{ , ,..., }1 2 1  обозначим 
через βn S( )  количество перестановок π ∈Pn , для 
которых S  является множеством спуска. 

В [7] получена следующая формула для вычис-
ления βn S( ) :

βn
k j

i i i ii i i k

S
n

s s s n s
jj

( ) ( )
, ,...,

...

= − − −






−

≤ < < < ≤
∑ 1

1 2 11 21

, (4)

где
n

n n n
n

n n nk k1 2 1 2, ,...,
!

! ! ... !







=
⋅ ⋅ ⋅

.

Приведенные рассуждения делают справедли-
вой следующую лемму:

Лемма 3. Пусть ρ π( )0  – порядок следова-
ния элементов перестановки π0 ∈Pn , причем 
D S s s s Jk n( ) { , ,..., }π0

1 2 1= = ⊆ − . Количество N ( ( ))ρ π0  
всех перестановок π ∈Pn , имеющих порядок сле-
дования элементов ρ π ρ π( ) ( )= 0 , равно βn S( ) , т.е. 
N Sn( ( )) ( )ρ π β0 = , и определяется по формуле (4).

Доказательство. Определим бинарное отно-
шение R  во множестве Pn  следующим образом. 
Два элемента π π1 2, ∈Pn  находятся в отношении 
R , если они имеют один и тот же порядок следо-
вания элементов: ρ π ρ π( ) ( )1 2= . Для отношения R  
нетрудно проверить справедливость свойств реф-
лексивности, симметричности и транзитивности, 
что позволяет сделать вывод о том, что R  является 
отношением эквивалентности во множестве Pn . 

тогда все элементы π ∈Pn , имеющие один и 
тот же порядок следования элементов, образу-
ют класс эквивалентности [ ]π  по отношению R . 
Множество всех классов эквивалентности  состав-
ляет фактор-множество Π = P Rn /  множества Pn  
по отношению R .

Пусть Λ Π: Pn → – фактор-отображение на мно-
жестве Pn . Рассмотрим задачу реализации фактор-
отображения Λ  в явном виде. Решение этой зада-
чи сводится к генерации всех перестановок π ∈Pn  

с порядком следования элементов ρ π ρ π( ) ( )= 0  для 
любой перестановки π0 ∈Pn .

Сложив количество перестановок, имеющих 

порядок следования ρ π ρ π ρ π1 2 2 1
( ), ( ),..., ( )

n k− −
, по-

лучим количество перестановок, удовлетворяю-
щих заданному частично заданному порядку r( )π :

N r N j

j

n k

( ( )) ( ( ))π ρ π=
=

− −

∑
1

2 1

                        (5)

Построим алгоритм генерации перестановок 
π ∈Pn  с частично определенным порядком следо-
вания элементов r( )π . 

3. Генерация перестановок с частично определенным 
порядком следования элементов

Пусть заданы множество порождающих элемен-
тов A a a an= { , ,..., }1 2 , a a an1 2< < <...  и частично за-
данный порядок следования элементов r( )π , опре-
деляющий множества D '( )π  и D '( )π . Необходимо 
сгенерировать все перестановки π ∈Pn , соответ-
ствующие D '( )π  и D '( )π , в количестве N r( ( ))π , 
определяемом по формуле (5).

Обозначим через πi  частичную перестановку, 
состоящую из i  элементов, π π π πi

i= ( , ,..., )1 2 , πi A∈ , 
i J n∈ 0 , J nn

0 0 1 2= { , , ,..., } . При этом π0  – пустая ча-
стичная перестановка, π πn

nP= ∈  – результат ге-
нерации. Опишем работу алгоритма генерации 
перестановок с заданным порядком следования 
элементов r( )π . Назовём его PartOrderedPerm.

В начале работы, на нулевом уровне, входом ал-
горитма PartOrderedPerm является пустая переста-
новка π0 .

Алгоритм PartOrderedPerm работает рекурсивно, 
на каждом i -ом уровне рекурсии i J n∈ −1

0  добавляя в 
текущую частичную перестановку π π π πi

i= ( , ,..., )1 2  
длины i  следующий элемент с номером i +1 , тем 
самым получая на следующем уровне частичную 
перестановку π π π πi

i
+

+=1
1 2 1( , ,..., )  длины i +1 . На 

уровне n  алгоритм выводит .
Элемент πi A+ ∈1  должен удовлетворять опреде-

ленным условиям. Обозначим через F i  множество 
всех порождающих элементов, удовлетворяющих 
этим условиям, на каждом уровне i J n∈ −1

0 . 
также обозначим через mi  количество следу-

ющих подряд подъёмов либо спусков в частично за-
данном порядке следования, начиная со следующей 
позиции i +1 . Посчитаем значения mi  на каждом 
уровне i J n∈ −2

0  с помощью алгоритма Get_M, при-
веденного на рис.1. 

Полученное множество значений { , ,..., }m m mn0 1 2−  
является входным параметром алгоритма Get_F для 
получения F i , приведенного на рис.2. 

Опишем теперь основной алгоритм PartOrdered-
Perm, генерирующий все перестановки с заданным 
порядком следования элементов. Этот алгоритм 
приведен на рисунке 3. Для генерации всех необхо-
димых перестановок PartOrderedPerm вызывается с 
параметром π0 = () .
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Рис. 1. Алгоритм Get_M 

Рис. 2. Алгоритм формирования множества 

Рис. 3. Основной алгоритм PartOrderedPerm

Пример 2. На рис. 4 представлен пример генера-
ции перестановок из элементов A = { , , , , }1 2 3 4 5  при 
заданных множествах D D'( ) { }, '( ) { , }π π= =1 3 4  (по-
зиция i = 2  не задана). Лемма 2 в данном случае 
звучит так: чтобы перестановка π ∈Pn  удовлетворя-
ла частично заданному порядку следования r( )π ,  
заданному для k = 3  позиций i ∈{ , , }1 3 4 , необходи-
мо и достаточно, чтобы она удовлетворяла одному 
из 2 «полных» порядков следования ρ π( ) , совпада-
ющих с r( )π  для i ∈{ , , }1 3 4 . такие «полные» поряд-
ки следования должны иметь спуск на позиции 1 и 
подъём на позициях 3,4 и соответствуют диаграм-

мам  и .

Рис. 4. Рекурсивное дерево работы алгоритма  
при генерации перестановок из элементов { , , , , }1 2 3 4 5   

и множествах D D'( ) { }, '( ) { , }π π= =1 3 4

Применим алгоритм Get_M для подсчёта значе-

ний mi . В результате получим m0 1= , m1  не счи-

тается (позиция 2 не задана), m2 2= , m3 1= .

Приведём множества F i  на уровнях i = 0 1, .  
На уровне i = 0  имеем π0 = ( ) , 1 ∈D '( )π  и 
F a a0

1 1 5 2 3 4 5= =+{ ,..., } { , , , } .
так как множество F 0  содержит 4 элемента, ал-

горитм «разветвляется», имея на уровне i =1  частич-
ные перестановки π π π π1 1 1 12 3 4 5= = = =( ), ( ), ( ), ( ) .

Рассмотрим пример формирования множе-
ства F 1  для частичной перестановки π1 3= ( ) . 
Порождающими элементами, которые удовлет-
воряют вышеописанным условиям и могут быть 
на месте π2 , являются элементы { , }1 2 .На этом 
же уровне для перестановки π1 4= ( )  множество 
F 1 1 2 3= { , , } .

так как для π1 1= ( )  множество F 1  содержит 2 
элемента, то снова происходит разветвление ре-
курсивного дерева. На уровнях i = 2 3 4, ,  множества 
F F2 3,  и F 4  содержат по одному элементу, поэто-
му разветвлений нет. На уровне i = 5  длина переста-
новки равна 5, алгоритм выводит π π= 5  на экран.

Посчитав количество необходимых перестано-
вок по формуле (5), получим в результате 10, что 
совпадает с количеством перестановок, получен-
ных в результате работы алгоритма.

Выводы

В работе описан специальный вид перестано-
вок – перестановки с частично определенным 
порядком следования. Оценено количество та-
ких перестановок, предложен алгоритм для их 
генерации. Отметим, что описанный алгоритм 
PartOrderedPerm является универсальным и может 

ГЕНЕрАЦИЯ ПЕрЕСТАНОВОК С ЧАСТИЧНО ОПрЕДЕЛЕННЫМ ПОрЯДКОМ СЛЕДОВАНИЯ эЛЕМЕНТОВ
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быть использован для генерации других комби-
наторных множеств. Для этого достаточно задать 
правила формирования множества для конкрет-
ного комбинаторного множества. Частными слу-
чаями описанного класса перестановок являются 
унимодальные и альтернативные перестановки.
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Resume
I.V. Grebennik, O.S. Lytvynenko

Generating permutations with partially defined order  
of elements

Special class of permutations is considered– permutations 
with partially defined order of elements. Such class of permu-
tations is a generalization of per mutations with given ups and 
downs. A formula for enumeration of such permutations as 
well and generation algorithm is given. Described algorithm 
can be used for generation of other combinatorial sets. 

Background. It is sometimes insufficient to use classical 
combinatorial sets (arrangements, permutations, combina-
tions) for constructing mathematical models of some combi-
natorial optimization problems. In such cases, non-classical 
combinatorial sets are used, and one of such sets are permuta-
tions with given ups and downs or permutations with defined 
order of elements. however, a problem of enumerating and 
generating permutations, where order or elements is defined 
partially, has not solved yet.

Materials and methods. The inclusion-exclusion principle 
was applied for enumerating permutations with partially de-
fined order of elements. For generating all permutations with 
partially defined order of elements, recursive backtracking al-
gorithm was used.

Results. Mathematical description for permutations with 
partially defined order of elements was given. A formula for 
enumerating all such permutations was constructed. Also ar-
ticle describes recursive backtracking algorithm for generating 
all permutations with partially defined order of elements.

Conclusion. Described algorithm for generating permuta-
tions with partially defined order of elements is quite universal 
and can be used for generating other classes of combinatorial 
sets. 
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