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The problem of constructing two-sided approximations to a unique axial-

symmetric positive solution of the first boundary-value problem for an equation 
in the radius R circle is considered. The efficiency of the method is 

confirmed by computational experiments for 1( ) 1
2

f u u  .

При�математичному�моделюванні�процесів,�що�протікають у�неліній-
них�середовищах,�виникає�необхідність�аналізу�нелінійної�крайової�задачі�
вигляду:

у�, (1)
0u  у�, (2)

0u
w
 , (3)

де� – вимірна�за�Жорданом�область�в� 2, ( )f u неперервна� і�додатна�для�
всіх� 0u  функція.

Якщо� є� кругом радіуса�R у� 2,� то� можна�поставити� задачу знахо-
дження� розв’язку� задачі� (1) – (3),� який� є� радіально-симетричним,� тобто�
розв’язку,�який�залежить�лише�від� 2 2x y   .

Це�приводить�до�наступної�задачі�для�визначення� :
1 ( )d du f u
d d

§ ·
  ¨ ¸  © ¹

, , (4)

, (5)
(0)u  f, . (6)

Задача�(4) – (6)�еквівалентна�інтегральному�рівнянню�Гаммерштейна:

0

( , ) ( ( ))
R

K s f u s ds³ , (7)

де

ln , 0 ,
( , )

ln , .

Rs s
sK s Rs s R

­ d  d°°  ®
°   d

°̄
Рівняння� (7)� розглядається� як�нелінійне� операторне� рівняння� у� бана-

ховому�просторі� [0, ]C R ,�напівупорядкованому�конусом�K невід’ємних�на�
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[0, ]R неперервних� функцій� [1,� 2].� Неперервний� і� додатний� на� [0, ]R
розв’язок� рівняння� (7)� приймемо� за� узагальнений� розв’язок� крайової�
задачі (4) – (6).

Доведено,�що�оператор

0

( ) ( , ) ( ( ))
R

Tu K s f u s ds ³
має�наступні�властивості:

а) є�додатним�оператором;
б) є� 0u -додатним�оператором,�де

2 2
0

1 ( )
4

u R   ;

в) є�монотонним�оператором,�якщо�функція� ( )f u монотонна�за�u;

г) є� угнутим� і�навіть� 0u -угнутим�оператором,�де� 2 2
0

1 ( )
4

u R   ,� якщо�

для�будь-якого�додатного�числа� для�всіх� .
Для�монотонного�оператора�T умовами� 0 0Tv vt , 0 0Tw wd виділимо� ін-

варіантний�конусний�відрізок� 0 0,v w  і�сформуємо�два�ітераційні�процеси:
( 1) ( )

0

( ) ( , ) ( ( ))
R

n nv K s f v s ds   ³ , ,

( 1) ( )

0

( ) ( , ) ( ( ))
R

n nw K s f w s ds   ³ , ,

(0)
0( ) ( )v v   , (0)

0( ) ( )w w   .
Кінці� інваріантного�конусного� відрізка� 0 0,v w  можна�шукати�у� ви-

гляді� 0 0( ) ( )v u    , 0 0( ) ( )w u    , 0    , або�(якщо� (0) 0f  ) – у�вигля-
ді� 0( ) 0v   , 0 0( ) ( )w u    , 0  .

Послідовність� ( ){ ( )}nv  не� спадає� за� конусом� K, а� послідовність�
( ){ ( )}nw  не�зростає�за�конусом�K.�Оскільки�конус�K є�нормальним,�а�опе-

ратор�T є�цілком�неперервним,�то�обидві�побудовані�ітераційні�послідовно-
сті�збігаються�у�нормі�простору� [0, ]C R до�єдиного�додатного�розв’язку� *u
крайової�задачі�(4) – (6)�і�має�місце�ланцюг�нерівностей:

.
За наближений розв’язок крайової�задачі�(4) – (6)�на� -й�ітерації�оби-

раємо�функцію
( ) ( ) ( )1( ) ( ( ) ( ))

2
n n nu v w     .

При�цьому�похибка�наближення�оцінюється�нерівністю�
( ) * ( ) ( )

[0, ] [0, ]

1 max( ( ) ( ))
2

n n n
C R R

u u w v
�

 d    .



261

Обчислювальний� експеримент� було� проведено� для� 1( ) 1
2

f u u  .� З

точністю� ітераційний�процес�зійшовся�за�3�кроки.�На�рис. 1�зобра-
жено�графік�поверхні�наближеного�розв’язку�задачі�(1) – (3).

Рисунок�1�– Поверхня�наближеного�розв’язку�крайової�задачі
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