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Пусть задано какое-нибудь непустое множество М,  элементы 
которого будем называть векторами и обозначать строчными л а ­
тинскими буквами. Предположим, что на множестве М х М  з а ­
дана  какая-нибудь операция а + Ь  со значениями в множестве 
М, удовлетворяющая для  всех а, Ь, с законам коммутативности 
а + Ь = Ь + а  ( I )  и ассоциативности (а + Ь) +  с = а +  (Ь + с)  (2).

Предположим также, что на множестве М  задана  какая-ни­
будь операция — а со значениями в том ж е множестве, удовлет­
воряю щ ая для всех а и Ь закону обращения ( а + (— а ) )  +  Ь=* 
= Ь (3).

Любое множество называют абелевой группой, а равенства 
(1) — (3) — аксиомами абелевой группы. Операцию а + Ь будем 
называть сложением векторов а+ Ь ,  а операцию — а — обращ е­
нием вектора а. Вектор а + Ь назовем суммой векторов а и Ь. 
Вектор —а назовем противоположным вектору а. Условимся пи­
сать а + (— Ъ) — а— Ь. Закон обращения представим в виде (а—а) +  
+ Ь = Ь. Можно доказать, что вектор а—а не зависит от выбора а:  
Назовем его нулевым вектором и обозначим символом 0. Имеем 
а— а —0, 0 + а — а.

Пусть такж е задано какое-нибудь множество (3, элементы ко­
торого назовем коэффициентами и обозначим строчными грече­
скими буквами. Предположим, что на множестве й х й  задана 
какая-нибудь операция а + Р  со значениями в множестве (3, удов­
летворяющ ая для всех а, р, 7  законам коммутативности а  +  Р =  
=  р +  а  (4) и ассоциативности ( а +  Р) +  т = а +  ( р +  /) (5 ) .

Предположим, кроме того, что на множестве <3 задана  какая- 
нибудь операция — а  со значениями в том же множестве, удов­
летворяю щ ая для всех а и р  закону аддитивного обращения  
( а +  (—а ) )  +  р =  р (6 ) .

Операцию а  +  р будем называть сложением коэффициентов а 
и р, а операцию —а — аддитивным обращением коэффициента 
а. Коэффициент а + р  назовем суммой а и р ,  коэффициент —а  — 
противоположным  коэффициенту а. Условимся писать а + (— Р) =  
— а — р. Закон аддитивного обращения запишется в виде ( а —а ) +: 
+  р =  р. Можно доказать, что коэффициент а —а не зависит от 
выбора а. Назовем его нулевы м  коэффициентом и обозначим сим­
волом 0. Имеем а —а = 0 ,  0 +  а = а .

П усть, кроме того, на множестве О X <3 задан а  к а к а я -н и ­
б у д ь  операция оф со значениями в множестве С, у д о вл е т во ­
ряю щ ая для  всех а, р, у законам коммутативности оф =  Р<* (7), 
ассоциативности  (<*р) 7  =  а (Р7 ) (8 ) и дистрибутивности  (« + Р ) 7 ~=
=  <*7 +  Рт (9).  -
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П олагаем  также, что на м нож естве б 0 =  С \ 0  задана  какая- 
нибудь  операция а-1 со значениями в том ж е  множестве, 
у довл етво р яю щ ая  для всех а е (70 и (3 € б  за к о н у  м у л ь т и п л и к а ­
тивного  обращ ения  ( а а - 1)р =  р (Ю ).

Операцию а(3 будем называть умножением коэффициентов 
а  и р, а операцию а -1 — мультипликативным обращением коэф­
фициента а. Коэффициент а -1 назовем обратным коэффициенту 
а. Условимся, что а|3-1 =  а/р. Закон мультипликативного обращ е­
ния запишем в виде а/сф=-р. Можно доказать, что коэффициент 
а/а  не зависит от выбора а. Назовем его единичным коэффици­
ентом и обозначим символом 1. Имеем а / а = 1 ,  1 -а  =  а. Любое мно­
жество й  с описанными выше свойствами называют полем,  а р а ­
венства (4) — (10) — аксиомами поля.

Пусть на множестве в х М  задана  какая-нибудь операция аа 
умножения коэффициента а  на вектор а со значениями во мно­
жестве М,  удовлетворяющая д л я  всех а, Ъ и а, р следующим зако ­
нам: ассоциативности (сф )а  =  а ( р а )  (11),  дистрибутивности для  
коэффициентов (а +  р ) а = ! а а + ф а  (12), дистрибутивности для  век­
торов а  (а + Ь )  = а а  +  ар (13) и закону элиминации единицы  
1 а  =  а  (14).

Можно доказать, что для  любого а имеет место равенство 
0 - а  =  0. При выполнении всех перечисленных законов множество 
называют векторным пространством над полем  (т. Аксиомы абе­
левой группы, аксиомы поля и законы (11) — (14), вместе взя­
тые, называют аксиомами векторного пространства. Д окаж ем , что 
закон коммутативности (1) выводится из остальных аксиом, по­
этому исключим его из числа аксиом векторного пространства. 
Векторное пространство называют конечномерным, если в нем 
существует конечное число п  векторов еи е2, ..., еп, через которые

п

можно представить в виде х '2 1л,е1 (15) любой вектор х, где а ь а 2, ...,
(•=1

а п — подходящие коэффициенты. Если имеет место равенство 
(15), то говорят, что вектор вы раж ается  через векторы е ь е2, . . . , е п.

Ввиду (15) каждому вектору можно поставить в соответствие 
единственный набор ( | ь •••, 1п) коэффициентов | ь  12......1п, н а­
зываемых координатами вектора х  в базисе (рь  р2, —,р п ) .  О б­
ратно, каждому набору коэффициентов (£ь 12,...,%п) соответст­
вует единственный вектор х. Если вектор х  имеет координаты 
(еь а вектор у  —  координаты (т}Ь т\2, ...,т\п),  то вектор
х + у  имеет координаты (Е1 +  г]ь | 2 +  т)2, -  Л п  + Цп). Таким образом, 
сложению векторов соответствует сложение координат исходных 
векторов. Вектор ах  имеет координаты (а£ь а%2, ..., а | п). Итак, 
умножению коэффициента на вектор соответствует умножение то­
го ж е коэффициента на координаты исходного вектора.

Векторы е и е2, . . . , е п называют линейно независимыми, если 
ни один из них не выражается через совокупность остальных. Го­
ворят, что линейно независимые векторы ей е2, ..., еп являются
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базисными в векторном пространстве М  и образуют в нем базис 
е 1, е2, . . . ,еп, если через них можно выразить любой вектор из М. 
В этом случае говорят, что векторное пространство М  п-мерно. 
Число п  базисных векторов называют размерностью векторного 
пространства, которая не зависит от выбора базиса; из условия 
а\Р\ + а 2р 2 +  ... +  а пр п =  0 вытекают равенства 0 1 =  а 2 =  ... =  а п =  6 
в том и только том случае, если векторы р 1, р 2, ..., р п линейно 
независимы; если (ри р2 , - . . ,р п )  — базис векторного пространства 
М, то каждый вектор х  выраж ается через базисные векторы р,- 
по формуле

*  =  (16) 
1 = 1

с помощью единственно возможного набора коэффициентов ( | ь
?2, ^л).

Пусть М  — какое-нибудь т -м ерн ое  векторное пространство 
над каким-нибудь полем 6. Л инейным ф ункционалом  на М  на­
зовем любую функцию Р:М -+0,  удовлетворяющую при произ­
вольных х, у  и а  законам аддитивности Р ( х + у )  =  К (х) +  Р (у )  (17) 
и однородности Р (а х )  =  аК (х )  (18).

Выразим произвольно  выбранный вектор х  ч ерез  базисные 
векторы4 р х, р 9, ..., р п, х  =  £1р 1 +  Ц2р 2 +  ... -\т\пр п. З д е с ь  С», еа, .... 
%„ — координаты вектора д; в базисе (р г, р 2, р п). Д л я  лю бого 
х  имеем /^ (*) =  М 7 (рх) +  ?2^ ( л )  + — +  5п^ (Р п ) .  где  Р —  п р о ­
извольно выбранный линейный функционал  на М .  О бозначая  
Р (.Р \)  =  *и Р{р%) =  хг* •••> Р  {Рп) — х>л п оследн ее  равенство  з а ­
пишем в виде Й {х )  =  1̂у-1 +  ^2*2 +  ••• +  (19).

Коэффициенты и (, и2, ..., ип определяются исключительно ви­
дом линейного функционала Р, они не зависят от выбора вектора 
х. Любой линейный функционал К может быть представлен в фор­
ме (19) при подходящем выборе коэффициентов Иь и2, ..., ип. 
Л ю бая  функция К:Л4-»-(5, которую можно представить в форме 
(19) при произвольном выборе коэффициентов И[, Иг, . . . ,  и и, есть 
линейный функционал. Линейный функционал К полностью оп­
ределяется набором коэффициентов (иь и2, ... ,ип).  Таким обра­
зом, выражение (19) представляет собой общий вид линейного 
функционала К в базисе (р\, р 2 , . . . , р п).  Выражение (19) задает 
множество всех решений относительно переменной Р системы ло­
гических уравнений:

Ч х \ / у ( Р ( х  +  у ) = Р ( х ) + Р { у ) ) = ‘ 1:

\ Х \ /  а  ( Р (  ах) =  аЛ(х)) =  1.

В результате сложения любых линейных функционалов одного 
и того же аргумента и умножения произвольного коэффициента 
на любой линейный функционал снова получаем линейный функ­
ционал того же аргумента.

Коэффициенты иь иг, ... ,ип, фигурирующие в выражении (19), 
можно рассматривать в качестве координат некоторого вектора й

&



в базисе (рь Рг Рп). Д л я  выражения, стоящего в правой части
равенства (19), введем кратное обозначение хк, назы вая это вы-

Йажение произведением векторов х  и ^ в базисе (р\, р 2,.. .,рп). 
меем х к  =  +  2̂^2 +  ••• +  (20) .

Д ва  набора векторов (а и а2, ..., ап ) и (Ьи Ь2, . . . ,Ь п)  назовем 
взаимными в базисе (рь р2, ..., рп) ,  если

( 0, если / — /
о Л =  1 • •I 1, если I #  /,

где г, /, е { 1 ,  2 , ...,«}. При любом базисе (рь р 2 , . . . , р п)  для к а ж ­
дого набора линейно независимых векторов существует взаимный 
набор векторов. Линейные функционалы / Г1 (л:) =лг^15 р 2(х) =  
= х к 2 Рп ( х ) —х к п называют линейно независимыми, если ли­
нейно независимы векторы 1ги к 2, ..., к п. Линейная независимость 
линейных ф ункционалов  Р г, Е 2, Е п равносильна следую щ ем у  
утверж ден и ю  равенств: а1Р 1 (х )  +  а ^ г (х) +  ... +  а„р„ (х )  =  0 и
выполняется для  всех в том и только том случае, когда а1 =

Произведение векторов в произвольном фиксированном базисе 
при любых х, у, г и а  удовлетворяет законам коммутативности 
х у = у х  ( 21 ) ,  ассоциативности (а х ) у  = а ( х у ) (22) и дистрибутив­
ности (х + у ) г = х г + у г  (23).

Введенное здесь произведение векторов не следует отождеств­
л ять  со скалярным произведением векторов. Это — разные по­
нятия. Произведение векторов беднее свойствами, чем скалярное 
произведение векторов. Оно обладает не всеми свойствами ск а ­
лярного произведения..

Пусть на декартовом квадрате произвольного «г-мерного век­
торного Пространства М  над некоторым полем (7 задан  какой- 
нибудь предикат Е. Базис (ри  Р2 , —,Рт)  векторного пространства 
М  произвольно фиксирован. Предикат Е  назовем линейным, если 
он для  любых х  и у  м ож ет  быть выражен в вид е  Е ( х ,  у) =  
=  0 ( Е ( х ) ,  Е ( у ) )  (24), гд е  Е ( х ) = ‘ ( х к 1, х к 2, ..., х к п) (25). '

Здесь А*1 , к2, ..., — какие-нибудь линейно независимые век­
торы; П — предикат равенства, заданный на декартовом квад ­
рате всех наборов, составленных из п  коэффициентов. Имеется ■ 
в виду, что ж  «г. Предикат Е  назовем аддитивным, если для лю ­
бых Х\,  х 2, у и у 2 из условия Е ( х ь г/,) = Е ( х 2, у 2) =  1 следует Е ( х  1 +  
+  х 2, у\ + у 2) = \. П редикат Е  назовем однородным, если для лю ­
бых х, у  и а  из условия Е ( х , у)  =  1 следует Е ( а Х ,  а у ) ~  1. Преди­
кат Е  назовем «-мерным, если существует набор векторов (в\, 
е2 , ..., ?п) такой, что равенство

Е ( х ,  2  Е 1( х ) е 1) =  1 ( 2 6 )
/ = 1
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выполняется для каждого х при единственном наборе к о э щ м н
ентов ( Л  (х), р 2( х ) .....Р п (х )). Здесь Л, р2, .... — это г ё Щ Я
рые функции, заданные на множестве М со значениями в мж р  
жестве б.

Поступила в редколлегию  06.U4.88

7


