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МНОГОМЕРНАЯ ИСКУССТВЕННАЯ
НЕЙРОННАЯ СИГМА-ПИ СЕТЬ И
АЛГОРИТМ ЕЕ ОБУЧЕНИЯ

БОДЯНСКИЙ Е.В., КУЛИШОВА Н.Е.

Предлагается многомерная искусственная нейронная сиг-
ма-пи сеть, позволяющая восстанавливать с заданной точ-
ностью произвольную многомерную функцию векторно-
го аргумента. Отличительной особенностью сети является
одновременное использование как радиально-базисных,
так и сигмоидальных активационных функций. Предло-
женный градиентный алгоритм обучения основан на об-
ратном распространении ошибки и позволяет настраивать
синаптические веса сети в реальном времени. Результаты
эксперимента не противоречат теоретическим.

Введение
Для решения задач моделирования, идентификации и
управления широко применяются  искусственные ней-
ронные сети, в частности, многослойные персептро-
ны (MLP) и радиально-базисные сети (RBFN) [1–4].
Многослойные персептроны весьма эффективны как
универсальные аппроксиматоры [5]. По аппроксими-
рующим свойствам им не уступают и RBFN [6],
однако низкая скорость обучения MLP, основанного
на обратном распространении ошибок, ограничивает
их применение, особенно в задачах реального време-
ни. Основным же недостатком RBFN является экспо-
ненциальный рост количества нейронов с увеличени-
ем размерности вектора входных сигналов, так назы-
ваемое «проклятие размерности».
Обобщение положительных свойств MLP и RBFN
обеспечивают Σ -П нейронные сети [2]. Они органи-
зованы из двух слоев нейронов, причем нейроны

скрытого слоя имеют нелинейные функции активации
двух типов (сигмоидальные и радиально-базисные).
Выходной слой осуществляет линейную комбинацию
выходных сигналов нейронов скрытого слоя. Хотя
подобная архитектура позволяет Σ -П сети аппрокси-
мировать практически любые функции [7], на практи-
ке это свойство  реализовано в отношении систем с
отображением 1n →R R  [8 – 11].

Целью исследований является разработка архитекту-
ры Σ -П сети, эффективной для интерполяции и апп-
роксимации многомерных функций.
1. Архитектура сети
Большинство реальных объектов характеризуется
многомерными совокупностями входных и выход-
ных параметров, в связи с чем для моделирования
подобных объектов предлагается многомерная Σ -П
сеть, архитектура которой представлена на рис. 1.

Сеть имеет n входов в нулевом слое, содержит h пар
нейронов в скрытом слое, m нейронов в выходном
слое и реализует отображение mn xy RR ∈→∈  в
форме F(x)y =) .

Вектор входной последовательности ( )1n +  поступает
на скрытый слой, который состоит из двух блоков
нейронов с разными функциями активации.
Каждому нейрону скрытого слоя предшествует сум-
матор с n+1 настраиваемыми входами каждый. По-
парно нейроны объединены умножителями. Выход-
ной слой образован m нейронами типа адаптивного
линейного ассоциатора с h+1 входами каждый. Всего
же сеть содержит h(2n+m+2)+m настраиваемых пара-
метров, подлежащих восстановлению в процессе обу-
чения.
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Пусть нелинейный объект обладает неизвестной пере-
даточной функцией такой, что

(k))f((k) xy = ,                       (1)

где (k)x  – n-мерный вектор входных переменных;
(k)y  – m- мерный вектор выходных переменных.

Тогда выходной сигнал, формируемый сетью, соот-
ветствующей объекту (1) и содержащей h нейронов,
можно записать в форме

=+== (k)~(k)(k))(k)((k) 0 ywwxFy)

=ψϕ+= ])u(k)()v(k)((k)[(k)0 oww

))],k()k(())k()k(()[k()k( ii0 xbxaww ψϕ+= o    (2)

здесь

1)(nh)k( 1),(nh)k( m,h)k( +×−+×−×− baw

– матрицы настраиваемых синаптических весов;
( )0 kw  – m-мерный вектор синаптических весов;

( )•ϕ – радиально-базисные функции активации; ( )•ψ
– сигмоидальные функции активации; o  – символ
прямого произведения векторов.

Введя
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=

– входные векторы для нейронов скрытого слоя (здесь
T
ia  – i-я строка 1)(nh +×  матрицы весов )k(a ; T

ib
– i-я строка 1)(nh +×  матрицы весов )k(b ), можно
переписать (2) в форме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]=ψϕ+= kkkkkkk ii0 xbxawwy o
)

( ) ( ) ( ) ( ))].k()k([kk iiii0 uvww ψϕ+= o          (3)

В качестве активационных функций, удовлетворяю-
щих всем необходимым требованиям по точности
аппроксимации [6], можно выбрать традиционный
гауссиан и гиперболический тангенс

σ
u2

e(u)
−

=ϕ , ( ) tanh( )u uψ = ,

а также более простые тригонометрические функции

(u)cos(u) =ϕ , sin(u)(u) =ψ .

Рисунок 1. Архитектура многомерной сигма-пи нейронной сети
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2. Алгоритм обучения

Для настройки матрицы весов ( )kw  используется
одношаговый критерий обучения

22 (k)(k)
2
1(k)

2
1(k) yyeE )−== .         (4)

Выходной слой образован адаптивными линейными
ассоциаторами, а их обучение проводится путем ми-
нимизации критерия ( )kE  в соответствии с извест-
ным алгоритмом Уидроу-Хоффа [2]:

,
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  (5)

где TT ))1k(,1()1k( +=+ yy)  – ( )1 1h + ×  вектор вы-
ходных сигналов нейронов скрытого слоя.
Алгоритм обучения  можно записать в виде системы:
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где ( ) ( ),a bk kη η  – параметры шага обучения матриц

( )ka  и ( )kb  соответственно; E(k)E(k), (k)b(k)a ii
∇∇

– градиент критерия обучения ( )E k .

Для определения градиента критерия (4) введем апо-
стериорную ошибку

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1T
ik k k k k+ = + − + + +e y w y w% %   (6)

(здесь ( )1i k +w  - i-я строка матрицы весов ( )1k +w ),
которая с учетом (2) и (3) имеет вид:
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Дифференцирование критерия ( )E k  по переменным
ija  и ijb  с использованием апостериорной ошибки в

форме (7) дает следующий результат:
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где ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, ,..., T
mk e k e k e k=e% % % %  – вектор апостери-

орных ошибок обучения нейронов выходного слоя.
Теперь можно окончательно записать процедуры обу-
чения векторов параметров ( )i ka  и ( )i kb  в виде:
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3. Имитационный эксперимент
Для исследования аппроксимирующих свойств пред-
ложенных архитектуры и алгоритма обучения прове-
ден эксперимент по восстановлению двухмерной те-
стовой последовательности, имеющей хаотическую
структуру, которая описывается уравнениями Ман-
дельброта [12]:

2 2( 1) ( ) ( ) ,
( 1) 2 ( ) ( ) .

x

y

x k x k y k
y k x k y k

θ
θ

⎧ + = − +⎪
⎨

+ = +⎪⎩
               (10)

Аппроксимация проведена для 100 точек, обучение
повторяется в ходе 40 эпох. Для алгоритма (5), (9)
параметр шага составляет h = 0,01; количество нейро-
нов в скрытом слое равно 20. Для сравнения модель
(10) была также аппроксимирована многослойным
персептроном, который содержит два скрытых слоя
по 7 нейронов в каждом. Количество точек, эпох
обучения и параметр шага для MLP выбраны такими
же, как и для сигма-пи сети. Результаты аппроксима-
ционной процедуры приведены на рис. 2.
Точность аппроксимации оценивалась посредством
вычисления среднеквадратичного отклонения. Значе-
ния отклонения для разных сетей и для каждого
сигнала в отдельности приведены в таблице.

Полученный алгоритм обучения достаточно прост с
вычислительной точки зрения и позволяет решать в
реальном времени задачи эмуляции нелинейных не-
стационарных объектов управления. Особенно эф-
фективным представляется применение данного алго-
ритма в задачах большой размерности.
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Рис. 2. Результаты имитационного эксперимента: а – аппроксимация ( )x k ; б – аппроксимация ( )y k  (исходная
функция практически совпадает с выходом сигма-пи сети); в – среднеквадратичная ошибка аппроксимации

сигма-пи сети по эпохам (по оси абсцисс – логарифмические показатели); г – среднеквадратичная ошибка апп-
роксимации MLP по эпохам

а б

в г

Выводы
Научная новизна  разработанной архитектуры искус-
ственной нейронной сети заключается в удачном
сочетании преимуществ радиально-базисных и сиг-
моидальных активационных функций. Градиентный
алгоритм обучения позволяет настраивать синапти-
ческие веса сети в реальном времени с заданной
точностью. Практическое значение имеют высокая
скорость обучения и универсальные аппроксимиру-
ющие свойства предложенной сети, они будут осо-
бенно полезны при обработке многомерных функций
векторного аргумента. В перспективе исследования
предполагают разработку сигма-пи сети без исполь-
зования процедуры прямого произведения входных
векторов скрытого слоя.
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