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ВЫБОР БАЗИСНЫХ ФУНКЦИЙ ДЛЯ РАСЧЕТА ДВУМЕРНОЙ 
ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ МЕТОДАМИ МАТРИЧНОЙ 

ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ 
 

Рассмотрена методика синтеза локализованных в пространстве базисных функций 
(парциальных функций, осциллетов) для расчета двумерной электродинамической системы 
методами матричной электродинамики. 
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Распространение цифровых технологий передачи информации привело к несоответ-
ствию потребностей практики возможностям теории при исследовании нелинейных взаи-
модействий электромагнитных потенциалов с заряженными частицами и материальными 
средами. Цифровая информация существенно отличается от аналоговой с точки зрения 
временных и спектральных характеристик. Несмотря на появление нового направления в 
радиотехнике и радиофизике – теории и техники сверхширокополосных (СШП) электро-
магнитных импульсов, современная электродинамика по прежнему базируется, главным 
образом, на теоретических методах, разработанных для анализа узкополосных сигналов. 
Существующие вычислительные методы [1] также не вполне удовлетворяют возросшим 
потребностям практики. Таким образом, проблема поиска новых теоретических подходов 
к решению современных электродинамических задач остается актуальной. 

Одним из новых подходов в электродинамике СШП импульсов является декомпози-
ция электромагнитных потенциалов с финитным спектром по базису локализованных в 
пространстве парциальных функций ЭС (парциальных осцилляторов, осциллетов), опи-
санных в [2]. Ряд по парциальным функциям можно считать неким обобщением ряда 
Шеннона-Уиттекера (Котельникова) на пространственные координаты, учитывающим 
граничные условия (ГУ) на стенках ЭС. В работе [3] отмечена аналогия предложенного в 
[2] математического аппарата с матричной механикой Гейзенберга, позволяющая поло-
жить его в основу т.н. матричной электродинамики. Последняя базируется на решении 
систем линейных алгебраических уравнений (в противоположность волновой электроди-
намике, основанной на интегрировании уравнений в частных производных). 

В статье [3] описана методика синтеза структуры парциальных функций одномерной 
электродинамической системы с учетом ГУ, а также методами матричной электродинами-
ки рассчитаны собственные числа одномерной ЭС с периодическими ГУ и ГУ второго 
рода. Результаты свидетельствуют о перспективности матричного подхода к решению 
электродинамических задач. Однако использование в указанной работе одномерного при-
ближения существенно ограничивает общность полученных в ней результатов. 

В настоящее время проводятся попытки применения методов матричной электроди-
намики к решению наиболее актуальных электродинамических задач (расчет собственных 
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волновых чисел ЭС, расчет вынужденных колебаний ЭС при внешнем негармоническом 
воздействии и т.п.). Особое внимание уделяется применению новых подходов к модели-
рованию возбуждения в ЭС СШП электромагнитных потенциалов, поскольку базис пар-
циальных осцилляторов, благодаря их пространственной локализации, наиболее естест-
венно применим к расчету коротких электромагнитных импульсов (т.е. ряды по парци-
альным функциям ЭС в этом случае должны сходиться быстрее, чем ряды по собственным 
функциям этой же системы). 

Целью данной статьи является разработка методики синтеза локализованных в про-
странстве базисных функций двумерной ЭС, обеспечивающей наиболее оптимальную 
структуру этих функций с точки зрения точности последующего решения электродинами-
ческих задач методами матричной электродинамики, а также минимизации вычислитель-
ных затрат. 

Будем рассматривать ЭС как распределенную колебательную систему, родовой 
электромагнитный потенциал ( , , , )t x y zA  [4] в объеме V которой описывается неоднород-
ным волновым уравнением: 

2
2
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∂

ε μ −∇ = μ
∂
A

A J      (1) 

с однородными ГУ первого или второго рода или условиями периодичности на границах. 
( , , , )t x y zJ  – родовая плотность тока [4]. Предположим, что спектр функции A  в области 

волновых чисел k  финитен: maxk k≤ < ∞ . Используя метод разделения переменных, ре-

шение уравнения (1) запишем в виде конечного ряда по парциальным функциям ЭС: 

( , , , ) ( ) ( , , ) ,p pt x y z t x y z= uA A      (2) 

где pA  – вектор-столбец из N вещественных парциальных функций; pu  – вектор из N 
мгновенных значений этих функций; N – количество собственных значений ЭС (квадратов 
собственных волновых чисел), меньших или равных 2

maxk , включая кратные. 
Вектор pA  является решением задачи о взаимных значениях для самосопряженного 

линейного дифференциального оператора 2−∇ . Данная задача заключается в нахождении 
нетривиального решения матричного уравнения 

2 2 0p p pk⎡ ⎤∇ + =⎣ ⎦A A       (3) 

в объеме V с однородными ГУ первого или второго рода или условиями периодичности на 
границах, пространственно локализующего все элементы вектора pA . Локализация озна-
чает достаточно быстрое приближение всех составляющих функции pnA  (n = 0 … N–1) к 
нулю при удалении во все стороны от ее глобального экстремума. Матрица взаимных зна-
чений 2

pk⎡ ⎤⎣ ⎦  размером N N×  содержит 2N  квадратов взаимных волновых чисел парци-
альных осцилляторов. N собственных чисел этой матрицы совпадают с наименьшими соб-
ственными значениями ЭС, повторяя их кратность. 

Условие ортогональности первого рода для парциальных функций имеет вид: 

0 ,
2
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p p p

V

dxdydz Wε ⎡ ⎤= ⎣ ⎦∫ A A      (4) 

где верхний индекс T означает транспонирование вектора. pW⎡ ⎤⎣ ⎦  – симметрическая матри-

ца размером N N× , содержащая 2N  единичных взаимных псевдоэнергий [4] родового 
потенциала парциальных осцилляторов. 
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Условие ортогональности второго рода с учетом самосопряженности оператора 2−∇  
записывается в виде: 
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dxdydz dxdydz W⎡ ⎤−∇ = −∇ = ⎣ ⎦μ μ∫ ∫A A A A    (5) 

где pW⎡ ⎤⎣ ⎦  – симметрическая матрица размером N N× , содержащая 2N  единичных взаим-
ных энергий родового потенциала парциальных осцилляторов. 

Для парциальных осцилляторов имеет место соотношение, аналогичное формуле Рэ-
лея для нормальных мод: 

12
0 0 ,p p pk W W

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤= ε μ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦      (6) 

где верхний индекс (–1) означает обращение матрицы. Надлежащим выбором матрицы 
формы нормальных мод [ ]F  размером N N×  [5] можно диагонализировать матрицу вза-
имных значений, получив в результате матрицу собственных значений ЭС 2

ek⎡ ⎤⎣ ⎦ : 

[ ] [ ] 12 2 .e pk F k F −⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦      (7) 

Вектор N собственных функций ЭС eA  является линейным преобразованием векто-
ра парциальных функций с найденной матрицей формы: 

[ ] ,e pF=A A  соответственно [ ] 1 .p eF −=A A     (8) 

Относительная величина функций в векторе eA  называется нормировкой осцилле-
тов. В [2] описаны четыре возможные нормировки: амплитудная, энергетическая первого 
рода, энергетическая второго рода и специальная. Там же рассмотрены типы парциальных 
функций с точки зрения их структур в двух- и трехмерном пространстве (скалярные, по-
тенциальные векторные, соленоидальные векторные одного или двух типов, поперечные 
векторные). 

Аналогом неоднородного волнового уравнения (1) в матричной электродинамике 
является система обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка, в мат-
ричном виде записываемая как: 

2

2 ,p
p p p p
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W W

dt
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ =⎣ ⎦⎣ ⎦

u
u w       (9) 

где ( )p tw  – вектор парциальных энергий родовых токов (энергий этих токов в единичных 
родовых потенциалах парциальных осцилляторов): 

1 .
2p p

V

dxdydz= ∫w A J      (10) 

Формулы (2) – (10) составляют математический аппарат матричной электродинами-
ки. С физической точки зрения осциллеты можно считать «облаками» родового потенциа-
ла, изменяющимися во времени как единое целое. К ним можно применить матричную 
теорию колебательных систем с сосредоточенными параметрами и N степенями свободы 
[6], интерпретируя ЭС в целом как некую «решетку» электродинамически связанных ме-
жду собой парциальных осцилляторов. Каждая парциальная функция является собствен-
ной функцией одной из N парциальных колебательных систем, получаемых из исходной 
системы с N степенями свободы путем фиксации N–1 независимых обобщенных коорди-
нат [5] (этим объясняется ее название). 
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В работе [2] приведены фундаментальные свойства парциальных функций ЭС. Каж-
дая функция pnA  (n = 0 … N–1), удовлетворяющая уравнению (3) с однородными ГУ пер-
вого или второго рода или условиями периодичности на стенках ЭС, должна обладать 
этими свойствами. Примем (без доказательства) обратное предположение: любая функ-
ция, обладающая всеми фундаментальными признаками парциальной функции, является 
одним из решений уравнения (3) с вышеуказанными ГУ. Тогда, если некоторые из N пар-
циальных функций ЭС известны априори, количество неизвестных функций в уравнении 
(3) соответственно уменьшается. 

Например, осцилляторы, удаленные от границ ЭС, практически тождественны пар-
циальным функциям свободного пространства (согласно теореме о сдвиге [7], пространст-
венное перемещение осциллета изменяет лишь его фазовый спектр в базисе собственных 
функций ЭС). Кроме того, если эти осцилляторы расположены регулярно, идентичны 
также их электродинамические параметры (взаимные псевдоэнергии и энергии). Методи-
ка учета ГУ для осцилляторов, расположенных вблизи стенок ЭС, в общем виде описана в 
[3]. В ряде случаев удается учесть ГУ и более простым способом (путем наложения «зер-
кальных отражений» осциллетов свободного пространства в плоских металлических по-
верхностях). 

При попытке применить соотношения (2) – (10) к решению практических задач воз-
никает ряд проблем, среди которых, помимо вышеупомянутого учета ГУ, следует отме-
тить обеспечение финитности осциллетов в пространстве. 

Любая нетривиальная линейная комбинация конечного числа собственных функций 
ЭС не обращается тождественно в нуль во всем объеме V. Поэтому, в строгом смысле, 
пространственная локализация парциальных функций не обеспечивает им каких-либо 
преимуществ перед собственными функциями с точки зрения объема вычислений. С дру-
гой стороны, если потенциалы всех парциальных осцилляторов достаточно быстро 
уменьшаются при удалении от их экстремумов, «принудительное» ограничение объема 
каждого осциллета до некоторого минимально допустимого значения практически не 
влияет на элементы матриц pW⎡ ⎤⎣ ⎦  и pW⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

В работе [3] показано, что оптимальным способом обеспечения финитности одно-
мерных парциальных осцилляторов является применение усеченной гауссовой нормиров-
ки. Есть основания полагать, что данный вывод справедлив также для двух- и трехмерных 
осциллетов. Кроме того, для уменьшения краевых эффектов при численном дифференци-
ровании функций pnA  (с целью вычисления их лапласианов 2

pn∇ A ) следует одновременно 
использовать оконное взвешивание. 

Результаты синтеза парциальных функций двумерного свободного пространства с уче-
том вышеизложенных соображений приведены на рисунках. В частности, на рис. 1 изображен 
скалярный осциллет. На рис. 2 показаны x- и y- компоненты потенциального векторного пар-
циального осциллятора. Рис. 3 изображает аналогичные составляющие соленоидального век-
торного осциллета. Все три парциальные функции синтезированы путем линейного преобра-
зования нормальных мод свободного пространства по формуле (8), причем амплитуды нор-
мальных мод уменьшаются с возрастанием абсолютного значения их волнового числа по га-
уссовому закону. 

Таким образом, в настоящей работе на примере двумерной электродинамической систе-
мы исследована одна из проблем матричной электродинамики – синтез финитных парциаль-
ных осцилляторов для неограниченной пространственной области. Выбран оптимальный ме-
тод решения данной задачи – применение усеченной гауссовой нормировки в сочетании с 
оконным взвешиванием. Среди направлений дальнейших исследований следует выделить раз-
работку методов учета ГУ в ЭС со сложными границами. 
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Рисунок 1 – Скалярный осциллет 
 

 
 

Рисунок 2 – Потенциальный векторный осциллет 
 

 
 

Рисунок 3 – Соленоидальный векторный осциллет 
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