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В целом процедура использования имитатора сигнала 
НР показывает, что при ширине спектра рассеяния в 
10 кГц, образуемой в случае использования несущей 
150 МГц, и при дискретности элементов спектра не 
более 50 Гц можно получить достаточную точность 
оценки работоспособности технических систем ра­
диолокатора НР. Погрешность не превышает одного 
процента при длительности зондирующего импульса 
порядка 1 мс и незначительно увеличивается с ростом 
задержки т .

Полученные выводы можно отнести и к радиолокато­
рам НР, работающим на других частотах, если ис­
пользовать шаг по частоте 0,5 % от полосы, а длитель­
ность импульсов будет соответствовать интервалу 
корреляции флуктуаций электронной плотности.

Выводы

Таким образом, применение имитаторов, позволяю­
щих формировать входные сигналы длярадиолокато- 
ров НР при произвольном векторе ионосферных пара­
метров, даёт возможность контролировать правиль­
ность функционирования его алгоритмического обес­
печения.

Научная новизна приведенных в статье результатов 
состоит в том, что получила дальнейшее развитие 
процедура контроля состояния такого сложного объек­
та, как измерительный радиолокационный комплекс, 
предназначенный доя определения параметров около­
земной космической плазмы.

Практическая значимость результатов исследований 
связана с полученной возможностью иметь с помо­
щью имитатора псевдослучайного сигнала НР до­
полнительную информацию, необходимую для при­
нятия решений о достоверности расчёта параметров 
ионосферы.

Дальнейшее направление исследований состоит в 
разработке информационных технологий, позволяю­
щих в реальном времени оценивать методические 
погрешности измерений и автоматизировать процесс 
обработки ионосферной информации
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Дескрипторные нейронные сети конструируются из ди­
намических и статических нейронов. Они являются логи­
ческими схемами полулинейных дифференциально-ал- 
гебраических (дескрипторных) систем. Нейросетевая 
модель дескрипторной динамической системы строится 
по нормальной форме уравнений системы и качественно 
характеризует ее эволюцию.
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1. Введение

Дескрипторные системы управления описываются 
системами дифференциально-алгебраических урав­
нений, векторная форма которых имеет вид

^-(Ах(1)) + В х (1 )= ^ ,х ) .  (1)
<И

где (пхп) — матрица А может быть необратимой:

<1е1 А = 0 [1]. Разностная аппроксимация уравнения
(1) приводит к дескрипторной системе с дискрет­
ным временем [2, 3]:

Ах(к + 1 )+ В х(к )= ^(х (к)), к = 0,1,2,... (2)

Существует много исследований линейных динами­
ческих систем (1), (2), см. например [3, 4].
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Здесь мы не рассматриваем задачу оптимального 
управления ([1, 2]), поэтому управляющее воздей­
ствие в правых частях уравнений (1),( 2) не выписы­
ваем в явном виде. В работах [5,6] некоторые классы 
дескрипторных систем (2) моделировались с помо­
щью дескрипторних нейронных сетей, сконструи­
рованных как специальные соединения динамических 
и статических нейронов, именно классических ней­
ронов типа Хопфилда и Маккалоха-ГТиттса [8,9] или 
их векторных обобщений. При этом рассматривались 
те и только те нейронные сети, которые моделируют 
дескрипторные системы (2) индекса 1. Это означает, 
что для больших значений спектрального (частотно­
го) параметра X матрица-функция Я(Х) = (ХА + В)-1 
существует и ограничена:

(ХА + В)-1 < C ~ jR lk(X)|<C0, |Х |»г. (3)

В настоящей работе ограничение (3) снимается. Мы 
получаем структуру и анализируем функциональные 
и параметрические свойства нейронной сети, модели­
рующей дескрипторную систему (2) с произвольным 
регулярным характеристическим пучком матриц 
ХА + В • Регулярность означает, что характеристичес­
кий многочлен не является тождественно нулевым:

ск*(ХА + В )# 0 . (4)

2. Нормализация дескрипторной системы

Для любого регулярного пучка /.АС) + В0 квадрат­
ных матриц существуют две обратимые квадратные 
матрицы Р. \¥ . приводящие пучок /_А0 + В0 к нор­
мальной форме К.Вейерштрасса [4]:

Ет  0 J 0
ХА+В, А = 111 , в  =

0 н 0 F_ '"М 111 .

N; =

"о 1 0 . . о'
0 0 1 . . 0

0 0 0 . . 1
0 0 0 . . 0

= 0, Nf' 1 Ф 0.
( 6)

Число р = т а х ^  называется индексом пучка матриц 
І

/-А() + В0 и пучка ХА + В • Ясно, что индекс р пучка 
совпадает с индексом ттъпотетпностн матричного 
блока Н в (5): Нр_1 ?е 0. Нр =0. Дескрипторная сис­
тема с дискретным временем

38

А0г(к + 1) + В0г(к) = ёк (г(к)>, к = 0,1,2,... (7)

приводится к эквивалентной «нормализованной» си­
стеме

Ах(к +1) +Вх(к) = gk (Qx(k)), к = 0,1,2,...

путем замены состояния /.(к ) = \¥х(к) и умножения 
уравнения (7) на обратимую матрицу Р. Чтобы избе­
жать чисто технических усложнений и не вводить 
промежуточных обозначений для вектора состояний и 
коэффициентных матриц, мы будем считать, что в 
исходном уравнении (2) матрицы А, В уже имеют 
нормальную форму (5). Легко показать [4,7], что для 
пучка ХА + В (и доя любого эквивалентного ему пуч­
ка) при больших X справедлива оценка

(ХА + В) -1 < с - х р -1 X > г ( 8 )

(5)

Здесь матрицы А, В нормальной формы записаны в 
блочно-диагональной форме, где Ej -  единичная 
матрица размерности j х j , j  -  матрица размерности 
mxm.  Матрица Н размерности (п - т ) х ( п - т )  яв­
ляется блочно-диагональной, причем ее диагональ­
ные блоки являются нильпотентными клетками Жор­

дана Nj размеров si5 так что X si = n - m .

Здесь г выбирается так, чтобы г > тах|Хк | + е ,где Хк
к

- корни характеристического многочлена (4).

Индекс р пучка ХА + В можно также определить как 
наименьшее целое число, для которого справедлива 
степенн ая оценка (8) для м атриц ы -ф ун кц ии  
(ХА + В) 1 = Я(Х). Если матрица А обратима, в час­
тности при А = Е , то р = пкКХА + В) = 0 , система (2) 
является явной разностной системой. Таким обра­
зом, ненулевое значение индекса р > 1 является при­
знаком деск/п тт орно ст 11 с исте мы. Если индекс пучка 
р = 1, то оценка (8) превращается в оценку (3) и в 
нормальной форме (5) нильпотентный блок н  оказы­
вается нулевым: Н = 0 • Нейросетевые модели деск­
рипторных систем индекса 1 строились в [5, 6].

3. Структура дескрипторных нейронных сетей 
произвольного индекса

В соответствии с подходом в теории нейронных сетей 
[8, 9] нелинейные векторные функции ^ ( х )  в (2) 
выбираются в форме

^ ( х )  = Т (и),и  = \¥х + 0(к), (9)

где и е Р п -  вектор внутренних состояний сети; 
хе1Чп -  вектор входов. Элементы \У;к матрицы \У 
трактуются как синаптические веса, компоненты 9; (к) 
вектора 9(к) -  как смещения или внешние воздей­
ствия на к -м такте. В соответствии с разбиением 
нормализованных матриц А, В на блоки (5) разобьем 
на два блока векторы х ,у  в уравнении (2):

X  = ¥  = і v =
Х1 Ч'і хт+1

,ф  = .1] =

хт Ч'т х п
' (Ю )

Для простоты мы предполагаем, что нильпотентный 
блок Н в (5) состоит из одной нильпотентной клетки 
Жордана №| = Н индекса р ; тогда в (6) в] = р = п -  ш .
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Это предположение позволяет получить визуально 
обозримые логические схемы модельных нейронных 
сетей, сохраняя те особенности их структуры, кото­
рые определяются произвольно высоким индексом 
р = тс1(/-А + В ) . Теперь при каждом к = ОД,... вектор­
ное уравнение дескрипторной системы (2) переписы­
вается так:

у(к  + 1) +  .Гу(к) = ср(\¥х(к) +  0 (к )), (11)

хт + 2 (к +1) + хт+1 (к) = у т+1 (\¥х(к) + 0(к)) 
хт+3 (к +1) + хт+2 (к) = \\)т+2 (\¥х(к) + 0(к))

х„ (к +1) +  х„_! (к) = ч/п_! (\Ух(к) +  0(к))

(12)

Хв:(к) = ^пС^х:(к) + 0(к)), (13)

Здесь уравнения (12), (13) являются скалярными, 
уравнение (11) -  векторным, если ш > 1.

Предв арительно рассмотрим примеры с минимальным 
числом входов п и малыми значениями индекса р .

Пусть р = 1,п = 2 [5, 6]. Уравнения (11)-(13) есть два 

скалярных уравнения при каждом к = 0,1,2,.,.;

х1(к + 1) + 1х1(к) = ч/1(и1(к),и2(к)>, (14)

х 2(к) = \|/2(и1(к),и2(к));и](к) = • х ^ к )  +

•\\ ,2 - \ ; |к | • О(| к ). (15)

Уравнение (14) является явным разностным; уравне­
ние (15) -  алгебраическим (статическим).Модельная 
дескрипторная нейронная сеть изображена на рис. 1.

*і.СЮ

• О *

-X Е
Чі(к)

х ,( к )

"  21

(\(к)

В2(к)

т------ ->Г'22>---- И I

(̂к+1)

такта. После этого значения второй компоненты 
х 2 (к +1) следует искать как явную фу нкцию

х 2(к + 1) = Р(х1(к + 1),0(к + 1)) (16)

из неявного уравнения (15), записанного для \< + | -го 
такта:

х 2 (к +1) = ц)2 (и, (к +1), и2 (к +1)),

иІ^к + 1) = 2 №ііХі (к + 1)+ 0]( к + 1) (17)
і—1

Условия на функцию активации >|/2 и матриц}'синап­
тических весов w ,  достаточные для получения из 
(17) явной функции И (16). указаны в [ 10] для частно­

го случая активационных функций М'|< = '1'к^ик)- 
Можно скорректировать эти условия в общем случае 
(14), (15). Получение компоненты выхода х2(к + 1)

через явную функцию Б (16) показано на рис.1 
пу нктирным блоком.

Простейшая нейронная дескрипторная сеть индекса 
р = 2 изображена на рис.2.

х 2 (к)

У і—7- ̂
і г ;--->
і—  у х ,  (к + 1) А 4

В(к+1)
х 3(к)

0

О

0,00

Хі(к+Ц.

Є(к+І)

I*У
Л х , ( к + 1)

, Р >-2-Н>|

Рис.1. Дескрипторная нейронная сеть индекса р = 1 с 
двумя входами

Уравнение (15) задает алгебраическую связь (зависи­
мость) между значениями входов х1(к),х2(к) н ак- 
м такте. Значение первой компоненты выхода 
\ |  (к +1) сразу находится из (14) по данным к-го
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« О

х 3(к+1)

Рис. 2. Дескрипторная нейронная сеть индекса 2 с 
тремя входами

Она моделирует дескрипторную систему скалярных 
уравнений

х ^ к  + 1) + ^ ( к )  = у!(\Ух(к) +©(к)), (18)

39



х 3 (к +1) + Х2(к) = \\>2 (Wx(k) + 0(к)), (19) 

х 3 (к) = \|/3(\¥х(к) + 0(к));к = 0 . 1. 2 . . . . (20)

Уравнения (18)-(20) являются частным случаем сис­
темы (11)-(13), когда п = 3 ,т  = 1,р = 2;

х = (х1,х 2,х 3)1г, 0 = (0ь 02,03)1г

Выражение (20) задает алгебраическую зависимость 
между компонентами х; (к) входного вектора х(к) 
на к-м такте. Запишем эту зависимость на (к + 1) -м 
такте с помощью столбцов матрицы синаптичес­
ких весов в виде

х3 (к +1) = у з ^ х ^ к  +1) + W 2x 2 (к +1) +

+ \¥ 3х3(к + 1) + 0(к + 1)]. (21)

При некоторых условиях на функционал Уз (и1 -112 - из ) 
и вектор-столбец уравнение (21) имеет един­
ственное явное решение относительно переменной
х 2 :

х 2(к + 1) = Р[х1(к + 1),х3(к + 1),0(к + 1)]. (22)

Получение второй компоненты х 2(к + 1) входа для 
(к + 1) -го такта по формуле (22) отмечено на рис.2 
пунктирным блоком. Статическое равенство (20) на 
к-м такте отражено в нижней части нейронной сети 
зацикливанием выходного сигнала активационного
блока У|/3 на шину входного сигнала х3(к) с необхо­
димым реверсом направления (умножением сигнала 
на -1).

Теперь можно перейти к нейросетевой реализации 
общей дескрипторной динамической системы (11)- 
(13) с произвольным индексом р = п -  т . Моделиру­
ющая нейронная сеть изображена на рис.З. В верхней 
части имеется чисто динамический блок с векторным 
входом \ ( к ) , векторным выходом у (к +1) размерно­
сти щ и активационной векторной функцией ф ;этот 
блок реализует векторное уравнение (11). Все после­
дующие активационные блоки, отвечающие функци­
оналам Ч'т+ь - 'Ч'п  ̂ имеют одномерные выходы и 
участвуют в реализации скалярных уравнений (12, 
13) в количестве п - ш  • При заданных на к-м такте 
всех входах х^(к) для (к + 1) -го такта остается нео­
пределенным только входной сигнал хП1+| (к + 1) . 
Предполагается, что хт+1 (к +1) можно однозначно 
найти из уравнения (13), записанного для (к +1) -го 
такта. Тогда выражение (13) определяет явную функ­
цию Б для получения сигнала х П1+| (к + 1) с исполь­
зованием опережающего значения смещения ©(к +1), 
см. пунктирный блок на рис.З и формулу (28) в п.4.

Замечание 1. Для обозримости модельной нейрон­
ной сети выше было сделано упрощающее предполо­
жение о том, что нильпотентный блок н  в нормальной 
форме (5) состоит из одной нильпотентной клетки 
Жордана вида (6).
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Рис. 3. Дескрипторная нейронная сеть индекса 
р = п -111

В общем случае числа я > 1 нильпотентных клеток 
изменится стру ктура нижней части сети, отвечающей
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входам хт+ 1?..,.хп . Каждой нильпотентной клетке 
будет отвечать индивидуальная подсистема скаляр­
ных уравнений вида (12), (13). Каждое алгебраичес­
кое уравнение типа (13) необходимо будет разрешить
относительно переменной типа хт+1(к) и соответ­
ственно в нейронной сети появятся с] разрешающих

блоков р, -1*2.....Р1( вместо одного пунктирного блока

Р на рис.З.
Рассмотрим важную в теории нейронных сетей ситу­
ацию «невзаимной активации», когда каждая скаляр­
ная активационная функция у|/; зависит только от 
одноименной компоненты 111 вектора внутренних со­
стояний  и (и1.,....ип),г \V x-8.: м^(и) =Ч/1(и;) > 
I = 1,,.., п . Тогда реализация подсистемы т  динами­
ческих (разностных) уравнений с векторной формой
(11) производится с помощью т  классических дина­
мических нейронов Хопфилда с активационными
функциями \|/;Л 1.....т .  Модельная дескрипторная
нейронная сеть изображена на рис. 4. Дескрипторная 
часть сети преобразует блок (хт+ ](к),...,хп(к)) векто­
ра входов в вектор (хт+ 2(к + 1),...,хп(к + 1),0), кото­
рый является результатом применения операции лево­
го сдвига к вектору (хП1+1(к + 1),...,хп(к + 1)). Для 
сетевого моделирования указанного дескрипторного 
преобразования на рис. 4 использованы р -1  динами­
ческих нейронов Хопфилда с переключением на пос­
ледующий соседний канал выходов их активацион­
ных блоков *|/т | | .....1|/п I  ̂а также один статический
нейрон Маккалоха-Питтса с возвращением реверси­
рованного выходного сигнала активационного блока
\|/п на шин}7 входного сигнала хп (к ) .

Замечание 2. В дескрипторных нейронных сетях 
рис. 1 -4 синаптические усиления или ослабления вход­
ных сигналов Х| (к) учитываются в активационных 
блоках у|/;, выходы которых не полностью определя­
ют выходы сети У | (1<) = Х| (к + 1). а лишь аддитивно 
участвуют в формировании значений х j (к +1). Во 
вторую аддитивную составляющую выходов сети 
входные сигналы х;(к) включаются с коэффициента- 
миматрицы (-1) в динамическом блоке для [ =1,..,, т  
и с коэффициентами (-1) для [ = т  + 2,..., п . Вчастно- 
сти, при полном синаптическом подавлении входных 
сигналов, когда \у  = 0 , сеть трансформирует допус­
тимые (распознаваемые) входные сигналы в выход­
ные в соответствии со своей структу рой. Ниже мы 
опишем эту трансформацию как рекурсивное отобра­
жение сети.

Рис. 4. Дескрипторная сеть индекса р = п -  щ с невза­
имной активацией во всех каналах
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4. Рекурсивное и эволюционное отображения в 
дескрипторной нейронной сети

Наше предположение «явной дескрнпторной разре­
шимости» состоит в следующем: для дескрипторной 
системы (11)-(13) индекса р = п - т > 1  последнее 
статическое алгебраическое уравнение

Ч/п(\Ух + 0 ) - х п = 0,х = (х1,...,хп)1г,0 = (01,....0п)1г(23)

однозначно разрешимо относительно компоненты 
х пг, . | , так что уравнение (23) определяет явную фун­
кцию Б : Я '"  1 -> R  по правилу

хт+1 = Р(Х1, хт ; хт + 2 хп; 0). (24)

С в о й с т в о  я в н о й  дескрипторной разрешимости обес­
печивается определенными условиями согласования 
активационного функционала у| / п и  синаптических 
весов \у;к -коэффициентовматрицы w  (см.,напри­
мер, п.5). Уравнение (23) определяет в пространстве 
К11 поверхность-многообразие Л = {х} векторов 
х е К11, удовлетворяющих равенству (23). При этом 
поверхность Л = Л(0) зависит от вектора смещений 
0 . Функция Б осуществляет явное задание допусти­
мой поверхности А = Л (0 ), где (п -  1) переменных 

0 # П1 + 1) считаются свободными переменными. 
Следовательно, на к-м такте уравнение (13) определя­
ет поверхность Л = Л(0(к)) = Л к допустимых вход­
ных векторов х(к) для нейросети. Можно считать, 
что входные векторы х(к) из многообразия Л к рас­
познаются нейросетью на к-м такте, остальные век­
торы х г  Л], -  не распознаются. Допустимые много­
образия (поверхности)

Лк = {х = х(к) : у п(\¥х + 0 (к ) ) -х п = 0},к = 0,1,2,...(25)

имеют размерность п - 1 :  (П тЛ к = п -1 .  Многообра­
зие Л 0 называется начальным и описывается выра­
жением (25) при к = 0 .

Рассмотрим операторы (отображения) рекурсии 8к 
и эволюции Фк , действующие следующим образом:

8к(х(к -1)) = х(к), Фк(х(0)) = х(к); к = 1,2,3,... (26)

Определение этих операторов будеткорректным, если 
мы точно укажем их области определения и един­
ственность. Выберем любой входной вектор х(к) е Лк 
на к-м такте. Из уравнений (11), (12) однозначно 
находится часть выходных компонент

х;(к + 1) = gi(x(k),0(k)),Vi Ф т  + 1. (27)

Явное статическое соотношение (24) для х = х(к +1) 
имеет вид

хш+1 (к +1) = ^ ( к  + 1).....хш(к +1): хт+ 2(к +1).....

\„ (к  ■ 1):П(к • 1)). (28)

Подставляя в правую часть (28) значения х^(к +1) из 
(27), получаем явное выражение для последней вы­
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ходной компоненты через вход х(к) и смещения 
0(к),0(к +1):

хт+1(к + 1) = §&+1{ х |^ ,й Й ?В(к +1)) • (29)

Следовательно, оператор рекурсии 8к+1 определен 
однозначно на поверхности Лк = {х(к)}(25), действу­
ет как отображение Бк+1: Л к —> Лк+1. Доказана

Теорема 1. В предположении явной дескрипторной 
разрешимости (24) уравнения (23) для дескрнптор- 
ной сети рис.З корректно определен оператор ре­
курсии 8к+і : Л к -» Лк+1. Он зависит от смещений 
0(к), 0(к +1) как от параметров:

х(к +1) = %+!(\(к).0(к),0(к +1)). (30)

Эволюционный оператор Фк (26) корректно опреде­
лен на начальном многообразии Л 0 , действует как 
отображение Фк : Л 0 —> Ак и является суперпозици­
ей операторов рекурсии

Ф^ °...« 1 |. (31)

5. Специальные классы активаций и 
синаптических преобразований входов

Рассмотрим несколько характерных значений пара­
метров дескрипторных нейронных сетей рис.З, 4.

5.1. Случай линейной активации в статическом 
нейроне

В этом случае активационная функция \|/п в уравне­
нии (13) является линейной:

11 +гН/П(и) = (а,и) = 2 > ;и ; ,а  = (а1,„ .,ап) ^
і=і

Поскольку вектор и внутренних состояний равен
П

и = \¥х + 0, и; = X  №ухі + % , ТО уравнение (13) пе- 
,і I

реписывается в виде

Г П
х п = У  а(иі; х„ = V

Л

У
І=11=1 .1 Гч! I

Используя обозначение WJ для ] -го столбца матри­
цы синаптических весов V/ и отделяя слагаемое с 
компонентой N П1 . | , из последнего соотношения по­
лучаем

(а,\Ут+1)х т+1 = х п -  Е ( а ^ ' ,)х ] -(а ,0 ).
¥^*ш+1

Здесь (а,Ь) обозначает скалярное произведение век­
торов а. Ь е В ' Если

(а,\УП1+1) (33)
і—1

то на каждом таїсте компонента хП1+| вектора входных 
сигналов х = х(к) выражается через остальные его 
компоненты по формуле
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(а, W111"1"1)”1 хп(к ) -  z k w ')
Vj *111:1

-(а.О(к))].

j (k ) -

(34)

4/r (u) = (ar ,u)=  £ а [ и ; .а г -g a i,...,a |,) tr 
i—1

u = Wx(k) + 0(k), u; = £  WyXj(k) + 0;(k) 
j=i

j=i

xm+2(k +1) = lam+1, Wx(k) + 0 (k )l- xm+1(k) 
xm+3 (k +1) = (a111+2, Wx(k) + 0 (k )j- xm+2 (k)

xn (k +1) = (a11_1, Wx(k) + 0 (k ) |-  x ^ t k )  

x n (k +1) = (a11, Wx(k +1))+ (a11, 0(k +1)) .

(an,W m+1) ^ ö  получаем явную функцию F (28): 

x m+1 (k +1) = (a11, Wra+1 JT1 [xn (k +1) -

-  (an , Wj )sj (k +1) -  (a“ 5 0(k +1))
j*m+l

(39)

Получен следующий признак явной дескрипторной 
разрешимости (см.п.4).

Теорема 2. Пусть в дескрипторной нейронной сети 
рис. 3, 4 активационная функция у  п последнего (ста­
тического) нейрона является линейной в смысле 
представления (32). Если вектор коэффициентов а 
и вектор-столбец Wm+1 синаптической матрицы 
не ортогональны друг другу в пространстве R'1, то 
алгебраическое уравнение (13) ~ (23) явно разреша­
ется относительно компоненты хт+1 и соответ­
ствующая явная функция f  определяется правой 
частью формулы (34).

Следствие. При условии (33) в дескрипторной ней­
ронной сети (и соответственно в исходной дескрип­
торной системе (2) с дискретным временем до ее 
нормализации) корректно определены оператор ре­
курсии Sk+1 (30) и оператор эволюции Фк (31).

5.2. Случай линейных активаций всех 
нейронов

Пустьв дескрипторных сетях рис. 3,4 активационные 
фу нкции Y|/r всех нейронов (г 1.....п) являются ли­
нейными:

(35)

Тогда система (11)-(13) переписывается в видеп 
скалярных линейных уравнений:

хг(к +1) = [аг, 1\Ух(к) + 0(к ))- £  (к);г ■ 1^Д|й.(36)

(37)

(38)

Здесь в качестве равенства (38) записано алгебраичес­
кое уравнение (13) статического нейрона на (к +1) -м 
такте. Уравнения (36), (37) дают явные выражения gr 
(27) компонент выхода хг (к +1) при г Ф ш +1 через 
компоненты входа х (к ) . По формуле (34) при а = а11 
и

Напомним, что есть | -й столбец синаптической 
матрицы \у . Подставляя в правую часть (39) выраже­
ния х ^ к  + 1) через х(к) из (36), (37), | ? 1» -г 1. 
получаем явну ю фу нкцию §ш+1 (29). С помощью 
прямых выкладок проверяется, что функция я П1+| 
является линейной относительно своих трех вектор­
ных аргументов:

хт+1 (к + 1) = §т+1 (х(к), 0 (к), 0 (к + 1)) з  (а, х(к)) +

+(Р,0(к)) + (у, 0(к +1)). (40)

Здесь векторы а,(3,у в скалярных произведениях есть 
векторы-столбцы из Р.11 . Таким образом, равенства 
(36), (37), (40) задают рекурсивное отображение 
$к+1 : * Л|<+| , зависящее от векторных парамет­

ров 0(к),0(к + 1), так что х(к + 1) = 8к+1(х (к)). При 
нулевых смещениях 0 = 0 рекурсивные отображения 

8к+1 : Ак —> Лк+1 и эволю ц ион н ы й  оператор 

Фк :Л 0 —>■ Ак (31) являются линейными и могут быть 
записаны как (п х п) - матрицы. Несмотря на то, что 
здесь преобразования 8к+1,Ф к формально можно 
применять к любым векторам х е В1' , действие 8к+] 
как рекурсивного отображения нейронной сети имеет 
смысл только на многообразии Л , входных векто­
ров к-го такта:

Лк ={х = х(к) :х п = (а11, \¥х + 0(к))}. (41)

Аналогично отображение Фк = 8к о... о 82 ° % имеет 
смысл эволюционного оператора (26) для нейронной 
сети только на распознаваемых векторах х = х(0) из 
начального многообразия Л 0 :

Л0 = [х = х (0 ): хп = (а11. \¥х + 0(0))]. (42) 

В качестве примера рассмотрим сеть вида (см. рис.З) 
индекса р = 3 с пятью нейронами: т  = 2 , п = 5. Тогда 
(3 6)-(3 8) являются пятью уравнениями

X! (к + 1) = (а1, \Ух(к) + 0 (к)) -  ^  ̂  (к) -  ]12х 2 (к ) ,

х 2 (к +1) = (а2. \У.х{к) +  0(к)) -  121Х! (к) -  122х 2 ( к ) , 

х 4(к +1) = (а3, W x(k) +  0(к)) -  х 3 ( к ) , 

х 5(к +  1) = (а4,\Ух(к) +  0 ( к ) ) - х 4( к ) , 

х 5 (к +1) = (а5. W x(k  +1) +  ©(к +1)), 

х (к) = (х1,х 2,х3,х 4,х 5)1г(к) .

Из первых четырех уравнений получаются следую­
щие рекурсивные представления для компонент 
хг (к + 1), г Ф 3 , т.е. линейные представления функций 
gr (27) с помощью скалярных произведений:

% < к + Ц ^ £ х ,0!1 к) = ( \у У  - Ь 1,х (к ))+ (а1,0 (к));
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х 2 (к +1) = §2 (X. 0)(к) ^ (\¥ V  -  Ь2, х(к))+ (а2.0(к)); 

х 4(к + 1) = = (\¥*а ' ~ Ь ’,х(к))+(а ’,0(к));

х 5(к • 1) Ч1>5(х(к).0(к)) = (\У*а4 - Ь 4,х (к))+ (а4,0(к)): 

где введены векторы

ь1 = (]п л 12.о.о.о),г . ь 2 = (121 л 22.о.о.о), г , 

ь3 = (о,од,о,о)1г , ь4 =(о,о,ол,о)1г.
Для дальнейшего обозначим С; = (а- . XV1). В предпо-

5 3ложении теоремы 2 с3 = (а . \¥ ) 7- 0 с помощью фор­
мулы (39) находим

х3(к +1) = ё з ( х ( к Р ( к Р ( к  +1)) = —  [(аь  \¥х(к)) +
сз

+ ( а 2. х(к)) + ( а 1,0(к)) -  (а5.0(к + 1))|. 

где ос̂  = —с^а — с2а — с^а +(1 —с^)а 1

а 2 = (с1̂ 11 +с2^21'с\^п  + с2^22^с4; (с5 — 1) гС>)'Г -

Отсюда следует представление функции gз = я П1+| 
в виде суммы (40) трех скалярных произведений,

1 (ът* Ь  1 1 5  где а  = — ^  а 1+ а 2|Р  = —  а ь  у = ----- а
с3 с3 с3

Рекурсивное равенство

х(к +1) = 8к+1 (х(к), 0(к), 0(к +1))

в векторной форме с матричными коэффициентами 
выглядит так:

х(к +1) = А|.\(к) + А20(к) + А30(к +1).

Здесь квадратные матрицы Ак(пхп) стационарны 
(не зависят от номера такта к):

1 *
- 1 * | * 1 1О

а2*\¥ - Ь 2*
о*

а2 0
*

а ; А2 - р * ; а 3 -
*

У
а3* \ ¥ - Ь 3* а 0

_а4*\У - Ь 4*_
4*

а 0

При нулевых смещениях 0 = 0 отображение рекурсии 
8к+] = А1 является умножением на стационарную 
матрицу А1, а эволюционный оператор Фк -умноже­
нием на матрицу : Фк (х(0)) = а |сх(0) .

5.3. Функционирование сети при полном 
синаптическом подавлении входных сигналов

Рассмотрим случай нулевой синаптической матри­
цы: \у  = 0 • Эта ситуация является предельной и не 
реализуется точно при получении системы ( I I )-(13) 
как нормальной формы динамической системы (7): 
при эквивалентной замене переменных г = \У\ мат­
рица \у  должна быть обратимой. Однако мы пока­
жем, что «предельная» дескрипторная нейронная сеть 
с нулевыми синаптическими весами для любой из 
конструкций (см. рис. 1-4) является полностью опре­
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деленной и однозначно преобразует распознаваемые 
входные векторные сигналы х(к) в выходные х(к + 1). 
У равнения состояний сети (11)-(13) принимают фор­
му

т
X; (к +1) = — £  • х] (к) + (0(к)); I =  1,... ли 

]=1

Хш+2(к + 1) + хт+1(к ) = '1'т >1<0<к)),

хт +з (к + 1) + хт+2(к) = ч/т+2(0(к)),

хп (к +1) + хп_! (к) = у  „_1 (0(к)),

х’я (к) = Ц>п (0(к)), к = 0,1,2,»:..

Запишем последнее равенство для (к +1) -го такта и с 
его помощью исключим из предпоследнего уравне­
ния хп (к +1). Получим выражение хп_| (к) через к- 
е и (к +1) -е смещения:

х„_! (к) = Ц1Я̂ . (0(к)) -  у п (0(к +1)).

Продвигаясь последовательно от нижних уравнений к 
верхним , мы вы разим  все входы  к-го такта 
х„ (к),...,хт+1(к) через опережающие значения сме­
щений:

>ч(к) = Х ( - 1)^1+1(е (к + .1))-1 = т  + 1-...п. /43ч
]=о

Здесь индексы принимаютзначения:

п I и 1н 1.11 П1 2....Л; 1 +} = 1Д + 1,...,п;

к + ] = к, к + 1..... к ч- р — 1; р = п - т  = тс1(ХА + В).

Часть 1л(к) = (хш+1(к),...,хп(к))" вектора входов 
х(к) однозначно определяется через смещения 
Щк+Ц):

Ь(к) = Н(0(к), 0(к + 1),...,0(к + р -1 )). (44)

Компоненты х; вектор-функции есть скалярноз­
начные функции, записанные в правых частях ра­
венств (43). Используя разбиение (10) вектора входов 
х(к) на блоки у(к), 1цк), мы можем описать многооб­
разия Ак входных векторов х (к ) , распознаваемых 
сетью:

Ак = |х  = х (к ): х = V ® 11(к), Уу е Ят  |

Следовательно, сПтЛк = т ,  \/к  = 0,1.2,.... Действие 
отображения рекурсии 8к+1: Ак —> Лк+1 удобно за­
писать в виде (см. (10)):

у(к)_ -  м к )  + ср(0(к))
11(к) 1т(к +1)

где у(к) -  любой вектор из Я111; Ь(к) и Ь(к +1) -  
единственные фиксированные векторы (44), компо­
ненты которых определяются формулами (43).
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В частности, если активационные функции нормиро­
ваны так, что у|/(0) = 0 , то при нулевых смещениях 
отображения рекурсии +] и эволюции Фк линей­
ны. Учитывая, что в случае нулевых смещений 
11(к) =  0 , \ / к , многообразия распознаваемых входов 
Л к линейны и стационарны, причем

Л к = Л 0 =  1Чт  ®  0 =  {у ®  О } ,

ч ? > г л  - г г

6. Выводы

Нейронные сети являются эффективным инструмен­
том анализа динамических объектов сложной струк­
туры. В работе рассмотрены модели нейросетевого 
типа для дескрипторных динамических систем с дис­
кретным временем или по другой терминологии- для 
неявных и вырожденных дискретных динамических 
систем. Построенные логические сетевые модели на­
званы дескрипторными нейронными сетями. Отличи­
тельной особенностью их структуры является исполь­
зование в одной сети одновременно динамических и 
статических нейронов. Особенностью функциониро­
вания дескрипторной нейронной сети является нали­
чие определенной алгебраической зависимости меж­
ду компонентами векторного входного сигнала в 
каждый момент времени, т.е. принадлежность вход­
ного вектора некоторому допустимому многообра­
зию Л в пространстве входов 14" . Входные векторы, 
не принадлежащие допустимому многообразию Л , 
не воспринимаются (не распознаются) дескриптор­
ной нейронной сетью. Если сигналы смещения в сети 
нестационарны, то допустимое многообразие вхо­
дов Л = Лк также нестационарно, т.е. индивидуально
для к -го такта, а моделируемая дескрипторная дина­
мическая система неавтономна. В работе показано, 
что построенная нейронная сеть определяет однознач­
ную рекурсию х(к) — - —> х(к +1), которая действует 
как отображение 8к :Л к —>Лк+1 на допустимых мно­
гообразиях входных сигналов. Построенные явные 
формулы для отображений 8к и их суперпозиций 
содержат важнейшую информацию для анализа моде­
лируемой дескрипторной динамической системы, в 
том числе неавтономной. При нестационарных векто­
рах смещений 9(к) отображение рекурсии Бк зави­
сит от времени (такта) к иотсмещения 9 (к ). Зависи­
мость рекурсии 8к от 9(к) имеет место также для 
явной (недескрипторной) динамической системы

х(к +1) = Г [\¥х(к) + 9(к)]

и соответствующей недескрипторной нейронной сети, 
когда Ak = Rn (Vk) и отображение Sk определено на 
всем пространстве входов Rn . Однако для дескрип­
торной динамической системы и нейронной сети ре­
курсия Sk :Л к —>Лк+] на к-м такте зависит не только 

от смещения 9(к), но и от смещения 9(к+1) на 
следующем такте (эффект «упреждения»-влияния 
опережающих значений внешних воздействий). При 
некотором выборе параметров дескрипторной сети 
опережение в учете смещений может быть более 
одного такта, однако оно не превышает индекса 
дескрипторности.
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