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ЗАТУХАНИЕ СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЙ В ОБЪЕМНОМ РЕЗОНАТОРЕ 
С ПРОВОДЯЩИМИ СТЕНКАМИ И ИЗМЕНЕНИЕ ЕГО РЕЗОНАНСНЫХ 

ЧАСТОТ ОТНОСИТЕЛЬНО ЧАСТОТ РЕЗОНАТОРА 
С ИДЕАЛЬНО-ПРОВОДЯЩИМИ СТЕНКАМИ

При расчете потерь и изменении резонансных частот резонаторов с проводящими стен­
ками используют импендансные граничные условия. [1 ,2]. Формулу для комплексной часто­
ты мод объемных резонаторов при произвольном поверхностном импенданее стенок впервые 
дал Слатер [3]. Им были рассчитаны как добротность, так и сдвиги резонансных частот резо­
натора, обусловленные неидеальностью стенок. Впоследствии это соотношение было выве­
дено при помощи других методик (например [4, 5]). В настоящем сообщении мы получим 
это соотношение еще одним способом, основанным на непосредственном использовании 
уравнений Максвелла, что полезно в методологическом плане.

Рассмотрим объемный резонатор в режиме свободных колебаний со стенками, в кото­
рых электромагнитное поле проникает на конечную глубину (отметим, что потери в стенках
резонатора в принципе могут отсутствовать). Положим, что резонатор заполнен средой без 
потерь с диэлектрической и магнитной проницаемостью є , р > 0 . Обозначим соответсвуюхцие
комплексные амплитуды полей а-й моды как Ёа, 1-їа , а круговую резонансную частоту -  ;

поля этой же моды резонатора с неидеальными стенками -  Е, Я , а со -  ее частоту. Тогда для 
этих полей резонатора справедливы уравнения Максвелла

Ш Ё  = -коц Я  , гоіЕа = - т а\хНа,

гоШа - т агЁ а, ш Н - т г Ё .  (1)

Поля резонатора с неидеальными стенками в случае свободных колебаний будут изме­
няться в соответсвии с ехр(йщ), но частота о  в общем случае будет комплекс­
ной :ю = 11есо + Я/ясо . Со временем электрические и магнитные поля будут затухать по экс­
поненте Е ,Н  ~ ехр(-/т(оґ)ехр(гКею?). Квадраты модулей электрического и магнитного по-

-  2 -  2 /
лей, а, следовательно, и энергия будут изменяться в соответствии с Е  , Я  ~ехр(— ),гд е

т

1 (2 )
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представляет постоянную времени резонатора для а -й моды.
Умножая первое уравнение из первой пары в (1) на Я * , а комплексно сопряженное вто­

рое на £  и вычитая и аналогично, первое из второй пары на Я  а второе на Ёа и вычитая, 
получим равенства

сіі\> Г ЕЙ' ] = т \  Ё1Ё -  іощҐҐаН,I М (3)
с!ы[ЁаН ']  = т \ Ё ‘Ёа -гсоарЯ*Я0.

Проинтегрируем второе соотношение в (3) по объему резонатора:

II ЁаЯ * ] я ^  = ко* ЦеЁ*Ёас1у-коа \\хН'Нас1у,
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где п — единичный вектор внешней нормали к объему резонатора V, а 8 -  поверхность, его 
ограничивающая. Так как для идеального резонатора Я || Ёа на поверхности Б, то

j s  EE*ad v  = - ^ r  j p f f H l d v  . (4)
а У

Из первого соотношения (1) с использованием (4) аналогичным образом получим

Л ЁН*а Ids  = к в *  € E '.E d v  -  ко | \xH*aH d v  -  і - 'Л— (i _  ’u H H l d v ,
S  V  V  0Ї V

где учтено, что юя -  действительная величина. Используя импендансные граничные условия 

на стенках реального резонатора Etg = Z  | H tgn j , где Z -  поверхностный импенданс, оконча­
тельно получим соотношение

2 2 со -со; .______а_ __
СО

(5)

Это соотношение хотя и точное, однако включает неизвестное поле Я  реального резо­
натора. Так как отношение 2 !  2^\ « 1 ,  где 2 0 = Тг -  импеданс среды, заполняющей ре­
зонатор, и при 2=0 резонатор превращается в резонатор с идеально проводящими стенками, 
то поля Е  и Я  по структуре близки к полям Еа,Н а, и отличие со от соа мало. Поэтому в ос-

со2 ш 2новном приближении Я  « Я а и, учитывая, что   —- «  2(со -ю а), из (5) найдем
(О 

-  |2; \2\на\ ds
со — со„ =

2 |ц |д . dv
(6)

Представляя 7=ІІ+іХ, где Я- поверхностное сопротивление, а X -поверхностный реак­
танс и ю = ю ' + Я тю , где со' = Лею -  частота реального резонатора с неидеальными 
стенками, после выделения реальной и мнимой частей соотношения (6) получим 
соотношение для мнимой части комплексной частоты со

Jnm J*1н а
2

ds

2 k | н а
г

dv
(?)

и изменение частоты рассматриваемого резонатора относительно частоты резонатора с иде­
ально проводящими стенками

№
Аю =ю '-со =

2№

ds

dv
(8)
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Так как добротность резонатора определяется соотношением <2
со’ \ц \н

2

  У
2

с/х
, ТО В

р г | я
основном приближении с учетом (2) для изолированной моды получим известную формулу

0  = —~ — = СО Т .
2 М(о а
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