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РАССЕЯНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН НА СЛОЖНЫХ 
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ РЕШЕТКАХ РЕЗОНАНСНЫХ 

МАГНИТОДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СФЕР

Целью работы является решение задачи о рассеянии электромагнитных волн на сложных 
пространственных решетках определенного вида, построенных из малых однородных резо­
нансных магнитодиэлектрических сферах, находящихся в свободном пространстве.

Рассмотрим сложную пространственную решетку, состоящую из С подрешеток -  про­
стых решеток ( с е С ) .  Эти подрешетки порождаются координатным представлением, кото­
рое в прямоугольной декартовой системе координат имеет вид

где величины й, к, 1 определяются условиями х=0, х=д; у=0, у - к ;  2 =0 , 2 =1, а хс ?=о ,

области (2) и являются функциями координат хС)#=о> у с%1~о, гс.р=0- Каждому узлу про­

странственной подрешетки с (1) сопоставляется упорядоченная тройка чисел и = с ( р , э А ) . 
Выделенный узел решетки будем обозначать и' = с ' ( р ' р ' ) , а узел внутри области (2) -  
с(р = 0,5 = 0,/ = 0). Задавая максимальные значения для чисел (р, я, Г) в (1), можно рассмат­
ривать конечные и бесконечные решетки. В координатное представление (1) можно ввести 
зависимость от времени, полагая, что координаты хС5=о , у с^=о » 2с, р-0 являются некоторы­

ми функциями времени.
Нужный тип элементарной ячейки решетки (примитивной, объемноцентрированной, 

гранецентрированной и других) формируют из С узлов внутри области (2), которую повто­
рит за пределами области (2) координатное представление (1) в виде пространственной ре­
шетки определенного вида.

Если изменять координаты узлов в области (2), то положения узлов вне области (2) бу­
дут также соответствующим образом смещаться, и будет происходить перестройка и форми­
рование пространственной конфигурации решетки и ее ячеек. Когда узел находится в центре 
области (2), то й, 1% I являются постоянными правильной ортогональной решетки по осям х, 
у, г соответственно.

Расстояние между узлами определим (1)

(,у = 0,±1.±2,..;), 

(( = 0,±1,±2,...), 

(р -  0,±1,±2,...),

у С'1- о , % р-о - координаты узла подрешетки с, находящегося внутри области

0 < < й ,

°< У с,1= 0 < }к

0 < г С, р = 0  < 1 -

(2 )

Координаты Хс51у, УС£> ЩгР~  определяют положение узлов подрешетки с вне пределов
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В узлы пространственных подрешеток (1) помещаются центры малых однородных резо­
нансных магнитодиэлектрических сфер с проницаемостями є с> р с и радиусами ас .

Будем считать, что вне сфер а / X « 1, но внутри сфер возможен резонансный случай 
а / Х ~  1, где X - длина волны [1].

Для решения задачи будем использовать интегральные уравнения [2] и решать ее будем 
в два этапа. На первом этапе найдем внутреннее поле рассеивающих сфер, а на втором -  по­

ле, рассеянное пространственной решеткой сфер. Поля представим в виде Ё ( г ,Г) = Ё(г )еш , 

Н(г,1) = Й (г )е ш .
Рассеянное поле по известному внутреннему полю рассеивателей определим через элек­

трический П 3 и магнитный П м потенциалы Герца:

Ёрасс  = ( V V  + А 0Ц0 ) / 7 а - t t H o I V . t f ' ” ] ,  

Красе = ( W  + * 2Є0Ц0) Я "  + /fe0[V> Л 3] .
(4)

расе

Потенциалы Герца рассеянного поля имеют вид

ґ  \

п э = Ё  J - - 14 л v v £ 0

Ґ \
я ” = 7 - fliL-і я°(г')/(|г-г’|)ік,

.Mo У

(5)

где £ ° ( г ') ,Я ° ( г ') -  внутренние поля рассеивателя; I7-  объем рассеивателя; £о,Ро" пР°" 
ницаемости заполнения свободного пространства; функция f ( \ r - r ' \ )  является решением 
уравнения

Д/(| г - Г  |) + £2е0р 0/ ( |  Г - Г  |) = -4л5(| F - r ' | ) ,  

удовлетворяющего условию излучения на бесконечности и имеет вид

-ikpJzQ\iQ \r-r'\
0 =   . №

\ г - г  \

Вычислим вначале внутреннее поле рассеивателей для случая, когда отношение 
а / Х «  1 внутри и вне сферы, а потом результаты вычислений обобщим и на резонансный 
случай, когда а / X ~  1 внутри сферы. Можно показать, что для внешних точек сферы инте­
грал по объему сферы от функции Грина для свободного пространства (6) имеет вид

- i k f i 0n0 \r-r'\ л -ik jr
W(r)=  f---------------------- = -— (sin Ь а  -  k]acosk\a)  , (7)

V \ r ~ r ' \  k}  r

где к х = к ^ е  0(і0 ; к = 2 п / Х , а г -  расстояние от центра и до внешних точек сферы.
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Внутреннее поле с '( //,У ,В ) сферы найдем из системы квазистационарных неоднород­
ных уравнений, которые построим, опираясь на интегральные уравнения [2]. Входящие в эту 
систему уравнений неоднородные уравнения для произвольной выделенной сферы имеют 
вид

' Ц ' Ы - 1
£ о у

1 X 1  ^ У  + £2е0Ц0 ' 1
у

р £ Г 
с '(р ,х ,0  *

4л
£ с 1 _ 1

ч е0 у

у
V,

4л
В

л

С
- 1

с=1
(с^С )

Е Е !  (('

Во
.21 ^  + *-е0цои -

471

/  N
^ - 1  
,8о 7

к \ р ,р, , К рЛ , ^ ’‘у

■Псу. о
'7' Т4л

У . .  N

уВо у
с - 1

'С

нО С ' ( р ' , 5 ' , У ) ( г ' , 0  =
Вс' 1

\В0 у
- Е Е Е  | ^ + Л оц 0 ' 1

р ь ?

с Ч А ^ О ^ 'О '^ 'Д ' )

4л

у л 
Вс' _ |
в о  ;

+
у.

V,
4л

С
-  I

с =1
(с*с’)

_ е _ _ 1

8 0

2Е Е Е  ] И + Л 0Ио)У-

+ 1кг (

у л
Ь е _ 1

^Во у

’ 4л
^ 8  ^ 

— - 1
ч8о у ' с

(8)

пол

где ЁосХр',!’/ ) ( ? 'Л  Н осХр,^г ) {г\1)  и Ё \ р, в,л (г ' ,1 \  н \ р<^л (г \1 )  - поля падающе 

волны и внутренние поля <?'(/>',$', О  сферы, а Ё с{р 5 ()(г ' ,г), Я с(/м>0(г\Г) - внутренние 
остальных сфер.

Величины ^с(р ,щ )(^Х  ^ , 5 , 0 ^ ’) имеют вид (3,7, 8):

26 /ЛУУ 0У#—<¥Р72. Радиотехника. 2002. Вып. 124.



Первые слагаемые справа в уравнениях (8) связаны с внутренним полем с '(р 1, У , / ' )сферы 
без учета влияния всех остальных сфер, оставшиеся слагаемые учитывают влияние на 
с '( /О ', /1) - рассеиватель всех остальных сфер.

С
Уравнения (8) представляют систему 2У = 2 £  векторных неоднородных уравнений,

с - 1
где N  -  общее число сфер решетки, а. Ыс - число сфер подрешетки с. Решение этой системы 
уравнений для выделенной сферы имеет вид:

^ с \ р ' ^ \ Р ) ^  ЭМ £ №  »О + Ри Нос(р,5,і)(Г
С = 1 V и

1 С
і ЭМ С=] V и

Нос(р^,і)(ї" >0 + Ям ^Ос(р,5,0^  »0

э м ' 
б ххи £ х “ м ё ™ и

~ Э М '
б и = 8  у х и ^ м; 2 Ж ' & уги

8гхи и 3“ ’ 2 ЭЫ'£>2211

пМи'
Р х х м

пЛ/г/'
Рхуи в м и '~У х ги

Вми'
Ри = пМи'

Р_ИХМ
оЛШ* п Міі'

Руги
п  Л*м'
Ргхм

пЛ*М*
Р гуи

о м і ї  
Р гги

к и =

( 10)

, ) ( Л 0 ]  ,
У

В3“ 'Н ххи
оэм'
г х у и

оэм' " 
гх ги

ПЭМ'
V ухи

в эм'
Н ууи

пзи ' 
Н  у г и

пЭи' 
У гхи

пзи '
Ргуи

пзи ' 
г  гги

'  ми' 
б  ххи

ми'
л  хуи

ми'
б хги

ми'
б ухи

м и 1
б  ууи

ми'
б уги

ми'
б  гхи

ми' 
б гуи

ми' 
& гги

а Аэ и - детерминант основной матрицы системы уравнений (8). 
Компоненты внутреннего поля сферы (10) представим в виде

1 ш 8  ххи ̂  охи ’0  ё х у и ^ о у и  » 0  8 х г и ^ о г и  ( г П) +
Дам с = і( . и

+ Рх“Х * .  ( л о + ( г - , о+ р™и# оги е л о

І £ г
'хуи** о уи '

А с=1Vи

).

+ Р^»И < ш ,('",/) + Р ^ Я чу»(»:' .0  + Р” , Я оя,(г ',0 ]

= ^  С'7 >0 + ёгуи^оуиО" >0 + ёгги^оги >0 +
А" с=1У и
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)•

0  '  £  1 [ р ^ » Я » » ( ? ' . ' )  +  Р ^ Я 0>, „ ( Г , ( )  +  |3 " “ 'Н 0г„ ( г ',Г ) +
А с = А и

+ 'ёххиЕохи (?', О + ё ^ Е оуи (?', О + ё х т Еоги <7'»')]).

у  I и  1 О.МЫ' и  /^1 , о м иН охи(г\ О + Р ^ Я оуи(г V )  + р ^ Я ^ ( Р , Г )  +
Л̂ ж 1 А с=1\и

ми

уги * * о ги 1

+ Я у т  (?1 > <0 + 8 у у и  Е о у и  (? ', О + £ огг/ (Г1, /) ).

я°,(г1,о = —  ^
2М »ЭА< £! е [ р ^ я » « ( ? ,. 0 + Р ^ я „ , ( Г , г ) + р ? " ' я О2„ ( ? ' , ( )  +

Ллл* 1 А с=1V «

+ * Й  Я «« (г" > О + % т  Еоу» (Г г О + ё ^ и  Е0ги <?, О] )■

Для случая, когда можно предположить, что у всех сфер с одинаковым индексом р  каж­

дой подрешетки (1) внутренние поля равны, например, внутреннему полю ЁК п 5=0 . ^(г',1)

сферы с(р ,5  = Ор = 0), расположенной на оси 7, систему уравнений для сложной решетки 
можно свести к системе, число уравнений которой будет равно числу сфер решетки, распо­
ложенных вдоль ОСИ 2 - (2|дда|+ 1 )с , где р т - максимальное значение индекса р  (Г). Входя­
щие в эту систему уравнения для выделенной сферы с'(р',$'^-0р'-0), представим в виде

Еос'(р',з'-0,1'=0)(г '-0  ~

(С  /

4
^ - 1

Ч в 0 У  I
о д '= о ) 4 > 0

- Н Е  ] 1 ^ + * 2Еоио)х
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/  \  
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Если выполняются условия а /  Х «  1 и Ь / Х  « I ,  где I  -  расстояние между центрами 
сфер, и можно предположить, что внутренние поля каждой сферы подрешегки одинаковы и

равны полю сферы Ё'\ р 5=0/=о ) ^  ’^  находящейся внутри области (2), то систему уравне­

ний (8) можно свести к системе 2С неоднородных векторных уравнений и для выделенной 
сферы с ' (р ' ^ '=  0,0 = 0) эти уравнения представим в виде

е осХ р ',$'=о„/=о)<7'>?] -
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Для случая, когда падающая волна распространяется вдоль оси z, внутреннее и рассеян­
ное поля представим через пространственные гармоники.

Разложим по собственным функциям постоянных d, h ортогональной решетки (1), (3) 
выражение [2]

p~^\rvu' 9 ГГ 00 у ~г
у ________ — Д_ 1  тп с

гии' ^ г>‘ т ,п = 0 $ т п

тп
, ipc'.s' XC,S )+ , Gv,/' .Pc,/)+ßа п тп\z c\p' "с>р! ( И )

где

Хтп
Г2 ,еслит = 0 ш и п  = О, 
1 ,еслит,п > О,

ß/я« — у к еоРО г тп ' 2 ( п п л
{ d U J

(гп, п — 0,1,2,...).

Тогда величины s . (г) и Иу;'/. , ^ (г )  (9) можно записать в виде

4тс 

АГ,

2 тг 00 у г 1 \  <Н* Л /W«~ kiac cosк\ас ) ~  2_:  е
/WW

, 'Tc'.i' •'•C.J ) *' I \Уc\f Ус,( )~*~ß d h mn\zc\p' zc,p\t

dh m,n=0 ßтп

4тг

7 \  <s”’ X/W«к]ас coskxac)-~-  £  ~— *
<4,/1 »7,77 = 0 Р/ИЛ

/W77
J ixc\s' xc,s)~^^ {ус'У У С,I )+ß

( 12)

Поля падающей волны относительно рассеивающей сферы представим в виде бесконеч­
ной суммы пространственных гармоник:

^ o c ( p , s . i ) ^  >0 Z  ■ 7c(/),.v,/)(r ' 
m, w= 0

(13)

h  o c (p ,s ,t) (?  > 0  X  r ^o c(p ,s ,t)  
TW,77 = 0

( Л 0 -

Внутренние поля сферы также запишем в виде разложения

(14)
m,w=0
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это представление нельзя рассматривать как разложение Фурье. 

Уравнения для компонент вну 

сферы запишем в виде (11, 12, 13):

Уравнения для компонент внутренних полей Ё ^ р у ^ ( г \ /), Н 1’( р $ г)(Р,Г) произвольной
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Решение системы уравнений (15) для внутренних полей сфер решетки представим в
виде
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где Атп - детерминант системы уравнений (15).

Числа т, п, связанные с распространяющимися волнами, определяются условием

к £0р 0 >
2  /  N2

п п
+

а с затухающими волнами

^ о Ч о  <
' т лх1 +V й у »X

Полученные решения (10) справедливы, когда а /Х  «  1 и снаружи и внутри сферы. Но 
их можно обобщить на резонансный случай а / Х ~  1, если вместо проницаемостей г с и
ц с сферы ввести эффективные проницаемости [3]

сэф К Ш с  ’}■>

Чсэф  ~  ЧсЧ
(17)

где

і \ 2(ып кас д/еср ” -  кас ср с соб кас / є  сц ~ )
1 с У е с Ч с ) -  / 2 2 ' Г Г  7 , і  , /- - - -

і.< #£вср с — 1)зш&$£у б ср с + Лгі^ує^Чс со$кос

Потенциалы Герца (5), рассеянного сферами решетки поля, можно представить, учи­
тывая (10) и (17), в виде суперпозиций потенциалов Герца отдельных сфер решетки:

С
л 3М =  X

С ~  I
£  Е  Е  - у  (5іп йс -  к\ ас СОі3 ̂  ас)
р  ^ ео

ік\ гс(р,$у)

с(р ,5 ,г} (18)
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В соотношениях для потенциалов Герца (18) выражение с экспонентой можно пред­
ставить в виде разложения по собственным функциям постоянных с(, к ортогональной ре­
шетки (2):

& \гс(р,5,1) у со у  - і
_  ^  Ктп с

т п , п п .  . .  і і
— ( х - х с 5 )+— ( у - у с1) +$тп\ г - г С'Р \

гс { р , я , і )  т  п - о  Р
(19)

тп

Здесь ^с(р,5,Г) \ ( х  Хс,х У + (у Гс,?)^+ (“ 2с,рУ  >
где координаты (х, у, г) -  точка наблюдения рассеянного поля вне сфер решетки, коорди­

наты [хс з , у с 1, 2с р )  - точка нахождения центра рассеивающей сферы решетки (1).

Тогда, учитывая (10) и (18), из (4) найдем рассеянные сферами решетки искомые поля:

С
Я расе ('> 0  = І

С - 1

■ ї А ц о

Вс_

чВО у
- 1

Т , Л Ц - \ ( ^ п к \ас ~ к\ас со*к\ас 
р  л і к\

г0
с(р, 5,0

£ 0  )
Ь СЁ ° ,  Л ( г ') -С с(р,я,  0 У ’

С
Н  р а с с і г  »0 2

с=]
Е Е Е ”т ( ^ п ^1Лс — еоэЛгі<яг̂ )<! - ^ - - 1^(£с Л 

и 10 у

(20)

( - і ) Г < РА ,,(? ')+

+ /Ап г
у Л 

^ - 1

ЧБ 0 у

где Ь с и Р с  - функциональные матрицы вида

х ххе 'ГА хус 1 хгс 0 ф
1 2С * .. 

1

'Г1 ухе туус
ф
1 угс

II
<сС и / 0

т  гс 0 ф
1 хс

ф
1 гхе 'Г1 туе 1 1Т.С

[ V

ш 0
т хс 0

(21)

Величины, входящие в функциональные матрицы (21), имеют вид (1)

К х ~ х с,$) ~ гс(р,з,1)1 о 
^ х х е  = --------------к  £ 0 9 0  +

к? (х -  хг Г ^ (Х гс(р,з,1)

Гс{р,БУ) с ( р , э , 0
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1 2 
'Ууус = ~_--------- ^ “К0Р0 +

30  У e s ?  rc(p,s,t) t f ( y ~ y t j  , , ,  3 (^  Ус>̂ 2 rc(p,s,t)- -j- Ifçl

rc(p,s,t) rc(p,s,t) rc(p,s,t)

9

3( Z -  z c ,p  ?  ~  rc (p ,s ,t) ! k \ (z  -  Zc,p  Y  3(-Z ~ z c , p ?  -  rc ( p , s j )
   u Z/Ci -------------------------------------

1 2
^zzc = ----------- * £0F0 +

rc(p,s,t) r 5e(p,s,t] rc(p,s,t)

c(p,S,t)

\ 2  „ 2

‘ c(p,s,t)

m _ vp1 xyc 1 yxc

9
3 ( x - x CyS) ( y - y c,t) ,2  (x ~ x c,s) (y~yc, t )  4 x - x c, s ) ( y - y c,t) 

=    k i  - , ------------------     ,

4> = VF1 yzc 1 yxc

c(p,s,t) rc(p,s,t) c(p,S,t)
3(x — Xc ŝ )(z — Zçn  ) , 2 (x  ~ XC,S X Z ~ -'C,p ) .. X * ~ XC,S Xz ~ zc,p )

=    щ --------з ...........  m ---------- 4----------------,
rc{p,s,t) rc(p,s,t) rc(p,s,t)

3 ( y - y c, t ) ( z - z c , p ) , 2  ( y ~ y c , t ) ( z ~ z c , p )  X y - y c, t X z ~ z c , p ) _ _ -------------------Xi    lk 1 —-------- 7 ,
c{p,s,t)

(x -  x r , I (x -  Xr ç )Ш _ v c>̂ > і ;ьл v с>д 7*xc ~  ■} +IK\
Y Yc(p,s,t) c(p,S,t)

c(p,s,t)

ус з
Yc(p,s,t) c(p,s,t)

(Z ~ ZC>P) .J (z ~ z c,p) -------------+ ;/c] — ---------
}c(p,s,t)

zc 3
rc(p,s,l)

1 иc(p,s,t)

ш 0 _  _ш  
1 xc — 1 xc ’

шО _  _ ф
т ус ‘ ус ’

IX/" _ _ШТ ZC т ZC •

Для случая (16, 19), рассеянные решеткой поля представим в виде

С
Ёрасе (fe О X

/Iuq
? Л

® = .

X
т,п=0

2] - -— у  (sin к] а с -  к\ ас cos к\ ас ) Л тп
и d h k : ßтп

U \  

\ Е0 J
LmnÉ °  (F)  Lс с(рж*ї }

vFo у
( - і

со/ — (х -х с s )+-;-(}>-у  с; )+ßOT„ |z - z  a h 1 с,р
(2 2 )

2с

С
Н  pace? d )  = X!

с=1
X

т,п=0
X  ÄT] а с -  * ! cos а с ) ̂ L
и d h k , Р т и

/  \
Pc

чРО

+ /fei'
f  \

V £ 0 у

/ ю/- mn
j  (* x c,s j-*- , G' ^cy )+ßmn|z zc,/ a n 1

2c

где ЦІп, Рсда” - функциональные матрицы вида
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Поле в произвольной точке пространства, лежащей вне сфер, представим в виде (20, 22)

Ё ( г ,  0  =  Ё 0 ( г ,.( ) +  Ё  расс ( г ,  г ) ,

где Ёо(г,() - невозмущенное поле падающей волны.
Из детерминанта системы уравнений (8) определим резонансные условия, когда в сферах 

а / /, ~ 1 и проницаемости вс,р с сфер решетки действительны, в виде

detRe а У 0 ,

где а У основная матрица системы уравнений (8).
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