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ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ ÒÎÆÄÅÑÒÂÀÕ ÍÀ

ÎÑÍÎÂÅ ÌÅÒÎÄÀ

ÑÓÌÌÈÐÎÂÀÍÈß ÐßÄÎÂ Â ÃÏÂß

×ÓÌÀ×ÅÍÊÎ Ñ.Â.

Ðàçâèâàåòñÿ ïîäõîä ê ñóììèðîâàíèþ ðÿäîâ â ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì (ÃÏÂß).
Ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, èìåþùèõ òåîðåòè÷åñ-
êîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå, âûâîäÿòñÿ íîâûå ðå-
çóëüòàòû äëÿ èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ.

Ââåäåíèå

Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [1-3],
ñâÿçàííûõ ñ àíàëèòè÷åñêèìè èññëåäîâàíèÿìè ïî
ñóììèðîâàíèþ ðÿäîâ â ÃÏÂß. Èçâåñòíî, ÷òî ìåòî-
äû ÃÏÂß ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òåîðèè
ñâÿçè, òåîðèè èíôîðìàöèè, ðàäèîýëåêòðîíèêè è
îïòèêè, ãäå èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëè ñèãíàëîâ ñ ôè-
íèòíûì ñïåêòðîì. Ñ èõ ïîìîùüþ óæå ïîëó÷åíû
íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, èìåþùèå ïðè-
êëàäíîé õàðàêòåð [3]. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè
ÃÏÂß ðàññìîòðåíû â [4]. Íîâûå ðåçóëüòàòû ïðè-
ìåíèòåëüíî ê ñóììèðîâàíèþ ðÿäîâ ïðèâåäåíû â
[1]. Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ íåîáõîäèìîñòü
ïðîäîëæåíèÿ èññëåäîâàíèé â äàííîì íàïðàâëåíèè
îáóñëîâëåíà èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ ïðè ðå-
øåíèè, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷ ýëåêòðîäèíàìèêè, äèô-
ðàêöèè âîëí, àíòåííîé òåõíèêè, à òàêæå ðàçâèòèåì
íîâûõ òåõíîëîãèé â ìèêðîýëåêòðîíèêå è ñèñòåìî-
òåõíèêå, êîòîðûå ïðèâåëè ê âîçíèêíîâåíèþ ïîíÿ-
òèÿ IP-core, êàê èíòåëëåêòóàëüíîãî ïðîäóêòà, ïîä-
ãîòîâëåííîãî ê ðåàëèçàöèè íà êðèñòàëëå ìèêðîñõå-
ìû. Â íàøåì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò îá àïïàðàòóðíîé
(ïðîãðàììíîé) ðåàëèçàöèè ad hoc (íîâîé ñïåöèàëè-
çèðîâàííîé) òåõíîëîãèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé
ðÿäîâ, èñïîëüçóåìûõ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ
ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ðàäèîýëåêòðîííîé àïïàðàòó-
ðû. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóùåñòâóþùèìè ìåòîäàìè è
ðåàëèçàöèÿìè ïðåäëàãàåìàÿ ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ
ðÿäîâ îïðåäåëåííîãî òèïà ìîæåò áûòü óñêîðåíà â
ñîòíè è òûñÿ÷è ðàç [5], ÷òî ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì è,
áåçóñëîâíî, âîñòðåáîâàííûì äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ
IP-core, ñðåäñòâ Mathematicà, ìàòåìàòè÷åñêèõ ñî-
ïðîöåññîðîâ è ðàäèîýëåêòðîííîé àïïàðàòóðû.

1. Ïîñòàíîâêà öåëè è çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ

Öåëü èññëåäîâàíèÿ – îïðåäåëèòü ðåçóëüòàòû äëÿ
íåêîòîðûõ èíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé îò ôóíêöèé
Áåññåëÿ ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâ ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ â ÃÏÂß.

Çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àþòñÿ â äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåì, îïðåäåëÿþùèõ çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ
èíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé:
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2. Îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ

Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå áàçèðóåòñÿ íà òåîðåìå,
êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ðàçëîæåíèÿìè
ïî ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå è ïî âûáî-
ðî÷íûì çíà÷åíèÿì â ÃÏÂß [4, ñ.144-145] è ñëåä-

ñòâèè èç íåå: â ÃÏÂß 3H  ëþáàÿ ôóíêöèÿ 3Hf
ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî âûáîðî÷íûì çíà÷åíèÿì
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3. Äîêàçàòåëüñòâî èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ

Äëÿ ðåàëèçàöèè çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ è äîñòèæåíèÿ
ïîñòàâëåííîé öåëè íàéäåì çíà÷åíèÿ ïåðå÷èñëåí-
íûõ èíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé ïóòåì äîêàçàòåëü-
ñòâà ñëåäóþùèõ òåîðåì.

Òåîðåìà 1. Èìååò ìåñòî òîæäåñòâî
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Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (3) íà )k(fk2
, ãäå

)k(f  – âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè
íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà èç ÃÏÂß, ,...3,2,1k :
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Ïðîñóììèðóåì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (4) ïî
,...3,2,1k :
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ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè )x(f  â ðÿä ïî âûáîðî÷íûì
çíà÷åíèÿì â ÃÏÂß (1):
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Èçìåíèì â ïðàâîé ÷àñòè (6) ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ
è èíòåãðèðîâàíèÿ:
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Â ïðàâîé ÷àñòè (7) ñòîèò ðàçëîæåíèå ôóíêöèè )w(f
â ðÿä (1) â ÃÏÂß:
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Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì Ìåéåðà [6, ñ.87], ñëåäîâàòåëüíî, (2)
ñïðàâåäëèâî, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 2. Èìååò ìåñòî òîæäåñòâî
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Èçìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ
â ïðàâîé ÷àñòè (10), ïîëó÷àåì:
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Â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (11) ñòîÿò ðàçëîæåíèÿ
ôóíêöèè f  â ðÿäû ïî âûáîðî÷íûì çíà÷åíèÿì â
ÃÏÂß, ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü:
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Âûðàæåíèå (12) èçâåñòíî êàê èíòåãðàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå Êîíòîðîâè÷à-Ëåáåäåâà [6], êîòîðîå âåð-
íî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f , à çíà÷èò, è äëÿ
ôóíêöèé èç ÃÏÂß. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
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Ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f  â ðÿä â ÃÏÂß,
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî, êîòîðîå èçâåñòíî êàê èíòåã-
ðàëüíàÿ ôîðìóëà Ãàíêåëÿ [6]:
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Îíî âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè )x(f , à
çíà÷èò, è äëÿ ôóíêöèé èç ÃÏÂß. Òåîðåìà 3
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4. Ñïðàâåäëèâî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî
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)z(Y  – ôóíêöèÿ Íåéìàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî – ñâåäåíè-
åì ê îáîáùåííîìó èíòåãðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ
Ãàíêåëÿ [6] äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f :

00
dw)w(wf)wt(Ftdt)xt(G)x(f .

Òåîðåìà 5. Èìååò ìåñòî òîæäåñòâî
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Äîêàçàòåëüñòâî âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî – ñâåäå-
íèåì ê èíòåãðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ Ëåáåäåâà
(1946) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f (õ) [6]:
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Òåîðåìà 6. Äëÿ x0 , w0 , ,...3,2,1k
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèò ê èíòåãðàëüíîìó ïðåä-
ñòàâëåíèþ Ëåáåäåâà (1947) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóí-

êöèè f (õ) [6]:
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Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîçâî-
ëèëè ïîëó÷èòü íîâûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ
èíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà òå-
îðåì 1-6, êîòîðûå îòñóòñòâóþò â èçâåñòíîé ëèòåðà-
òóðå. Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû
îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòüþ èõ èñïîëüçîâàíèÿ â
ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå ïðè ðåøåíèè çàäà÷. Ó÷è-
òûâàÿ ïðåèìóùåñòâà ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà è ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî óêàçàòü ïåðñïåêòèâû
äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé â äàííîì íàïðàâëåíèè:
äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâ è òåîðåì; ðåøåíèå ñóììà-
òîðíûõ óðàâíåíèé, â òîì ÷èñëå êðàòíûõ; ðåøåíèå
èíòåãðàëüíûõ è äâîéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé;
ðåøåíèå èíòåãðî-ñóììàòîðíûõ óðàâíåíèé; ðåøå-
íèå ñèñòåì äóàëüíûõ ñóììàòîðíûõ óðàâíåíèé;
ðåøåíèå ñèñòåì ïàðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
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