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Îïèñûâàåòñÿ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèôôóçèîí-
íîé êèíåòèêè íà ìèêðîäèñêîâîì ýëåêòðîäå ñ èñïîëüçî-
âàíèåì êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ è íåðàâíîìåðíîé
ñåòêè ïî âðåìåíè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàáèëüíûõ è òî÷íûõ
ðåøåíèé äëÿ êîðîòêèõ è äîëãèõ âðåìåí ýëåêòðîëèçà.

1. Ââåäåíèå

Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ, ÷àñòî ïðèìåíÿåìûå â
íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
äâóõìåðíûõ ýëåêòðîõèìè÷åñêèõ çàäà÷, ÿâëÿþòñÿ
ñàìûì óñïåøíûì è óíèâåðñàëüíî ïðîñòûì, ñ òî÷êè
çðåíèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðèåìîì, ïðèìåíÿå-
ìûì ìàòåìàòèêàìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ è ñòà-
áèëüíûõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé â ñèñòåìàõ ñ ìèêðî-
ýëåêòðîäàìè ðàçíîîáðàçíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôîðì.
Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèôôóçèîííûõ
ïðîöåññîâ â òàêèõ ýëåêòðîõèìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ
èñïîëüçîâàëîñü ïðåîáðàçîâàíèå Øâàðöà-Êðèñòîô-
ôåëÿ, êâàçèêîíôîðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, à òàêæå
ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïîñðåäñòâîì
ñóïåðïîçèöèè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé êîìïëåêñ-
íûõ ïåðåìåííûõ [1, 2]. Òàê, êîíôîðìíûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ óñïåøíî èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ íà ìèêðîäèñêå [3],
ìèêðîêîëüöå [4], äëÿ ìèêðîïîëîñêè-ýëåêòðîäà è
ñèñòåìû èç äâóõ ìèêðîïîëîñîê-ýëåêòðîäîâ [5-8],
ìèêðîñôåðû [8,9] è öèëèíäðè÷åñêèõ/ïîëóöèëèí-
äðè÷åñêèõ ìèêðîýëåêòðîäîâ [6, 9-12].

Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî ïðèìåíåíèÿ êîíôîðìíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷,
îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè Ôèêà, çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî ëèíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ñåòîê â òðàíñôîð-
ìèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ ñîâïàäàþò ñ ëèíèÿìè
òîêà è ýêâèïîòåíöèàëüíûìè ëèíèÿìè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ â ðåàëüíûõ
êîîðäèíàòàõ. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, çà÷àñòóþ äàåò
âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ
ðåøåíèé òîêà è êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà ïðè ñòàöè-
îíàðíîì ðåæèìå ýëåêòðîëèçà. Äëÿ ÷èñëåííîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ ñ
èñïîëüçîâàíèåì êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé âîç-
ìîæíî ïðèìåíåíèå áîëåå ãðóáûõ ñåòîê, ÷åì îáû÷-
íî, ñ ñîõðàíåíèåì âûñîêîãî óðîâíÿ òî÷íîñòè ðåøå-
íèé, ÷òî òîæå î÷åíü âàæíî.

Öåëü äàííîãî èññëåäîâàíèÿ – äàëüíåéøåå ðàçâèòèå
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèôôóçèîííîé êèíå-
òèêè â ñèñòåìå ñ ìèêðîäèñêîâûì ýëåêòðîäîì ñ
èñïîëüçîâàíèåì êîíôîðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå [3], è ïîñòðîåíèå íåðàâíî-
ìåðíîé ñåòêè ïî âðåìåíè, îïèñàííîé â ðàáîòå [13]
äëÿ äîëãèõ âðåìåí ýëåêòðîëèçà. Òàêîå ñî÷åòàíèå
äâóõ ïîäõîäîâ èñïîëüçóåòñÿ âïåðâûå è èìååò îã-

ðîìíîå çíà÷åíèå äëÿ ýôôåêòèâíîñòè âû÷èñëåíèé
êàê äëÿ êîðîòêèõ, òàê è äëÿ äîëãèõ âðåìåí ýëåê-
òðîëèçà. Äàííûé ïîäõîä ìû îïèñûâàåì çäåñü íà
ïðèìåðå õðîíîàìïåðîìåòðèè.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

2.1. Õðîíîàìïåðîìåòðèÿ

Ðàññìîòðèì ðåàêöèþ ïðîñòîãî ïåðåíîñà ýëåêòðîíà,
êîòîðàÿ ïðîòåêàåò íà ìèêðîýëåêòðîäå â ôîðìå
äèñêà:

BeA .                     (1)

Óðàâíåíèå äèôôóçèîííîãî ìàññîïåðåíîñà âåùå-
ñòâà B â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:

2

2

2

2

z
c

r
c

r
1

r
cD

t
c

,             (2)

ãäå c  – êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà Â; D – êîýôôè-
öèåíò äèôôóçèè âåùåñòâ À è Â; ( z,r ) – ïðîñòðàí-
ñòâåííûå êîîðäèíàòû; t  – âðåìÿ.

Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

0t : z,r ; 0c ;

0t : drr0 , 0z , 0cc ;

drr , 0z , 0
z
c

0z
;

0r , z0 , 0
r
c

0r
;

r , z , 0c ,             (3)

çäåñü dr  – ðàäèóñ ìèêðîäèñêà; 0c  – íà÷àëüíàÿ
êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà À â ðàñòâîðå-ýëåêòðîëèòå.

Ïðîèçâåäåì ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ, ÷òî-
áû ïîëó÷èòü áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû:
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Íîðìèðîâàííîå óðàâíåíèå äèôôóçèîííîãî ìàññî-
ïåðåíîñà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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ñ íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

0 : Z,R ; 0C ;

0 : 1R0 , 0Z , 1C ;

1R , 0Z , 0
Z
C

0Z
;

0R , Z0 , 0
R
C

0R
;

R , Z , 0C .             (6)
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Ïðèìåíèì êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðåäëî-
æåííîå Àìàòîðå è Ôîññåò [3] äëÿ ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ äèôôóçèîííîãî ìàññîïåðåíîñà íà
ìèêðîäèñêå, â öåëÿõ ïîëó÷åíèÿ íàèáîëåå ñãóùåí-
íîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà
ôàç ýëåêòðîä-èçîëÿòîð, ò.å. òàì, ãäå ïëîòíîñòü òîêà
ìàêñèìàëüíà. Äàííîå êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå
èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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Óðàâíåíèå äèôôóçèîííîãî ìàññîïåðåíîñà (5) â
òðàíñôîðìèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ çàïèøåì òàê:
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ñ íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

0 : , ; 0C ;

0 : 10 , 0 , 1C ;

0 , 10 , 0C

0
;

1 , 10 , 0C

1
;

10 , 1 ,  0C .                   (9)

2.2. Òîê ýëåêòðîëèçà

Âûðàæåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ òîêà íà äèñêå â ðåàëü-
íûõ íîðìèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:
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Çàïèøåì áåçðàçìåðíûé òîê ýëåêòðîëèçà êàê
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Òîãäà áåçðàçìåðíûé òîê (11) â êîíôîðìíîì ïðî-
ñòðàíñòâå èìååò âèä:
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.             (12)

3. ×èñëåííîå ðåøåíèå

3.1. Ãîïñêîò÷

Â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çà-
äà÷è èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Ãîïñêîò÷ [14]. Îí ñîñòî-
èò èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ øàãîâ. Ïåðâûé çàê-

ëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè êîíöåíòðàöèè 1n
j,iC  â

óçëàõ ñåòêè, ãäå ( nji ) – ÷åòíîå ÷èñëî, ïî
ñëåäóþùåé ÿâíîé ñõåìå:
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ãäå i, j – èíäåêñû óçëîâ ðàñ÷åòíîé ñåòêè ïî îñÿì 
è , ñîîòâåòñòâåííî; n – èíäåêñ øàãà ïî âðåìåíè;

2
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Íà âòîðîì øàãå êîíöåíòðàöèÿ 
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j,iC  âû÷èñëÿåòñÿ

â îñòàâøèõñÿ óçëàõ ñåòêè (â òåõ óçëàõ, ãäå ( nji )
– íå÷åòíîå ÷èñëî) ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:
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3.2. Ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ïî âðåìåíè

Êðèòåðèé ñòàáèëüíîñòè âû÷èñëåíèé äëÿ Ãîïñêîò÷
â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:
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Çàïèøåì äàííûé êðèòåðèé ñòàáèëüíîñòè â êîí-
ôîðìíûõ êîîðäèíàòàõ ( , ), èñïîëüçóÿ (7):
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Âî èçáåæàíèå îñöèëëÿöèé â íà÷àëüíûå ìîìåíòû
ýëåêòðîëèçà äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ êîëè-
÷åñòâà øàãîâ ïî âðåìåíè â ïðîãðàììå çàïèøåì N
â êîíôîðìíûõ êîîðäèíàòàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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ãäå eT – áåçðàçìåðíàÿ äëèòåëüíîñòü ýëåêòðîëèçà;

0  – øàã ïî âðåìåíè, îáåñïå÷èâàþùèé ñòàáèëü-
íîñòü âû÷èñëåíèé, ïîëó÷åííûé èç (16) ïðè

, , òàê êàê â ýòîé òî÷êå çíà÷åíèå
øàãà ïî ïðîñòðàíñòâó â ðåàëüíûõ êîîðäèíàòàõ
ìèíèìàëüíî.

3.3. Íåðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ïî âðåìåíè

Äëÿ ýôôåêòèâíîñòè âû÷èñëåíèé è óìåíüøåíèÿ
øàãîâ ïî âðåìåíè äëÿ äîëãèõ âðåìåí ýëåêòðîëèçà
áóäåì ïðèìåíÿòü íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó. Èñïîëüçó-
åì ðàñøèðÿþùóþñÿ ñåòêó ïî âðåìåíè, ïðåäëîæåí-
íóþ â ñòàòüå [13]:

1)1( kk ; 0 ; 0k ,    (18)

çäåñü k  – øàã ïî âðåìåíè íà k-é èòåðàöèè; 
– ïàðàìåòð ñåòêè, ðåãóëèðóþùèé ñêîðîñòü ðîñòà
øàãà ïî âðåìåíè.

Íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðè ñèëüíîì óâåëè÷å-
íèè ïàðàìåòðà  øàã ïî âðåìåíè ðàñòåò ñëèøêîì
áûñòðî, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîòåðå òî÷íîñòè âû÷èñëå-
íèé. Ïîýòîìó ñëåäóåò íàéòè ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà ðàñøèðåíèÿ ñåòêè lim  äëÿ ðàçíûõ
äëèòåëüíîñòåé ýëåêòðîëèçà, äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè
äèàïàçîí èçìåíåíèÿ  äëÿ âñåõ äëèòåëüíîñòåé
ýëåêòðîëèçà.

Èñõîäÿ èç çàêîíà Íåðíñòà-Ýíøòåéíà, çàïèøåì:
2Z .                   (19)

Ââåäåì îãðàíè÷åíèå íà  òàêîå, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî
< lim  âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (19). Ïðåäñòàâèì

(18) â ñëåäóþùåì âèäå:

0
k

k )1( ; 0 ; 0k .  (20)

Îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíûé øàã ïî ïðîñòðàíñòâó
( maxZ ) êàê øàã, ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàíèöå äèô-
ôóçèîííîãî ñëîÿ ( eT5 ). Òîãäà ìàêñèìàëüíûé
øàã ïî âðåìåíè ( max ) ñîãëàñíî (19) ìîæíî
çàïèñàòü òàê:
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Èç óðàâíåíèÿ (20) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:
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0max
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî lim  îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e
0max

lim T .       (23)

Âñå çíà÷åíèÿ lim  äëÿ èñïîëüçóåìûõ
áåçðàçìåðíûõ âðåìåí ýëåêòðîëèçà ïðåä-
ñòàâëåíû â òàáë. 1, äëÿ ñåòêè 120120
ïî ïðîñòðàíñòâó.

4. Ðåçóëüòàòû è
îáñóæäåíèå

4.1. Ðàâíîìåðíàÿ
ñåòêà ïî âðåìåíè

Ðàññìîòðèì âû÷èñëåí-
íûé áåçðàçìåðíûé òîê
(õðîíîàìïåðîìåòðèÿ) è
ñðàâíèì åãî ñ ðåçóëü-
òàòàìè, ïîëó÷åííûìè
÷èñëåííî â [3, 13], à
òàêæå èõ ñõîäèìîñòè
(% îøèáêè) îòíîñè-
òåëüíî àíàëèòè÷åñêèõ
àïïðîêñèìàöèé äëÿ
êîðîòêèõ è äîëãèõ âðå-
ìåí ýëåêòðîëèçà, ïî-
ëó÷åííûõ â ðàáîòå [15].
Òàáë. 2 ñîäåðæèò ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç äàííûõ
ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ íà îäèíàêîâûõ ñåòêàõ ïî
ïðîñòðàíñòâó ( NN = 120120 ) è âðåìåíè
( N =10000). Âî âñåõ ïîäõîäàõ èñïîëüçîâàëñÿ Ãîï-
ñêîò÷. Â ðàáîòå [13] ïðèìåíÿëñÿ íîâûé ÷èñëåííûé
ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïåðåêðûâàþùèõñÿ äîìåíàõ.
Ðèñ.1 äåìîíñòðèðóåò êðèâûå îøèáêè, ïîëó÷åííûå
äëÿ êàæäîãî èç ïðèâåäåííûõ â òàáë. 1 ïîäõîäîâ.

Ðèñ. 1. Ñðàâíåíèå íåñêîëüêèõ ÷èñëåííûõ ïîäõîäîâ:
1 – ìåòîä äâóõ ïåðåêðûâàþùèõ äîìåíîâ [13];

2 – ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû

Èç ðèñ.1 âèäíî, ÷òî ïðèìåíÿåìûé íàìè ïîäõîä ñ
èñïîëüçîâàíèåì êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ èìååò
ëó÷øóþ ñõîäèìîñòü äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ âðåìåí (â
ðàéîíå òî÷êè 21,1 ), ÷åì äîìåííûé ìåòîä [13],

eT lim
0,01 0,140 
0,04 0,101 
0,09 0,100 
0,25 0,119 
0,64 0,165 
1,21 0,220 
2,25 0,302 

4 0,411 
6,76 0,544 
25 1,020 

100 1,538 

Òàáëèöà 1

Çíà÷åíèÿ lim äëÿ ðàçíûõ
äëèòåëüíîñòåé ýëåêòðîëèçà

Численные результаты Аналитиче-
ское решение 

[15] из работы [13] данной работы eT

Ошибка, % Ошибка, % 
0,01 9,657 9,6533 0,04 9,6414 0,16 
0,04 5,235 5,2356 0,01 5,2364 0,03 
0,09 3,768 3,7683 0,01 3,7704 0,06 
0,25 2,605 2,6048 0,01 2,6071 0,08 
0,64 1,968 1,9660 0,1 1,9669 0,05 
1,21 1,692 1,6777 0,84 1,6859 0,3 
2,25 1,495 1,4878 0,48 1,4934 0,1 

4 1,366 1,3674 0,11 1,3656 0,03 
6,76 1,279 1,2794 0,03 1,2793 0,02 

Òàáëèöà 2

Ñðàâíåíèå âåëè÷èíû áåçðàçìåðíîãî òîêà ( ) è îøèáêè
ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ðàçëè÷íûìè ÷èñëåííûìè ïîäõîäàìè
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è ïðèáëèçèòåëüíî òàêóþ æå ñõîäèìîñòü äëÿ äîëãèõ
âðåìåí ýëåêòðîëèçà. Îäíàêî äîìåííûé ìåòîä èìå-
åò ëó÷øóþ ñõîäèìîñòü äëÿ êîðîòêèõ âðåìåí ýëåê-
òðîëèçà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò
ïðàêòè÷åñêóþ èäåíòè÷íîñòü ñ ðåçóëüòàòàìè, ïðè-
âåäåííûìè â ðàáîòå [3], ÷òî õîðîøî âèäíî íà ðèñ.1.

Äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ â ïðîãðàììå
ðàçìåðîâ òðåáóåìîé ðàâíîìåðíîé ñåòêè ïî âðåìåíè
è èçáåæàíèÿ îñöèëëÿöèé â íà÷àëüíûå ìîìåíòû
ýëåêòðîëèçà èñïîëüçîâàëñÿ êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè
Ãîïñêîò÷ (ñì. ïîäðàçäåë 3.2).

4.2. Íåðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ïî âðåìåíè

Ïðèìåíåíèå íåðàâíîìåðíîé ñåòêè ïî âðåìåíè çíà-
÷èòåëüíî óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî øàãîâ ïî âðåìåíè
è óáèðàåò îñöèëëÿöèè, îáóñëîâëåííûå íåõâàòêîé
óçëîâ ðàñ÷åòíîé ñåòêè ïî âðåìåíè â íà÷àëüíûå
ìîìåíòû ýëåêòðîëèçà. Ðèñ. 2 ïîêàçûâàåò èçìåíå-
íèå îøèáêè âû÷èñëåíèé ñ ïðèìåíåíèåì íåðàâíî-
ìåðíîé ñåòêè ïî âðåìåíè ñ ðàçëè÷íûìè êîýôôè-
öèåíòàìè ðàñøèðåíèÿ ñåòêè äëÿ ðàçíûõ äëèòåëüíî-
ñòåé ýëåêòðîëèçà. Êîýôôèöèåíò  âûáèðàëñÿ
òàêèì, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëîñü óñëîâèå (23) è äàí-
íûé ïàðàìåòð áûë êîððåêòíûì äëÿ âñåõ èññëåäóå-
ìûõ äëèòåëüíîñòåé ýëåêòðîëèçà.

Òàáë. 3 ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î âû÷èñëåííûõ
âåëè÷èíàõ áåçðàçìåðíûõ òîêîâ è îá îòíîñèòåëü-
íîé îøèáêå äëÿ ðàçíûõ äëèòåëüíîñòåé ýëåêòðîëè-
çà ñ ïðèìåíåíèåì íåðàâíîìåðíîé ñåòêè ïî âðåìå-
íè ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà, ðåãóëè-
ðóþùåãî ñêîðîñòü ðîñòà ñåòêè. Âñå âû÷èñëåíèÿ
áûëè âûïîëíåíû ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêå:

120120 . Êàê âèäíî, îøèáêà âû÷èñëåíèé óìåíü-
øàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì ïàðàìåòðà , îäíàêî óâå-
ëè÷èâàåòñÿ âðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ âû÷èñëåíèé,

ïîýòîìó êàê îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ äàëüíåé-
øèõ ðàñ÷åòîâ ìû âûáèðàëè 310 , êàê ëó÷øèé
ïàðàìåòð ðàñøèðåíèÿ ñåòêè äëÿ âñåõ èññëåäóåìûõ
âðåìåí ýëåêòðîëèçà.

Ðèñ. 2. Ñðàâíåíèå ïàðàìåòðîâ ðàñøèðåíèÿ íåðàâíî-
ìåðíîé ñåòêè ïî âðåìåíè: 1 – 3105 ; 2 –

310 ; 3 – 4105

Òàáë. 4 ïîêàçûâàåò ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó-
÷åííûõ ðàçíûìè ÷èñëåííûìè ïîäõîäàìè äëÿ äîë-
ãèõ âðåìåí ýëåêòðîëèçà ñ ïðèìåíåíèåì íåðàâíî-
ìåðíîé ñåòêè ïî âðåìåíè ( 310 ). Êàê âèäíî èç
äàííîé òàáëèöû, íàøè ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñó-
þòñÿ ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì è ðåçóëüòàòàìè
äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé [13,16-18], ïîëó÷èâøèõ ñâîè
ðåçóëüòàòû ñ ïðèìåíåíèåì èíûõ ÷èñëåííûõ ïîäõî-
äîâ. Âî âñåõ ðàáîòàõ ïðèìåíÿëñÿ îäèíàêîâûé
ðàçìåð ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè, à èìåííî 120120 .

Èç ðèñ. 3 ìîæíî ñóäèòü îá ýêîíîìè÷íîñòè ïðèìå-
íåíèÿ íåðàâíîìåðíîé ñåòêè ïî âðåìåíè â ñðàâíå-
íèè ñ ðàâíîìåðíîé ñåòêîé. Êîëè÷åñòâî øàãîâ ïî
âðåìåíè, òðåáóåìîå äëÿ âû÷èñëåíèé ñ ïðèìåíåíèåì

íåðàâíîìåðíîé ñåòêè ïî âðåìåíè, çíà÷è-
òåëüíî ìåíüøå, ÷åì ñ ïðèìåíåíèåì ðàâíî-
ìåðíîé ñåòêè ïðè ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâîé
îøèáêå ñõîäèìîñòè (ñì. òàáë. 2 è 3).

Òàáë. 5 ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû âû÷èñëåííûõ
áåçðàçìåðíûõ òîêîâ è ñðàâíèòåëüíóþ îøèáêó
îòíîñèòåëüíî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ [15]
äëÿ èññëåäóåìûõ êîðîòêèõ è ïðîìåæóòî÷-
íûõ âðåìåí ýëåêòðîëèçà ñ ïðèìåíåíèåì
äâóõ ÷èñëåííûõ ïîäõîäîâ: êîíôîðìíîãî
îòîáðàæåíèÿ (äàííàÿ ðàáîòà) è ìåòîäà äâóõ
ïåðåêðûâàþùèõñÿ äîìåíîâ (äàííûå èç ðà-
áîòû [13]) ñ íåðàâíîìåðíûìè ñåòêàìè ïî
âðåìåíè. Â äîìåííîì ìåòîäå èñïîëüçîâàëñÿ
ïàðàìåòð ðàñøèðåíèÿ ñåòêè ( 4105 )
[13] êàê îïòèìàëüíûé, â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå äàííîãî ïàðà-
ìåòðà 310 . Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåííîãî
áåçðàçìåðíîãî òîêà áûëè ïîëó÷åíû äëÿ

âðåìåíè 76,6Te  â ïîñëå-
äíåé òî÷êå íà ãðàôèêå êðè-
âîé òîêà â ïðîãðàììå. Çàòåì
ïóòåì äâèæåíèÿ ìàðêåðà â
ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ âðå-
ìåíè áûëè ñíÿòû âñå «ïîêà-
çàíèÿ» îñòàâøèõñÿ âðåìåí-
íûõ òî÷åê âäîëü âû÷èñëåí-
íîé êðèâîé òîêà è ðàññ÷èòà-
íû çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé

Òàáëèöà 4

Ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ âû÷èñëåíèÿ áåçðàçìåðíîãî òîêà ( ) äëÿ
äëèííûõ âðåìåí è èõ ñõîäèìîñòè îòíîñèòåëüíî àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé

Численное решение,  
eT

Аналитическое 
решение,  

 [16] из работы [17] из работы [18] из работы [13] данная работа 

25 1,146 1,141 1,146 1,146 1,143 
100 1,072 1,071 1,075 1,072 1,071 

Параметр расширения неравномерной сетки по времени 

3105 310 4105eT

Время, 
мин:с 

Ошибка, 
% 

Время,
мин:с 

Ошибка, 
% 

Время, 
мин:с 

Ошибка, 
% 

0,01 0:12 0,25 0:49 0,17 1:25 0,16 
0,04 0:14 0,23 1:0 0,02 1:46 0,02 
0,09 0:16 0,39 1:07 0,04 2:00 0,06 
0,25 0:17 0,77 1:14 0,05 2:18 0,07 
0,64 0:19 1,39 1:22 0,11 2:35 0,07 
1,21 0:20 2,00 1:27 0,36 2:45 0,31 
2,25 0:21 2,11 1:32 0,18 2:54 0,12 

4 0:22 2,21 1:37 0,11 3:05 0,05 
6,76 0:23 2,23 1:39 0,08 3:10 0,00 
25 0:25 2,25 1:52 0,25 3:31 0,19 
100 0:28 1,65 2:03 0,08 4:01 0,03 

Òàáëèöà 3

Ñðàâíåíèå áåçðàçìåðíîãî òîêà ( ) è ñõîäèìîñòè äëÿ
ðàçëè÷íûõ ñåòîê ïî âðåìåíè
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ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé (îòíîñèòåëüíî àíàëèòè-
÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ óêàçàííûõ âðåìåí) (ñì. òàáë.5).
Ðàçìåð ïðîñòðàíñòâåííûõ ñåòîê â îáîèõ ñëó÷àÿõ
áûë 120120 . Ðèñ. 4 íàãëÿäíî ïîêàçûâàåò, äëÿ
êàêèõ âðåìåí ýëåêòðîëèçà ëó÷øèì ÿâëÿåòñÿ äîìåí-
íûé ìåòîä, à äëÿ êàêèõ – ìåòîä êîíôîðìíîãî
îòîáðàæåíèÿ.

Ðèñ. 3. Êîëè÷åñòâî øàãîâ ïî âðåìåíè ( N ), íåîáõî-
äèìîå äëÿ ðàâíîìåðíîé (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è íåðàâ-
íîìåðíîé ñåòêè (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíÿõ áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè ýëåêòðîëèçà

Ðèñ. 4. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ïîäõîäîâ íà íåðàâíî-
ìåðíîé ñåòêå ïî âðåìåíè: 1 – ìåòîä äâóõ ïåðåêðû-

âàþùèõ [13]; 2 – ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû

Âñå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ÏÝÂÌ Celeron400 ÌÃö, îïåðàòèâ-
íàÿ ïàìÿòü – 64 Má.

5. Âûâîäû

Îñíîâíûì íàó÷íûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî ïðåäñòàâëåííûé çäåñü ÷èñëåííûé ïîäõîä
ìîäåëèðîâàíèÿ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â ñèñòå-
ìå ñ ìèêðîäèñêîâûì ýëåêòðîäîì ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷àòü ñòàáèëüíûå è òî÷íûå ðåçóëüòàòû ñ ïðèìåíåíè-
åì êàê ðàâíîìåðíîé, òàê è íåðàâíîìåðíîé ñåòêè ïî
âðåìåíè äëÿ âñåõ âðåìåí ýëåêòðîëèçà.

Ïðèìåíåííàÿ âïåðâûå â äàííîì ñî÷åòàíèè ñ êîí-
ôîðìíûì îòîáðàæåíèåì äëÿ ìèêðîäèñêà, íåðàâíî-
ìåðíàÿ ñåòêà ïî âðåìåíè äàåò îãðîìíóþ ýêîíîìè÷-
íîñòü âû÷èñëåíèé, îñîáåííî äëÿ äîëãèõ âðåìåí
ýëåêòðîëèçà, áëèçêèõ ê ñòàöèîíàðíîìó ðåæèìó.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí
òîëüêî õðîíîàìïåðîìåòðè÷åñêèé ñëó÷àé, ýòîò ïîä-
õîä ëåãêî ïðèìåíèì ê ðåøåíèþ áîëåå ñëîæíûõ
äèôôóçèîííûõ çàäà÷ â ñèñòåìå ñ ìèêðîäèñêîâûì
ýëåêòðîäîì, à ïðèìåíÿåìàÿ çäåñü íåðàâíîìåðíàÿ
ñåòêà ïî âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ íàìè òàêæå äëÿ
èññëåäîâàíèé äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â ñèñòåìå
ñ ìèêðîýëåêòðîäîì â ôîðìå êîëüöà.
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Численные результаты Аналитичес-
кое решение 

[15] из работы [13] из данной работы 

Ошибка, % Ошибка, % 
0,01 9,657 9,6533 0,04 9,6405 0,17 
0,04 5,235 5,2356 0,01 5,2338 0,02 
0,09 3,768 3,7681 0,00 3,7684 0,01 
0,25 2,605 2,602 0,11 2,6055 0,02 
0,64 1,968 1,9612 0,34 1,9657 0,12 
1,21 1,692 1,6814 0,63 1,6847 0,43 
2,25 1,495 1,4911 0,26 1,4921 0,19 

4 1,366 1,3655 0,04 1,3645 0,11 
6,76 1,279 1,279 0,00 1,2781 0,07 

Òàáëèöà 5

Ñðàâíåíèå äâóõ ÷èñëåííûõ ïîäõîäîâ: êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå
(äàííàÿ ðàáîòà) è ìåòîä äâóõ ïåðåêðûâàþùèõñÿ äîìåíîâ

(äàííûå ðàáîòû [13]) ñ íåðàâíîìåðíûìè ñåòêàìè ïî âðåìåíè,
êîãäà 76,6Te , à eT


