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ПРО ПОХИБКУ АПРОКСИМАЦІЇ ФУНКЦІЇ ДВОХ ЗМІННИХ  
БІЛІНІЙНИМИ СПЛАЙНАМИ МНК В ІНТЕГРАЛЬНІЙ ФОРМІ

Досліджується похибка наближення функцій двох змінних, заданих слідами на системі взаємно пер-
пендикулярних прямих точно або з похибками, операторами інтерлінації з використанням допоміжних 
функцій у вигляді білінійних сплайнів методом найменших квадратів (МНК) в інтегральній формі. Також 
запропоновано вигляд оператора наближення функцій двох змінних операторами інтерлінації функцій 
за допомогою МНК в інтегральній формі.

ПОХИБКА НАБЛИЖЕННЯ, БІЛІНІЙНИЙ СПЛАЙН, МЕТОД НАЙМЕНШИХ КВАДРАТІВ, 
ОПЕРАТОР ІНТЕРЛІНАЦІЇ ФУНКЦІЙ

Вступ

Практичне отримання найкращих наближень 
для окремих функцій або для класів функцій за до-
помогою тригонометричних поліномів (чи інших 
систем ортогональних функцій) є складною зада-
чею. Тому на практиці, як правило, користуються 
операторами апроксимації Фур’є, Фейєра, Валле 
Пуссена, Хаара та іншими операторами, що не да-
ють найкращого наближення, але мають ряд пере-
ваг (простота обчислення коефіцієнтів, менша 
кількість арифметичних операцій для обчислення 
наближеного значення функції в одній точці тощо). 

На даний час достатньо добре вивчено набли-
ження інтерполяційними сплайнами функцій 
однієї та багатьох змінних [1-7]. Слід підкреслити 
таку особливість одновимірної теорії сплайнів: 
в одновимірному випадку теорію наближення 
сплайнами можна створювати на відрізку I = [ , ]0 1 ,  
а потім заміною змінних переносити результа-
ти на відрізок [ , ]a b . Тому питання вивчення ви-
гляду операторів наближення з використанням 
допоміжних функцій у вигляді білінійних сплайнів, 
а також порівняння похибки такого наближення з 
похибками інших операторів наближення є акту-
альними. 

В роботах [6,7] побудовані оператори сплайн-
апроксимації та сплан-інтерлінації функцій, що 
дозволяють отримати наближення функцій високої 
точності та встановлені точні оцінки похибки на-
ближення функцій однієї змінної сплайнами пер-
шого порядку в нормі L2 0 1[ , ] .

1. Постановка задачі

В даній роботі досліджується похибка набли-
ження функцій двох змінних, заданих слідами на 
системі взаємно перпендикулярних прямих, опе-
раторами інтерлінації з використанням білінійних 
сплайнів методом найменших квадратів (МНК)  
в інтегральній формі.

В основу роботи покладено теорему, що наведе-
на в роботі [2, с. 302] без доведення.

Теорема 1. Для функції f x y W I I( , ) ( ), [ , ].∈ =2
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можна зобразити у вигляді 
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2. Похибка наближення функції двох змінних, 
отримана за допомогою похибок наближення 

операторами, що діють на одну змінну

В роботі [3] доведені теореми щодо вигляду 
операторів наближення, запропонованих у [2].

Нехай h xk1, ( ) , h yl2, ( )  – задана система лінійно 
незалежних функцій; функції ϕ ψk ly x( ), ( )  і сталі 
Ck l,  вважаються невідомими. Доведено, що запро-
понований у [6-8] оператор наближення функції 
f x y( , )
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у якому невідомі ϕ ψk ly x( ), ( )  і Ck l,  знаходяться з 
умови (1), де замість L x y Cm n, ( , , )  стоїть Z x y( , ) , має 
вигляд
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може бути також представлений так:

Z x y A f x y A f x y A A f x y*( , ) ( , ) ( , ) ( , )= + −1 2 1 2 , (2)

де оператори A1 , A2  визначаються МНК з умов
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Також доведено, що оператор
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у якому матриця C  знаходиться МНК, можна пред-
ставити так

Z x y Z f x y A A f x y0 0 1 2( , ) ( , ) ( , )= = .            (3)

Зображення операторів наближення (2) та (3) 
у вигляді операторів, що діють на одну змінну ( x  
або y ), дозволяють довести теореми про вигляд 
похибки наближення.

Теорема 2 [8]. Похибка наближення функції 
f x y( , )  за допомогою Z f x y0 ( , )  має вигляд:
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де	 R f x y f x y A f x y1 1( , ) ( , ) ( , )= − , 

	 R f x y f x y A f x y2 2( , ) ( , ) ( , )= − .

Теорема 3 [8]. Похибка наближення функції 
f x y( , )  за допомогою Zf x y( , ) , де Zf x y Z x y( , ) ( , )*=  

визначається формулою (2), має вигляд:

Rf x y f x y Zf x y R R f x y( , ) ( , ) ( , ) ( , )= − = 1 2 .         (5)

Наслідок 1. Припустимо, що
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Тоді для залишку f x y Zf x y( , ) ( , )−  справедлива 

оцінка f x y Zf x y O x y( , ) ( , ) ( ) ( , ) ,− = ∀ ∈[ ]ε2 20 1 .

Відповідну оцінку похибки для випадку, коли 
функція задається своїми слідами на системі 
взаємно перпендикулярних прямих з похибками, 
можна отримати за допомогою такої теореми.

Теорема 4. У випадку, якщо відомі сліди функції 
f x yp( , )  та f x yq( , )  ( p q M, ,= 0 ) і наближуємо 
f x y( , )  з умови
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де функції h xk1, ( )  та h yl2, ( )  – відомі лінійно-

незалежні функції, Ck l, , k l N, ,= 0  – невідомі сталі, 

то для матриці C  виконується співвідношення:

C A F= −1 ,                                   (7)
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Доведення. З умови (6) отримуємо рівняння для 
знаходження матриці C :

∂
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0  
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Перепишемо отримані рівності у вигляді:
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Перейдемо від чотиривимірного масиву до 
двовимірного: t N k l= + +( )1  та s N= + +( )1 µ ν . 

Тоді отримуємо A C Fs t t
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звідки C A F= −1 .
Теорема 4 доведена.
Для перевірки твердження теореми 4 розгляну-

то приклад. 
Приклад. Нехай f x y x a y b( , ) ln ( ) ( )= + + + 

2 2 , 

a b= =1. Якщо наближувати функцію f x y( , ) , за-
дану за допомогою слідів на системі взаємно пер-
пендикулярних прямих, то з умови (6) отримуємо 
похибку наближення ε = −O( ).10 4  

3. Похибка наближення функції  
двох змінних, якщо вона задана  

наближено своїми слідами

Дослідимо рівень загальної похибки для ви-
падку, коли функція задається своїми слідами на 
системі взаємноперпендикулярних прямих з дея-
кими похибками. У такому випадку необхідно вра-
ховувати як власне похибку методу наближення 
функції, так і похибку даних.

Теорема 5. Якщо f x y C( , ) [ , ],∈ 2 2 20 1  та сліди 
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похибками, значення функції f x yk l( , )  також зада-
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з використанням допоміжних функцій у вигляді 
сплайнів першого степеня визначаються таким 
чином:
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Доведення. Для оцінки норми 
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З урахуванням тверджень, наведених у [6-7], за-
пишемо: 
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Для оцінки другого доданку у правій частині (9) 

запишемо різницю під знаком норми так:
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Теорема 5 доведена.
Зауваження. Таким чином, якщо O O( ) ( )η ε> 2 , 

то внесок у загальне значення похибки від похибок 
задання слідів f x yk( , ) , f x yl( , )  та значень f x yk l( , )  
буде більшим, ніж похибка інтерлінації, тобто за-
гальна похибка для f x y C( , ) [ , ],∈ 2 2 20 1  складе 
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1
η , 

N → ∞ , η → 0 .

Висновки

Випадок наближення функцій двох і більше 
змінних, заданих слідами на системі взаємно пер-
пендикулярних прямих, має важливе практичне 
значення, оскільки сліди функції двох і більше 
змінних на системі заданих перетинних ліній або 
поверхонь все частіше знаходять застосування в різ-
номанітних задачах науки і техніки (комп’ютерній 
томографії, цифровій обробці багатовимірних сиг-
налів, конструюванні просторових математичних 
моделей розподілу корисних копалин тощо). 

Сьогодні залишається проблема нестачі та не-
точності вхідних даних, що є особливо гострою для 
сфери економіки, освіти і науки та ін., та гальмує 
використання математичних методів в їх дослі-
дженні. В таких випадках виникає необхідність до-
слідження похибок наближення функції та вхідних 
даних.

Отримані авторами результати використано 
при дослідженні сфери освітніх послуг, де дані 
найчастіше і задаються з похибками, а саме для до-
слідження рівня попиту на освітні послуги в залеж-
ності від рейтингу вищого навчального закладу та 
ціни освітньої послуги. 

Список літератури: 1. Ciesielsky Z. Properties of the orthonor-
mal Franklin systems [Текст] / Z. Ciesielsky// Studia math-
ematica, 1963. – 23, № 2. – С. 141-157. 2. Завьялов, Ю.С. 
Методы сплайн-функций [Текст] / Ю.С. Завьялов, Б.И. 
Квасов, В.Л. Мирошниченко. ‑ М.: Наука, 1980. – 350 с. 
3. Каюмов, А.Р. О задаче наилучшего среднеквадратиче-
ского приближения L-сплайнами 2-го порядка [Текст] / 
А.Р. Каюмов. – Труды междунар. научн. конф. «Теория 
приближения», Екатеринбург, 2000. 4. Корнейчук, Н.П. 
Сплайны в теории приближения [Текст] / Н.П. Корней-
чук. – М.: Наука, 1984. – 350 с. 5. Стечкин, С.Б. Сплайны 
в вычислительной математике [Текст] / С.Б. Стечкин, 
Ю.Н. Субботин. – М.: Наука, 1976. – 248 с. 6. Литвин, 
О.М. Інтерлінація функцій та деякі її застосування [Текст] 
/ О.М. Литвин. – Х.: Основа, 2002. – 544 с. 7. Литвин, 
О.М. Методи обчислень. Додаткові розділи: навч. посіб. 
[Текст] / О.М. Литвин. – К.: Наукова думка, 2005. – 344 с. 
8. Литвин, О.Н. Приближение функции f x y( , )  суммами 
вида ϕ ψ ϕ ψ0 0( ) ( ) ... ( ) ( )x x x xN N+ +  [Текст] / О.Н. Лит-
вин, Е.В. Ярмош// Компьютерная математика. – Киев, 
2011. – Вып. 2. – С. 151-159.

Надійшла до редколегії 16.01.2012

УДК 519.6
Об ошибке аппроксимации функции двух перемен-

ных билинейным сплайнами МНК в интегральной фор-
ме / О.Н. Литвин, Е.В. Ярмош // Бионика интеллекта: 
научн.-техн. журнал. – 2012. – № 1 (78). – С. 33-36.

В статье рассмотрена погрешность приближения 
функций двух переменных, заданных следами на си-
стеме взаимноперпендикулярных прямых, с использо-
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одномерных операторов. Сформулированы и доказаны 
теоремы о виде оператора и погрешность приближения 
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взаимноперпендикулярных прямых задаются с ошибка-
ми. Рассмотрен пример.
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