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РЕФЕРАТ 

 

Пояснювальна записка: 65 с., 29 рис., 7 табл., 1 додаток, 28 джерел. 

 

ЗАДАЧА МАГНІТОСТАТИКИ, МЕТОД БУБНОВА-ГАЛЬОРКІНА, МЕ-

ТОД R-ФУНКЦІЙ, СИСТЕМА МАКСВЕЛЛА, МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮ-

ВАННЯ. 

 

Об’єкт дослідження – процеси магнітостатики. 

Мета роботи – застосувати методи Бубнова-Гальоркіна та R-функцій до 

дослідження магнітної індукції та характеристик магнітної системи. 

Метод дослідження – методи Бубнова-Гальоркіна та R-функцій. 

Атестаційна робота присвячена дослідженню застосування методів Буб-

нова-Гальоркіна та R-функцій для чисельного аналізу задачі математичного мо-

делювання магнітної системи. Побудовано структуру розв’язку крайової задачі 

для z-координати векторного потенціалу вектору магнітної індукції (задача ма-

гнітостатики) та обґрунтовано застосування методу R-функцій, яка враховує 

умови спряження на межі контакту «феромагнетик-вакуум». Для апроксимації 

невизначеної компоненти структури розв’язку пропонується використати прое-

кційний метод Гальоркіна. Ефективність використаного методу підтверджено 

низкою обчислювальних експериментів. 
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ABSTRACT 

 

Introductory note: 65 p., 29 pic., 7 tabl., 1 app., 28 sources. 

 

GOAL OF MAGNETOSTATICS, BUBNOV-GALERKIN METHOD, 

R-FUNCTION METHOD, MAXWELL SYSTEM, MATHEMATICAL MODEL-

LING. 

 

Object of research – Processes of magnetostatics. 

Purpose of work – apply Bubnov-Galerkin and R-functions methods to re-

search of magnetic induction and features of magnet system. 

Methods of research – Bubnov-Galerkin and R-functions methods. 

The qualification paper is dedicated to research of applying Bubnov-Galerkin 

and R-functions methods to numerical analysis of magnet system math modelling 

goal. The structure of solution of boundary value problem for z-coordinates of mag-

netic induction vector potential (goal of magnetostatics) was developed, and applying 

of R-function method was proved, which takes into account the conditions of connec-

tion on the contact measure (“ferrimagnetic-vacuum”). For approximation of unde-

termined components of solution structure, Galerkin projective method is suggested. 

The efficiency of the method is confirmed by a number of computational experi-

ments. 
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ВСТУП 

 

Магнітні системи широко поширені в природі і техніці – це атоми в крис-

талічній решітці феромагнетику, магніти прискорювальних установок, системи 

стабілізації штучних супутників та ін. З огляду на велику собівартість натурно-

го дослідження таких систем в останнє десятиліття на перший план почало ви-

ходити математичне моделювання і чисельний аналіз за допомогою ЕОМ. Ма-

тематичне моделювання дозволяє зменшити час аналізу і витрати ресурсів об-

числювальних машин, а так само дозволяє досліджувати ще і ті частини конс-

трукції магніту, вимірювання в яких досить скрутні, але розподіл поля в даних 

конструкціях позначається на характеристиках і роботі магніту. Отже, незва-

жаючи на наявне програмно-математичне забезпечення, залишається багато 

важливих практичних завдань, для яких отримання результатів і саме обчис-

лення є досить складним. 

В основному для чисельного аналізу магнітних систем використовуються 

методи скінченних різниць, скінченних елементів, граничних інтегральних рів-

нянь та ін. Кожний з цих методів має свої переваги і недоліки [9, 19]. Як основ-

ний недолік перелічених методів слід зазначити необхідність заново генерувати 

і підлаштовувати під особливості кожної області розрахункову сітку. Як альте-

рнатива існуючим методам чисельного розрахунку магнітних систем є викорис-

тання структурно-варіаційного методу R-функцій, запропонованого академіком 

Національної академії наук України В.Л. Рвачовим [9, 13, 15]. Стосовно до 

розв’язання задач математичної фізики метод R-функцій дозволяє будувати 

структури розв’язку крайових задач – жмутки функцій, які точно задовольня-

ють крайові умови задачі. При цьому геометрія області враховується точно на 

аналітичному рівні. Метод R-функцій у задачах математичного моделювання 

фізико-механічних полів різної природи використовувався, наприклад, у [1, 16, 

20, 21, 23 – 27]. 

Отже, вдосконалення існуючих методів чисельного аналізу магнітних си-

стем, використовуючи метод R-функцій, є актуальною науковою задачею. 
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1 СИСТЕМНИЙ АНАЛІЗ ПРОБЛЕМИ МАТЕМАТИЧНОГО 

МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСІВ МАГНІТОСТАТИКИ 

ТА ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ ДОСЛІДЖЕННЯ 

 

1.1 Системний аналіз проблеми математичного моделювання процесів  

      магнітостатики 

 

1.1.1 Вербальна модель системи 

 

Об’єкт аналізу – «Магнітна система». 

Предмет аналізу – «Прискорююча магнітна установка». 

Точка зору: дослідник. 

Ціль: представлення глобальної математичної моделі для вивчення різних 

фізичних процесів у магнітному прискорювачі. 

Модель типу «чорний ящик» акцентує увагу на взаємодії системи із зов-

нішнім середовищем (рис. 1.1). Тут виходами системи є її цільові продукти, а 

входи – вплив середовища на систему. Зміст «чорного ящика» не розкриваєть-

ся, бо увага звертається тільки на межу системи. Межа, в свою чергу, підкрес-

лює цілісність системи, відокремленість її від зовнішнього середовища і взає-

модію системи і середовища [6]. 

 

   

 Рисунок 1.1 – Модель типу «чорний ящик» 
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1.1.2 Морфологічний опис системи 

 

Морфологічний опис системи розпочнемо з опису зовнішнього середо-

вища, модель якого наведено на рис. 1.2. 

 

   

 Рисунок 1.2 – Модель зовнішнього середовища системи 

 

Зовнішнє середовище – це сукупність всіх об’єктів за межею системи, 

зміна властивостей яких впливає на систему, а також тих об’єктів, чиї власти-

вості змінюються в результаті поведінки системи [6]. 

 

 

1.1.3 Функціональна модель системи 

 

Контекстна діаграма є вершиною деревовидної структури діаграм і дає 

загальний опис системи та її взаємодії із зовнішнім середовищем. 

Контекстна діаграма зображує функціонування системи в цілому 

(рис. 1.3). В рамках методології IDEF0 процес подається у вигляді набору еле-

ментів, які взаємодіють між собою, а також ресурсів, що споживаються кожною 

роботою. 

Після опису системи в цілому проводиться розбиття її на великі фрагмен-
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ти. Цей процес називається функціональною декомпозицією, а діаграми, які 

описують кожен фрагмент і взаємодію фрагментів, називаються діаграмами де-

композиції. Після декомпозиції контекстної діаграми проводиться декомпози-

ція кожного великого фрагмента системи на більш дрібні і так далі, до досяг-

нення потрібного рівня деталізації опису [7, 12]. 

 

   

 Рисунок 1.3 – Контекстна діаграма (рівень А-0) 

 

Після того, як контекст описаний, проводиться побудова наступних діаг-

рам в ієрархії. Кожна наступна діаграма є більш докладним описом однієї з ро-

біт на попередній діаграмі. У нашому випадку розглядається функціонування 

системи «Розв’язання системи рівнянь Максвелла для стаціонарного магнітного 

поля». Декомпозиція контекстної діаграми (рис. 1.4) демонструє основні функ-

ції системи та їх деталізації за рівнями (рис. 1.5). 

IDEF3 – це метод, який має основною метою дати можливість аналітикам 

описати ситуацію, коли процеси виконуються в певній послідовності, а також 

описати об’єкти, які беруть участь спільно в одному процесі [6, 7]. 
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 Рисунок 1.4 – Декомпозиція роботи «Дослідити параметри  

 системи рівнянь Максвелла»: рівень А0 

 

  

 Рисунок 1.5 – Декомпозиція роботи «Отримати рівняння 

 з еліптичним оператором»: рівень А1 
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За допомогою методу IDEF3 описуємо процес дослідження параметрів 

системи Максвелла та отримання рівняння з еліптичним оператором, що наве-

дено на рис 1.6 та рис. 1.7 відповідно. Ці схеми можна використовувати як до-

повнення до моделі декомпозиції роботи, яка наведена на рис. 1.5, для більш 

наглядного відображення процесів. 

 

   

 Рисунок 1.6 – Опис роботи «Дослідити параметри 

 системи рівнянь Максвелла»: рівень А0 (в нотації IDEF3) 

 

  

 Рисунок 1.7 – Опис роботи «Отримати рівняння з еліптичним оператором»: 

 рівень А1 (в нотації IDEF3) 

 

 

1.1.4 Інформаційна модель 

 

Інформаційна модель системи відображує відносини між елементами сис-

теми у вигляді структур даних, акцентуючи увагу дослідника на склад та взає-

мозв’язок потоків даних. 

Діаграми потоків даних (Data Flow Diagramming, DFD) використовуються 

для опису документообігу та обробки інформації. Подібно до IDEF0, DFD 
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представляє модельну систему як мережу пов’язаних між собою робіт. Їх мож-

на використовувати як доповнення до моделі IDEF0 для більш наочного відо-

браження поточних операцій [6, 7]. DFD-діаграма представлена на рис. 1.8. 

DFD-діаграма 1-го рівня декомпозиції представлена на рис. 1.9. 

 

  

  Рисунок 1.8 – DFD-діаграма 

 

  

 Рисунок 1.9 – DFD-діаграма 1-го рівня декомпозиції 

 

 

1.2 Аналіз сценаріїв вирішення проблеми математичного моделювання 

      процесів магнітостатики 

 

1.2.1 Модель аналізу проблеми 

 

Досліджуємо задачу про вибір методу, яким буде розв’язуватися задача 

розв’язання системи рівнянь Максвелла для стаціонарного магнітного поля. 

Розв’язок будується за наступними критеріями: 

– критерій 1 (К1): точно описує геометрію області; 

– критерій 2 (К2): дозволяє будувати структуру розв’язку задачі; 

– критерій 3 (К3): отримує наближений аналітичний розв’язок; 
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– критерій 4 (К4): швидкість збіжності; 

– критерій 5 (К5): час роботи програми. 

Обирати будемо з множини альтернатив: 

– альтернатива 1 (А1): сіткові методи; 

– альтернатива 2 (А2): метод R-функцій; 

– альтернатива 3 (А3): метод скінченних елементів. 

Побудуємо ієрархічну структуру, використовуючи метод парних порів-

нянь. Ієрархічна структура наведена на рисунку 1.10. 

 

  

 Рисунок 1.10 – Ієрархічна модель процесу аналізу розв’язання задачі 
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1.2.2 Оцінювання вектора пріоритетів незадоволеностей методом  

         аналізу ієрархій 

 

Для продовження аналізу необхідно побудувати матриці парних порів-

нянь моделі, а також критеріїв системи. Матриця парних порівнянь критеріїв та 

розрахунки за нею наведено у табл. 1.1. 

 

Таблиця 1.1 – Матриця парних порівнянь критеріїв 

Критерії 

оцінювання 
К1 К2 К3 К4 К5 

Оцінки 

компонентів 

Вектор 

пріоритетів 

Величина 

значущості 

К1 1 4
 

7 8 4 3,890 0,500 0,886 

К2 
1

4
 1 9 8 5 2,450 0,310 1,721 

К3 
1

7
 

1

9
 1 

1

2
 3

 
0,470 0,060 1,178 

К4 
1

8
 

1

8
 2 1 2 0,500 0,064 1,191 

К5 
1

4
 

1

5
 

1

3
 1

 
1 0,440 0,056 0,795 

Усього      7,750  5,680 

 

Індекс узгодженості (ІУ) = 
5,68 5

0,17
5 1

. 

Випадкова узгодженість = 1,12. 

Відносна узгодженість (ВУ) = 
0,17

0,15 15%
0,12

. 

Для прийняття рішення про використання методу необхідно провести по-
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рівняльний аналіз альтернатив. Оцінивши їх щодо кожного з критеріїв, отрима-

ємо дані, які представлені в таблицях 1.2 – 1.6. Випадкова узгодженість для ма-

триць дорівнює 0,58. 

 

Таблиця 1.2 – Порівняння за першим критерієм 

Критерій 1 А1 А2 А3 
Власний 

вектор 

Вектор 

пріоритетів 

Величина 

значущості 

А1 1 
1

5
 

1

3
 0,400 0,090 0,824 

А2 5 1 7 3,270 0,730 0,991 

А3 3 
1

7
 1 0,750 0,169 1,418 

Усього    4,420  3,190 

 

Для таблиці 1.2 маємо ІУ = 0,09, ВУ = 0,1 = 10%. 

 

Таблиця 1.3 – Порівняння за другим критерієм 

Критерій 2 А1 А2 А3 
Власний 

вектор 

Вектор 

пріоритетів 

Величина 

значущості 

А1 1 
1

3
 2 0,870 0,270 1,073 

А2 3
 

1 4 2,280 0,700 0,990 

А3 
1

2
 

1

4
 1 0,066 0,020 0,955 

Усього    3,216  3,010 

 

Для таблиці 1.3 маємо ІУ = 0,005, ВУ = 0,008 = 0,8%. 
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Таблиця 1.4 – Порівняння за третім критерієм 

Критерій 3 А1 А2 А3 
Власний 

вектор 

Вектор 

пріоритетів 

Величина 

значущості 

А1 1 4
 1

6
 0,874 0,187 1,354 

А2 
1

4
 1 

1

7
 0,329 0,070 0,845 

А3 6 7 1 3,476 0,743 0,973 

Усього    4,679  3,171 

 

Для таблиці 1.4 маємо ІУ = 0,0855, ВУ = 0,086 = 8,6%. 

 

Таблиця 1.5 – Порівняння за четвертим критерієм 

Критерій 4 А1 А2 А3 
Власний 

вектор 

Вектор 

пріоритетів 

Величина 

значимості 

А1 1 
1

3
 4 1,010 0,280 1,189 

А2 3
 

1 5 2,466 0,627 0,961 

А3 
1

4
 

1

5
 1 0,368 0,094 0,936 

Усього    4,250  3,086 

 

Для таблиці 1.5 маємо ІУ = 0,043, ВУ = 0,074 = 7,4%. 
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Таблиця 1.6 – Порівняння за п’ятим критерієм 

Критерій 5 А1 А2 А3 
Власний 

вектор 

Вектор 

пріоритетів 

Величина 

значущості 

А1 1 
1

3
 4 1,101 0,280 1,189 

А2 3 1 5 2,466 0,627 0,961 

А3 
1

4
 

1

5
 1 0,368 0,094 0,936 

Усього    3,935  3,086 

 

Для таблиці 1.6 маємо ІУ = 0,0429, ВУ = 0,0739 = 7,39%. 

 

 

1.2.3 Модель вирішення проблеми 

 

З усіх отриманих результатів ми, як особа, що приймає рішення, можемо 

зробити кінцеві підрахунки та зробити висновок. У таблиці 1.7 наведені резуль-

тати, які дозволяють нам сказати, що кращою для нас буде друга альтернатива, 

а саме – метод R-функцій. 

 

Таблиця 1.7 – Кінцеві дані 

Критерій 

Альтернатива 
К1 К2 К3 К4 К5 

Узагальнені 

пріоритети 

А1 0,500 0,090 0,270 0,187 0,280 0,361 

А2 0,310 0,730 0,700 0,070 0,627 0,406 

А3 0,060 0,169 0,020 0,743 0,094 0,233 
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1.3 Змістовна та формальна постановки задачі 

 

1.3.1 Змістовна постановка задачі 

 

Розглянемо магнітну систему (рисунок 1.11), яка складається з феромаг-

нетику f  і вакууму v  із замкнутими струмовими обмотками c . Постановка 

задачі магнітостатики полягає в тому, що треба знайти розподіл магнітного по-

ля, яке створене стаціонарними струмами і намагніченістю ізотропних ферома-

гнетиків.  

У разі відсутності поверхневих струмів і струмів, що протікають по фе-

ромагнетиках, дана задача зводиться до знаходження вектор-функцій ( )PB  і 

( )PH  з системи рівнянь Максвелла для стаціонарного магнітного поля: 

 

 rot ( ) ( )P PH J ,   div ( ) 0PB ,   0( ) ( )P PB , (1.1) 

 lim ( ) 0
P

PH . (1.2) 

 

У (1.1), (1.2) використано такі позначення: P  − точка тривимірного прос-

тору 3 , H  − вектор напруженості магнітного поля, B  − вектор індукції магні-

тного поля, J  − відомий вектор об’ємної щільності струму, відмінний від нуля і 

такий, що 0dJ , ( )H  − відома в обмеженій однозв’язній області 

3R  нелінійна функція магнітної проникності феромагнетика (для немагніт-

ного середовища 1), 0  – магнітна проникність вакууму. 

На межі розділу середовищ з різними магнітними характеристиками ви-

конуються умови неперервності нормальної і тангенціальної складових векто-

рів B  і Н  відповідно: 

 

 2 1( ) 0n B B    2 1( ) 0n H H ,  
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де n  − одиничний вектор нормалі до fv .  

Вектор намагніченості феромагнетика М , пов’язаний з векторами індук-

ції і напруженості відповідно до формули 

 

 
0

1
М Н В . 

 

Через нелінійну залежність магнітної проникності від напруженості поля, 

складну геометрію областей, які займають феромагнетик ( I ) і струмові обмо-

тки ( С ), знаходження розподілу магнітного поля з системи рівнянь (1.1), (1.2) 

можливо тільки чисельними методами. 

 

 

1.3.2 Формальна постановка задачі 

 

Вважатимемо, що продовжний розріз магніту суттєво більше повздовж-

нього. Тоді векторний потенціал вектору магнітної індукції матиме лише одну 

ненульову координату ( , )u u x y  і від системи рівнянь Максвелла для стаціо-

нарного магнітного поля можна перейти до скалярного рівняння 

 

 0

1 1
( , )z

u u
J x y

x x y y
, 2( , )x y . (1.3) 

 

Тут  – функція магнітної проникності феромагнетику, яка є відомою у 

f  нелінійною функцією від вектору напруженості магнітного поля (для нема-

гнітного середовища 1), 0  – магнітна проникність вакууму, ( , )zJ x y  – z -а 

компонента вектору об’ємної щільності струму, що відрізняється від нуля лише 

у c  і задовольняє умову ( , ) 0
c

zJ x y dxdy , 
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( , ), ( , ) ,

( , )
( , ), ( , ) .

f f

v v

u x y x y
u x y

u x y x y
 

 

Рівняння (1.3) слід доповнити умовами спряження на межі fv  розділу 

феромагнетику та вакууму 

 

 
fvfv

f vu u ,  
1

fvfv

f v
u u

n n
,  (1.4) 

 

де n  – одиничний вектор нормалі до fv , та умовою на нескінченності:  

 

 
2 2
lim 0

x y
u .  (1.5) 

 

 

 

0  

fv  

fv  
c  

v  

v  

f  

 

 Рисунок 1.11 – Умовна схема магнітної системи 
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1.4 Постановка задач дослідження 

 

Метою написання атестаційної роботи є вивчення можливості застосу-

вання структурного метода (метода R-функцій) для отримання наближеного 

розв’язку задачі математичного моделювання магнітної системи. 

Для досягнення поставленої мети треба виконати наступні етапи: 

– провести системний аналіз предметної області; 

– ознайомитися із методами отримання наближеного розв’язку задач ма-

тематичної фізики (зокрема, методом R-функцій та методом Гальоркіна); 

– розглянути постановку крайової задачі для потенціалу магнітного поля; 

– з використанням методів теорії R-функцій розробити метод розв’язання 

розглядуваної задачі; 

– розробити алгоритм та виконати його програмну реалізацію в пакеті 

Mathematica 11.1; 

– провести обчислювальні експерименти для тестових значень параметрів 

моделі і проаналізувати результати. 
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2 ВИБІР ТА ОБҐРУНТУВАННЯ МЕТОДУ РОЗВ’ЯЗАННЯ 

 

2.1 Рівняння Максвелла для електромагнітного поля 

 

Введення Максвеллом терміну струму зміщення, призвело до завершення 

створення ним макроскопічної теорії електромагнітного поля, яка дозволяє з 

єдиної точки зору пояснити не тільки електричне та магнітні явища, але й пе-

редбачити нові, існування яких згодом було підтверджено. 

В основі теорії Максвелла покладено чотири рівняння [11]. 

Електричне поле може бути як потенціальним, так і вихровим, тому на-

пруженість результуючого поля дорівнює q BE E E , оскільки 0q

L

dE l , а 

циркуляція BE  дорівнює 

 

 B

L S

d d
t

B
E l S . 

 

Тоді 

 

L S

d d
t

B
E l S . 

 

З цього рівняння випливає, що джерелами електричного поля можуть бу-

ти не тільки електричні заряди, але і магнітні поля, що змінюються в часі. 

Узагальнена теорема про циркуляцію вектора H  має вигляд 

 

L S

d d
t

D
H l j S . 

 

Це рівняння показує, що магнітні поля можуть збуджуватися або рухо-
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мими зарядами(електричними струмами), або змінними електричними полями. 

Теорема Гауса для поля D  має вигляд 

 

st

S

d qD S . 

 

Якщо заряд розподілено неперервно у середині замкнутої поверхні з 

об’ємною щільністю розподілення заряду , то st
V

q dv . Отримуємо 

 

S V

d dvD S . 

 

Теорема Гауса для поля B  має вигляд 

 

0
S

dB S . 

 

Отже, повна система рівнянь Максвелла в інтегральній формі має вигляд: 

 

 

L S

d d
t

B
E l S ,    

L S

d d
t

D
H l j S , 

 

S V

d dvD S ,    0
S

dB S . 

 

Величини, що входять до рівнянь Максвелла, не є незалежними і між ни-

ми існує зв’язок. Наведемо формули цього зв’язку для ізотропних, несегнетое-

лектричних та неферомагнітних середовищ: 

 

 0D E ,   0B H ,   
1

j E E . 
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Тут 0  - електрична стала, 0  - магнітна стала,  - діелектрична проник-

ність середи,  - магнітна проникність середи, 
1

 - питома електрична про-

відність. 

З рівнянь Максвелла випливає, що джерелом електричного поля можуть 

бути електричні заряди, або магнітні поля, що змінюються у часі, які можуть 

збуджуватися або рухомими електричними зарядами (струмами), або змінними 

електричними полями. Рівняння Максвелла не симетричні щодо електричного і 

магнітного полів. Це пов’язано з тим, що в природі не існує магнітних зарядів. 

Якщо constE  та constB  (стаціонарні поля), то рівняння Максвелла 

приймають наступний вигляд: 

 

 0
L

dE l ,   

L

d IH l ,   

S

d qD S ,   0
S

dB S . 

 

Джерелами електричного стаціонарного поля є тільки електричні заряди, 

джерелами стаціонарного магнітного поля – тільки струми провідності. 

Електричне і магнітне поле в даному випадку незалежні один від одного, 

що дозволяє вивчати окремо сталі електричне та магнітне поля. 

Диференційна форма рівнянь Максвелла має вигляд: 

 

 rot
t

B
E ,   rot

t

D
H j ,   divD ,   div 0B . 

 

Інтегральна форма запису рівнянь Максвелла є більш загальною, якщо є 

поверхні розриву. Диференціальна форма запису рівняння Максвелла передба-

чає, що всі величини в просторі і часі змінюються неперервно. Рівняння Макс-

велла – найбільш загальні рівняння для електричних і магнітних полів у рівно-

мірних середовищах. З рівнянь Максвелла випливає, що змінне магнітне поле 

завжди пов’язане зі змінним електричним полем, що в свою чергу пов’язане з 
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породжуваним ним магнітним полем, тобто електричне і магнітне поле нероз-

ривно пов’язані один з одним – вони утворюють єдине електромагнітне поле. 

Рівняння Максвелла лінійні. Ця властивість пов’язана з принципом супе-

рпозиції, якщо два будь-яких поля задовольняють рівнянням Максвелла, то це 

відноситься до суми цих полів. Рівняння Максвелла містять рівняння непере-

рвності, що виражає закон збереження електричного заряду. Також рівняння 

виконуються у всіх інерційних системах відліку. Вони є релятивістські інваріа-

нтними. Це є наслідок принципу відносності, згідно з яким всі інерційні систе-

ми відліку фізично еквівалентні один одному. Вигляд рівнянь при переході від 

однієї системи до іншої не змінюється, однак величини, що входять до них, пе-

ретворюються за певними правилами. 

З рівнянь Максвелла випливає важливий висновок про існування принци-

пово нового явища: електромагнітне поле здатне існувати самостійно – без еле-

ктричних зарядів та струмів. При цьому зміна його має обов’язково хвильовий 

характер. Поля такого роду називають електромагнітними хвилями. У вакуумі 

вони завжди поширюються зі швидкістю, що дорівнює швидкості світла. Теорія 

Максвелла передбачила існування електромагнітних хвиль і дозволила встано-

вити всі їх основні властивості. 

 

 

2.2 Метод R-функцій в задачах математичного моделювання  

фізико-механічних полів 

 

2.2.1 Метод R-функцій та обернена задача аналітичної геометрії 

 

Зазвичай математичною моделлю фізико-механічних полів є розглядува-

не в деякій області  операторне рівняння Au f  з заданими крайовими умо-

вами на межі  області . Наприклад, для задач магнітостатики u  – ненульо-

ва координата векторного потенціалу вектору магнітної індукції. Функції і опе-

ратори, наведені в постановці крайової задачі, є її аналітичними компонентами, 
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а область  та її межа  – геометричними компонентами. Через існування 

двох різнорідних видів інформації (аналітичної і геометричної) при знаходжен-

ні розв’язку крайової задачі виникають серйозні перешкоди, пов’язані з тим, що 

необхідно не тільки врахувати вигляд формул, що входять до постановки зада-

чі, а й мати засоби зводити геометричну інформацію до аналітичного вигляду, 

щоб її можна було включити до розрахункового алгоритму. Провести цю про-

цедуру і дозволяє метод R-функцій. 

Метод R-функцій було запропоновано академіком НАН України 

В.Л. Рвачевим [15]. При знаходженні розв’язку крайових задач математичної 

фізики метод R-функцій пропонує будувати так звану структуру розв’язку кра-

йової задачі, тобто жмуток функцій, який точно задовольняє всім крайовим 

умовам задачі і залежить від однієї або декількох невідомих компонент. Зазна-

чені невідомі компоненти далі обирають так, щоб у деякому сенсі задовольнити 

рівняння задачі. Для цього можна використовувати проекційні чи варіаційні 

методи (метод Рітца, метод Гальоркіна, метод найменших квадратів, колокацій 

тощо). Зазначимо, що при цьому геометрія області враховується точно. 

Застосування методу R-функцій в задачах чисельного аналізу фізико-

механічних полів складається з наступних етапів: 

– точний аналітичний опис геометрії розрахункової області, тобто побу-

дова такої функції, яка б дорівнювала нулеві на межі області, була б додатною 

всередині області і нормальна похідна (в напрямку зовнішньої нормалі) від якої 

на межі б дорівнювала 1; 

– продовження крайових умов всередину області, тобто довизначення 

функцій і операторів, заданих на межі, у внутрішніх точках області; 

– побудова загальної структурі розв’язку, тобто такої формули, яка зале-

жить від деяких невизначених функцій і при будь-якому їх виборі точно задо-

вольняє всі крайові умови задачі; 

– побудова наближеного розв’язку, тобто апроксимація невизначених фу-

нкцій, що входять до структури розв’язку, одним із чисельних методів. 

Розглянемо загальні положення теорії метода R-функцій [15, 17].  



 29 

Означення. R-функцією (функцією В.Л. Рвачева), що відповідає розбиттю 

числової осі на проміжки ( ,  0)  та [0,  ), називається така функція, знак 

якої цілком визначається знаками її аргументів, тобто функція ( , )z f x y  нази-

вається R-функцією, якщо існує така булева функція F , що  

 

 [ ( , )] [ ( ),  ( )]S z x y F S x S y , 

 

де двозначний предикат 
0,  0,

( )
1,  0.

x
S x

x
 В цьому випадку булева функція F  

називається супроводжуючою. 

Найбільше вживаною системою R-функцій є система 0 : 

 

 x x ,  

 2 2
0x y x y x y ,    2 2

0x y x y x y ,  

 

супровідними булевими функціями для яких є відповідно , , .  

Сформулюємо обернену задачу аналітичної геометрії [17]. Нехай в 2  

заданий геометричний об’єкт  з кусково-гладкою межею . Треба побуду-

вати функцію ( , )x y , яка є додатною всередині , від’ємною поза межами  і 

дорівнює нулю на . Отже, рівняння ( , ) 0x y  буде в неявній формі визна-

чати геометричне місце точок, яке відповідає межі  області . 

Вважатимемо, що область  можна побудувати з простіших областей 

1 1{ ( , ) 0},  ...,  { ( , ) 0}m mx y x y , де ( , )i x y  – елементарні функції, 

1, 2, ...,i m   , за допомогою теоретико-множинних операцій об’єднання , пе-

ретину  та доповнення . Тоді області  можна поставити у відповідність 

предикат 

 

 1 2( ,  ,  ,  )mF , (2.1) 
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який приймає значення 1, якщо ( , )x y , і 0, якщо ( , )x y . 

Перехід від предикатної форми задання області (2.1) до звичайної, яка 

прийнята в аналітичній геометрії, відбувається за допомогою формальної замі-

ни  на ( , )x y , i  на ( , )i x y , 1, 2, ...,i m   , а символів { ,  ,  }  – на симво-

ли R-операцій 0 0{ ,  ,  }  відповідно. В результаті отримаємо єдиний аналі-

тичний вираз ( , )x y , який визначає в елементарних функціях шукане рівняння 

( , ) 0x y  межі . При цьому для внутрішніх точок області буде виконува-

тися нерівність ( , ) 0x y , а для зовнішніх – ( , ) 0x y . 

Означення. Рівняння ( , ) 0x y  межі  області 2  називається 

нормалізованим на межі , якщо функція ( , )x y  задовольняє умовам 

0, 1
n

, де n  – вектор зовнішньої нормалі до , визначений в її 

регулярних точках.  

Нормалізоване рівняння ( , ) 0x y  може бути отримане із рівняння 

1( , ) 0x y  за допомогою наступної теореми [17]. 

Теорема. Якщо 2
1( , ) ( )mx y C  задовольняє умовам 1 0  і 

1 0
n

, то функція 1 21

22
1 1

( )mC , задовольняє умовам 

0, 1
n

 в усіх регулярних точках межі . 

Якщо 1 0  в , то для побудови нормалізованого рівняння  

можна скористатися більш простою формулою 1

1

. В деяких випадках, 

для нормалізації рівняння можна лише ввести сталі множники. 

Наприклад, розглянемо область , яка представляє собою прямокутник, 

обмежений прямими 0x , x a , 0y , y b . Вводячи області 

1

1
( , ) ( ) 0x y x a x

a
 – вертикальна смуга між прямими 0x  і x a ; 
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2

1
( , ) ( ) 0x y y b y

b
 – горизонтальна смуга між прямими 0y  і y b , 

бачимо, що область  може бути подана у вигляді 1 2 . Розглядаючи 

1  и 2  як двозначні предикати, запишемо предикатне рівняння області  

 

 1 2 1. 

 

Замінюючи тепер 1  і 2  на ліві частини визначаючих їх нерівностей, а 

кон’юнкцію  – 0 -кон’юнкцію 0 , отримаємо функцію 

 

 0

1 1
( , ) ( ) ( )x y x a x y b y

a b
 

 2 2 2 2
2 2

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )x a x y b y x a x y b y

a b a b
. (2.2) 

 

Функція (2.2) як раз і матиме властивості 

 

 ( , ) 0x y  на , ( , ) 0x y  у , ( , ) 0x y  зовні , 1
n

, 

 

де n  – вектор зовнішньої нормалі до , визначений в її регулярних точках. 

 

 

2.2.2 Структурний метод R-функцій 

 

Як було вказано вище, один з етапів застосування методу R-функцій в за-

дачах чисельного аналізу фізико-механічних полів є продовження крайових умов 

всередину області. Для цього використовуються два основних підходи [17]. 

Нехай в точках  функція 0  задана у вигляді 
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0, 1 1

0

0,

( ), ,

( )

( ), ,n n

s s

s

s s

 

 

де ділянки межі 1 , …, n  попарно різні, не мають спільних внутрішніх то-

чок і 1 n . 

Нехай далі ( , )i x y , 1, ...,i n , такі, що 0,
i

i i , а ( , )i x y , 

1, ...,i n , такі, що ( , ) 0i x y  на i  і ( , ) 0i x y  в \ i . Тоді функція 

 

 

1
11

1

111

...

1 1
...

n n

i jn
ji
j in

n n

j
jin
j i

 (2.3) 

 

має властивість 0 . 

Формулу (2.3) називають формулою «склейки» і позначають 0EC , 

де EC  називають оператором склеювання межових значень. 

Другий підхід пов’язаний з продовженням диференціальних операторів, 

які задані на , в середину області . Нехай 0  – нормалізоване рівняння 

межі  області . Тоді оператор 1D , який діє за правилом 

 

 1 ( , )
u u

D u u
x x y y

, 

 

в регулярних точках  задовольняє рівність 

 

 1

u
D u

n
, 
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де n  – зовнішня до  нормаль. 

Зазначимо, що вираз 1Du  має сенс всюди в  і за допомогою оператора 

1D  можна будувати жмутки функцій, нормальна похідна яких, або довільна лі-

нійна комбінація нормальної похідної і самої функції на межі області приймає 

задані значення. 

Означення. Загальною структурою розв’язку крайової задачі називається 

вираз 

 

    1 1( , , { } , { } )m m
i i j ju B , 

 

який при довільному виборі компонент вектору  точно задовольняє усі кра-

йові умови задачі. Тут B  – оператор, що залежить від геометрії області  і ді-

лянок i  її межі, а також операторів крайових умов, але не залежний від ви-

гляду оператора A  і функції f . 

Відтак, структура розв’язку здійснює продовження крайових умов всере-

дину області. 

Майже усі наближені методі розв’язання крайових задач для рівнянь у ча-

стинних похідних базуються на зведенні нескінченновимірної задачі до скін-

ченномірної. В методі R-функцій це досягається шляхом подання невизначеної 

компоненти  структури розв’язку у вигляді суми 

 

 
1

( , ) ( , ) ( , )
n

n k k
k

x y x y c x y ,  

 

де ( , )k x y  – відомі елементи повної функціональної послідовності; 

     kc , 1, 2, ...,k n   , – невідомі коефіцієнти. 

Невідомі коефіцієнти kc , 1, 2, ...,k n   , обираються так, щоб найкраще (у 

певному сенсі) задовольнити рівняння крайової задачі. 
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2.3 Метод Бубнова-Гальоркіна 

 

Нехай потрібно розв’язати рівняння 

 

 0Au f , (2.4) 

 

де A  – лінійний оператор, який діє у деякому гільбертовому просторі H . 

Область визначення оператору A  – множина ( )D A . 

Виберемо послідовність координатних елементів ( )n D A . Будемо шу-

кати наближений розв’язок рівняння (2.4) у вигляді 

 

 
1

( ) ( )
n

n k k
k

u x a x .  

 

Відповідно до методу Бубнова-Гальоркіна [14, 23, 26], коефіцієнти ka , 

1,k n , обираються таким чином, аби ліва частина рівняння (2.4), після підс-

тановки у неї nu , була ортогональна до елементів k , 1,k n . Це призводить 

до наступної системи лінійних алгебраїчних рівнянь: 

 

 
1 1

( , ) , ,
n n

n j k k j k k j
k k

Au f A a f a A f    

 
1

( , ) ( , ) 0
n

k k j j
k

a A f  , 1,j n . 

 

Остаточно отримуємо 

 

 
1

( , ) ( , )
n

k k j j
k

a A f  , 1,j n . (2.5) 

 

Система рівнянь (2.5) за формою співпадає з системою Рітца, тільки якщо 
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координатні функції обрані з області визначення оператора A . Звідси маємо, 

що для додатного оператору процес Бубнова-Гальоркіна не відрізняється від 

процесу Рітца. 

Система елементів називається повною, якщо в H  немає відмінного від 

нуля елемента, який ортогональний кожному елементу системи. 

Вважатимемо, що при n  nu  прямує до точного розв’язку 

1
k k

k

u a , оскільки тоді функція Au f  ортогональна до кожної функції k , 

а оскільки система k  повна, то і 0Au f , відповідно u  – розв’язок рів-

няння (2.4). 

Розглянемо достатню ознаку збіжності процесу Бубнова-Гальоркіна [14]. 

Нехай оператор A  має вигляд 0A A K , де 0A  – додатно визначений у да-

ному гільбертовому просторі H  оператор і 0( ) ( )D K D A , тобто область ви-

значення оператору K  ширша, ніж область визначення оператору 0A . Припус-

тимо, що оператор 0A  є цілком неперервним в енергетичному просторі 
0A

H . 

Координатну систему k  побудуємо виходячи з наступних умов: 

а) 0( )k D A ; 

б) 1, ..., n   – лінійно незалежні при будь-якому n ; 

в) координатна система { }k  повна в 
0A

H . 

Система Бубнова-Гальоркіна (2.5) у випадку 0A A K  має вигляд: 

 

 0
1

[( , ) ( , )] ( , )
n

k k j k j j
k

a A K f   , 1,j n . (2.6) 

 

Ортонормуємо k  у просторі 
0A

H , тобто нехай 

 

 0

0,  ,
( , )

1,  .k j

k j
A

k j
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Система рівнянь (2.6) при цьому дещо спроститься: 

 

 
1

( , ) ( , )
n

j k k j j
k

a a K f  , 1,j n . 

 

Далі,  

 

 
0

1
0 0( , ) ( , ) [ , ]

Ak j k j k j HK AA K T   , 

 

де 1
0T A K . 

Тоді 
0

1
0 0( , ) ( , ) [ , ]

Aj j j Hf AA f f   , 1
0f A f . 

Вводимо для скороченості позначення  

 

 
0

[ , ]
Ak j H jkT  , 

0
[ , ]

Aj H jf b .  

 

Тоді приведемо систему (2.6) до вигляду 

 

 
1

n

j k jk j
k

a a b , 1,j n . (2.7) 

 

Припустимо, що оператор 1
0T A K  є цілком неперервним у просторі 

0A
H . Будучи цілком неперервним, цей оператор обмежений у просторі 

0A
H , та 

може бути поширений на увесь цей простір. Нехай таке поширення зроблено. 

Діємо на обидві частини рівняння 

 

 0Au Ku f  (2.8) 

 

оператором 1
0A , отримаємо нове рівняння 
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 u Tu f . (2.9) 

 

Очевидно, що будь-який розв’язок рівняння (2.8) задовольняє рівнянню 

(2.9). Обернене може бути невірним: може трапитись, що існує елемент просто-

ру 
0A

H , що задовольняє рівнянню (2.9), але не належить 0( )D A , і тоді цей еле-

мент неможна підставити у (2.8). Назвемо такі розв’язки рівняння (2.9) узагаль-

неними для рівняння (2.8). Саме з таким зауваженням рівняння (2.8) і (2.9) екві-

валентні.  

Теорема. Наближені розв’язання рівняння (2.8), які побудовані за мето-

дом Бубнова-Гальоркіна, збігаються за енергією оператора 0A , тобто у сенсі 

збіжності в 
0A

H , до точного розв’язку цього рівняння, якщо виконуються на-

ступні умови: 

а) рівняння (2.8) має не більше одного розв’язку в 
0A

H ; 

б) оператор 1
0T A K  цілком неперервний у 0H . 

Теорема. Якщо K  обмежений у H , а 1
0A  цілком неперервний у H , то 

оператор 1
0T A K  цілком неперервний у 

0A
H . 

Використовуючи вище зазначені теореми, можна сформулювати більш 

вузьку, але більш простішу ознаку збіжності процесу Бубнова-Гальоркіна. 

Теорема. Процес Бубнова-Гальоркіна збігається, якщо виконані наступ-

них умов: 

а) рівняння Au f  має не більше одного розв’язку; 

б) оператор 1
0A  цілком неперервний, а оператор K  обмежений у H . 

Розглянемо однорідну задачу Діріхле для еліптичного рівняння другого 

порядку [20, 21, 25]: 

 

 
, 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
m m

ik i
i k ii k

u u
A B C u f

x x x
x x x x

 

 x , (2.10) 

 0u  (2.11) 
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Вважатимемо, що рівняння (2.10) є невироджуваним еліптичним, тобто 

існує така стала 0 , що для точки x  і при будь яких дійсних числах 

1, ..., mt t   має місце нерівність 

 

 2
0

, 1 1

( )
m m

ik i k i
i k i

A t t tx
 

. (2.12) 

 

Вважатимемо, що 1( )ikA C , , ( )iB C C , 2( )f L . Окрім цього, не-

хай задача (2.10) – (2.11) має єдиний розв’язок. 

Введемо до розгляду оператор 
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u
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з областю визначення  

 

 2
0 2( ) { | ( ), ( ), ( ), 0}D A u u C u C u L u   .  

 

Відомо [14], що такий оператор 0A  додатно визначений. Візьмемо 
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x
.  

 

Побудуємо простір 
0A

H , поклавши 
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  .  

 

Використовуючи формулу інтегрування частинами для кратних інтегра-
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лів отримуємо: 
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Отже, 
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. 

 

Можна показати, що оператори 1
0A  и 1

0T A K  цілком неперервні у 

просторі 2( )L  [18]. Відтак, процес Бубнова-Гальоркіна для задачі (2.10) – 

(2.11) збігається, тобто 
0

0
A

n H
u u  при n , де nu  – наближений 

розв’язок, отриманий процесом Бубнова-Гальоркіна.  

Оцінимо 
0A

n H
u u : 
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. 

 

Скориставшись нерівністю (2.12), отримаємо: 
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2 2

0 0
1 1

( )
0

m m
n n

n
i ii i i

u u u u

x x x
. 

 

Отже, у нашому випадку зі збіжності за енергією 
0

0
A

n H
u u  при 

n  випливає збіжність у середньому перших похідних від nu  до відповід-

них похідних від u . 

 

 

2.4 Застосування метода R-функцій та Бубнова-Гальоркіна в  

      математичному моделюванні процесів магнітостатики 

 

Побудуємо структуру розв’язку задачі (1.3) – (1.5). 

Умову на нескінченності (1.5) замінимо умовою 

 

 
0

0u , (2.13) 

 

де контур 0  знаходиться на достатній відстані від f  (рис. 1.11). 

Наприклад, за 0  можна взяти коло 2 2 2
0x y R  досить великого раді-

усу 0.R  

Через 0  позначимо розрахункову область задачі (1.3), (1.4), (2.13). 

Нехай функція 0( , )x y  така, що 

а) 0( , ) 0x y  в 0 ; 

б) 0( , ) 0x y  на 0 . 

Функція 0( , )x y  з зазначеними властивостями можна побудувати у ви-

гляді єдиного аналітичного виразу за допомогою конструктивного апарату тео-

рії R-функцій [8]. 

Тоді умові (1.3) при будь якому вигляді невизначеної компоненти Ф буде 

задовольняти жмуток функцій [8, 10] 
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 0 .u   

 

Для того, щоб задовольнити умовам спряження (1.4), використаємо на-

ступний підхід [15]. Функцію ( , )u x y  шукатимемо в вигляді 
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   (2.14) 

 

де 0fv  – нормалізоване рівняння межі fv , причому 0fv  в f , а опера-

тор 1
fvD  визначається рівністю 

 

 1
fv fvfvD
x x y y

.  

 

Оператор 1
fvD  має властивість 1 fv

fv

fv u
D u

n
, где n  – одинична нор-

маль до fv , що направлена всередину .f  Тоді  

 

 1 1
fv
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fvfv
fvD

n
.  

 

Зауважимо, що функція виду (2.14) при будь-якому виборі сталої A  задо-

вольняє на fv  першій з умов спряження (1.4). Отже, функцію A  виберемо 

так, щоб задовольнити другій з умов спряження (1.4). Отримуємо:  
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 1 0

1
(1 ) ( )

fv

fvA D ,  

 1 1 0( )
fv fv

fv

fv fvv
v

u
D u D

n
.  

 

Тоді друга з умов спряження (1.4) буде виконана, якщо 
1

(1 ) 1A , 

тобто 1A . 

Отже, структура розв’язку задачі (1.3), (1.4), (2.13) має вигляд 
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3 ПРОГРАМНА РЕАЛІЗАЦІЯ 

 

3.1 Mathematica 11.1 як система символьної математики 

 

Mathematica – це модульна система програмного забезпечення, де ядро, 

яке, фактично, виконує розрахунки, відокремлено від інтерфейсу, який відпові-

дає за взаємодію з користувачем [28]. 

Для математичних розрахунків така конструкція має багато переваг на ві-

дміну від монолітної системи. Наприклад, інтерфейс Mathematica може бути 

виконаний на декількох ядрах з одного інтерфейсу. Крім того, Mathematica – це 

інтерпретована мова функціонального програмування, що підтримує процедур-

не програмування з використанням програми і об’єктно-орієнтований підхід. 

Також даний пакет оснащений великою кількістю математичних функцій, алго-

ритмів та методами візуалізації даних.  

На сьогодні Mathematica вдосконалюється і розширюється. Тепер стає 

можливо представляти неймовірно широкий спектр явищ сучасного світу. 

У побудові Mathematica 11.1 розробники продовжили рухатися у напрям-

ку невідомих обчислювальних математичних областей. Так, наприклад, завдяки 

цьому, ми змогли більш точно врахувати геометрію області для задачі магніто-

статики та витратили менше потужності та часу на обчислення. Також даний 

математичний пакет добре оснащений інструментами та методами візуалізації 

даних, що допомагає науковцям та дослідникам проводити аналіз отриманих 

результатів у вигляді зрозумілих графічних зображень. 

Отже, для виконання поставлених задач, після аналізу можливостей різ-

них середовищ програмування і математичних пакетів був обраний пакет 

Mathematica, тому що даний пакет, з нашої точки зору, є найбільш оптималь-

ним для проведення теоретичного і чисельного аналізу, і, зокрема, для 

розв’язання задач магнітостатики. 

 

 



 44 

3.2 Опис програми 

 

Програма моделювання задачі магнітостатики була виконана у математи-

чному пакеті Mathematica 11.1. Структура програми була створена у Notebook 

середовищі Mathematica 11.1, де було проведено розрахунки на невеликій кіль-

кості базисних функцій. Невелика кількість базисних функцій обумовлена тим, 

що експоненціально збільшується час розрахунку, а отже, потрібна більша об-

числювальна потужність. 

Перший блок програми «Data preparation» відповідає за задавання розмі-

рів магніту, магнітної проникливості для вакууму та немагнітної середи. 

Другий блок «R-functions» задає систему базових операцій: R-кон’юнкцію, 

а також містить в собі набір побудованих функцій омега для розглядуваних об-

ластей магніту. Також задаємо функцію магнітної проникливості та компоненту 

вектору об’ємної щільності струму. 

Третій блок «Coordinate functions» включає в себе задавання координат-

них функцій та розрахунок нормалізуючих коефіцієнтів. 

Четвертий блок «Calculation Gauss nodes for integration» задає параметри 

для формули Гаусса наближеного обчислення інтегралів. 

П’ятий блок «Calculation Galerkin system» відповідає за формування та 

розв’язання системи Бубнова-Гальоркіна. 

Шостий блок «Output of result. Comparing with the exact solution» містить 

графічний аналіз отриманих результатів. 

Код програми наведено в додатку А 
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4 РЕЗУЛЬТАТИ ОБЧИСЛЮВАЛЬНОГО ЕКСПЕРИМЕНТУ 

 

Для побудови наближеного розв’язку задачі (1.3) – (1.5) невизначену 

компоненту Ф в структурі (2.15) апроксимуємо виразом вигляду 

 

 
1

n

n i i
i

c , (4.1) 

 

де { }i  – повна в 2 0( )L  система функцій (тригонометричні або степеневі полі-

номи, сплайни, тощо); 

     1, ..., nc c   – невизначені коефіцієнти. 

Підставивши (4.1) в (2.15), отримаємо, що наближений розв’язок задачі 

(1.3) – (1.5) шукається у вигляді 
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Для знаходження коефіцієнтів 1, ..., nc c   далі можна використати будь-

який варіаційний або проекційний метод. Так, наприклад, за методом Гальоркі-

на, коефіцієнти 1, ..., nc c   знайдемо з умови ортогональності відхилу, який отри-

мується підстановкою (4.2) в (1.3), функціям 1, ..., n   [14]. Це призводить до 

системи рівнянь 
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n

ij i j
i

c bа , 1, ...,j n  ,  

 

де 
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0

1 1i i
ij ja dxdy

x x y y
, , 1, ...,i j n   , 

 0 ( , )
c

j z jb J x y dxdy , 1, ...,j n  . 

 

У випадку тестової задачі, коли за 0  обране коло радіусу 0R  та феромаг-

нетик також обмежений колами радіусів r  і R  (r R ), функції 0  та fv  мож-

но взяти у вигляді 

 

 2 2 2
0 0( , )x y R x y , 

 2 2 2 2 2 2
0

1 1
( , ) ( ) ( )

2 2fv x y x y r R x y
r R

, 

 

де 0  – знак 0R -кон’юнкції [17, 27]: 

 

 2 2
1 0 2 1 2 1 2g g g g g g . 

 

Обчислювальні експерименти були проведені для таких значень парамет-

рів: 0 20R  м, 10R  м, 3r  м, 7
0 4 10  Гн/м, c  описується нерівніс-

тю 2 21 ( 1) 0x y , а 8 2 2( , ) 10 (1 ( 1) )zJ x y y x y  А/м
2
. 

За систему функцій { }i  в процесі реалізації методу Гальоркіна була об-

рана система гармонічних поліномів.  

Значеннями феромагнітної проникності були обрані наступні значення 

для різних матеріалів, зокрема, для феромагнетиків: сталі 700  Гн/м та ні-

келю 100  Гн/м, та для парамагнетика алюмінію 52,22 10  Гн/м. 

На рис. 4.1 – рис. 4.18 наведено отримані поверхні компонент x

u
B

y
, 

y

u
B

x
 вектору магнітної індукції, лінії рівня та розподіли при фіксованих 
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значеннях координат для відповідних компонент кожного з матеріалів. 

 

  

 Рисунок 4.1 – Поверхня xB  для сталі  

 

  

 Рисунок 4.2 – Поверхня yB  для сталі 
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 Рисунок 4.3 – Лінії рівня поверхні xB  для сталі 

  

  

 Рисунок 4.4 – Лінії рівня поверхні yB  для сталі 
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 Рисунок 4.5 – Розподіл компоненти xB  при 0y  для сталі 

 

  

 Рисунок 4.6 – Розподіл компоненти yB  при фіксованому 0x  для сталі 
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 Рисунок 4.7 – Поверхня xB  для нікелю 

 

  

 Рисунок 4.8 – Поверхня yB  для нікелю 
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 Рисунок 4.9 –Лінії рівня поверхні xB  для нікелю 

 

  

 Рисунок 4.10 – Лінії рівня поверхні yB  для нікелю 
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 Рисунок 4.11 – Розподіл компоненти xB  при 0y  для нікелю 

 

  

 Рисунок 4.12 – Розподіл компоненти yB  при 0x  для нікелю 
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 Рисунок 4.13 – Поверхня xB  для алюмінію 

 

  

 Рисунок 4.14 – Поверхня yB  для алюмінію 
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 Рисунок 4.15 – Лінії рівня поверхні xB  для алюмінію 

 

  

 Рисунок 4.16 – Лінії рівня поверхні yB  для алюмінію 
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 Рисунок 4.17 – Розподіл компоненти xB  при 0y  для алюмінію 

 

  

 Рисунок 4.18 – Розподіл компоненти yB  при 0x  для алюмінію 
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Отримані чисельні результати добре узгоджуються з результатами фізич-

них експериментів та результатами, відомими з літератури [9, 18, 19]. 

Результати атестаційної роботи було опубліковано у одній статті у науко-

вому фаховому виданні України [5] та представлено на чотирьох наукових 

конференціях: 

– Міжнародна XXV конференція RuPAC – 2016 по прискорювачах заря-

джених частинок [22]; 

– 20-й Ювілейний Міжнародний форум «Радіоелектроніка і молодь в XXI 

столітті» (Харків, ХНУРЕ, квітень 2017) [4]; 

– Студентська наукова конференція з прикладної математики та 

комп’ютерних наук СНКПМКН – 2017 (Львів, ЛНУ 2017) [3]; 

– 21-й Міжнародний форум «Радіоелектроніка і молодь в XXI столітті» 

(Харків, ХНУРЕ, квітень 2018) [2]. 

Метод показав свою ефективність при застосуванні його до тестової зада-

чі і в подальшому може бути застосований при проведенні реальних розрахун-

ків магнітостатичних систем. 
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5 АНАЛІЗ МОЖЛИВИХ ЗАСТОСУВАНЬ 

 

Результати атестаційної роботи можуть знайти застосування в багатьох 

галузях науки і техніки сучасного світу. Наприклад, у дослідженнях фізичних 

процесів магнітних систем. Зважаючи на швидкі темпи зростання обчислюва-

льної потужності комп’ютерної техніки, створений програмний продукт може 

застосовуватися для розв’язання практичних задач дослідження процесів магні-

тостатики. З огляду на розвиток даної галузі та велику собівартість матеріалів, 

варто приділяти більше уваги моделюванню магнітних систем для кращого ре-

зультату. 

На відміну від сіткових методів, які дають розв’язок задачі у вигляді мат-

риці значень функції, розв’язок поставленої крайової задачі отримано у набли-

женому аналітичному вигляді, що полегшує подальше застосування результатів 

на практиці для відновлення поверхонь компонент вектору магнітної індукції. 

Також необхідно зауважити, що методи реалізовані в даній роботі можуть бути 

застосовані для магнітів більш складної геометричної форми. 

Наступним кроком у дослідженні задач магнітостатики, є доцільним зо-

середити увагу на розв’язанні подібних крайових задач для інших моделей маг-

ніту. 
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ВИСНОВКИ 

 

У роботі біло розглянуто задачу математичного моделювання магнітної 

системи. Математичною моделлю розглядуваної системи є крайова задача для 

z-координати векторного потенціалу вектору магнітної індукції (задача магні-

тостатики). Для її чисельного аналізу було запропоновано використати струк-

турний метод R-функцій. Також було побудовано структуру розв’язку заданої 

крайової задачі, яка враховує умови спряження на межі контакту «феромагне-

тик-вакуум». Для апроксимації невизначеної компоненти структури розв’язку 

використано проекційний метод Гальоркіна. Застосування вище вказаних мето-

дів дозволило зробити висновки про ефективність цих методів у застосуванні 

до розв’язання задач магнітостатики для конкретних областей та значень пара-

метрів. 

Проведено обчислювальні експерименти для різних матеріалів (сталь, ні-

кель, алюміній). Числові результати представлено у вигляді графіків поверхонь 

компонент x

u
B

y
, y

u
B

x
 вектору магнітної індукції, ліній рівня та роз-

поділів при фіксованих значеннях координат. Отримані результати добре узго-

джуються з результатами фізичних експериментів та числовими результатами, 

відомими з літератури. 

Використання результатів цієї роботи, зокрема розробленого програмного 

продукту, дозволять досягти значного підвищення швидкодії та точності при 

математичному моделювання процесів магнітостатики. 
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